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Resumen

El siguiente trabajo presenta distintos analisis seménticos sobre fundamentos de lenguajes de pro-
gramacion funcional. En particular, se establece como objeto de estudio el A-cdlculo para luego focalizar
especialmente en dos de sus extensiones, a saber: el Pure Pattern Calculus (PPC) y el Au-cdlculo.

En un primer lugar se estudian estrategias de evaluacién para A-calculo por medio de un sistema
de tipos interseccion (no idempotente). El mismo es capaz de caracterizar (exactamente) los términos
normalizantes. Esta herramienta permite establecer una igualdad observacional entre la conocida es-
trategia call-by-need —nocién puramente sintactica— y el concepto seméantico de needed rederes. Mas
precisamente, se introduce la reduccion weak-head needed y se muestra que el sistema de tipos identifica
sintacticamente todos los redexes weak-head needed de un término.

PPC, introducido por Kesner y Jay, es una extension del A-calculo con patrones dindmicos y pattern
matching que permite abstraer virtualmente cualquier término. Esto dio lugar a dos nuevas formas de
polimorfismo: path polymorphism y pattern polymorphism. El primero se refiere a la definicién de fun-
ciones que se aplican uniformemente a estructuras de datos arbitrarias, definidas de manera inductiva.
Su esencia recae sobre patrones de la forma zy (i.e. la aplicacion de dos variables), lo que permite
descomponer una estructura de datos en sus diferentes partes. Este trabajo se enfoca en path poly-
morphism restringiendo el andlisis al Calculus of Applicative Patterns (CAP), un nuevo formalismo
que puede ser visto como el fragmento estatico de PPC, lo que descarta la forma de pattern poly-
morphism. Se desarrolla un sistema de tipos estdtico para CAP, capaz de capturar path polymorphism
mediante una combinaciéon adecuada de herramientas de tipado como: tipos constantes, aplicativos,
union y recursivos. Las propiedades fundamentales de subject reduction y progress se satisfacen en el
sistema propuesto, lo que garantiza el buen comportamiento dindmico del calculo. Esto recae crucial-
mente en una novedosa nociéon de compatibilidad de patrones. A su vez, se desarrolla un algoritmo de
type-checking eficiente mediante la formulacion de una variante dirigida por sintaxis del sistema de
tipos. Esto involucra algoritmos de chequeo de equivalencia de tipos y sub-tipado, ambos basados en
caracterizaciones co-inductivas de estas relaciones.

En una tercera linea de investigacion, se consideran programas con operadores de control. El obje-
tivo es identificar aquellos programas con tales constructores cuyas semanticas de reducciéon se corres-
ponden de manera exacta. Esto se logra introduciendo una relacion ~, definida sobre una presentacion
alternativa del Ap-célculo con operadores explicitos llamada AM. El resultado se basa en dos ingre-
dientes fundamentales: (1) la factorizacion de la reducciéon del Au-calculo en pasos multiplicativos
y exponenciales mediante el uso de los nuevos operadores explicitos introducidos; y (2) la traduc-
cion de los términos del AM-calculo en las proof-nets polarizadas (PPNs) de Laurent, de modo que
cut-elimination en las PPN simula la reduccién en AM. La relacién ~ propuesta resulta ser una bisi-
mulacion fuerte con respecto a la reduccion en AM, i.e. dos términos equivalentes tienen exactamente
la misma seméntica de reduccién, un resultado que falla tanto para la o-equivalencia de Regnier en el
A-célculo como para la g-equivalencia de Laurent en Au.
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Abstract

This work presents different semantical analyses on the foundations of functional programming
languages. In particular, A-calculus is set as the object of study and, afterwards, special focus is
placed on two of its extensions, namely the Pure Pattern Calculus (PPC) and Au-calculus.

First, evaluation strategies for the A-calculus are studied by means of an (non-idempotent) in-
tersection types system capable to characterise (exactly) the normalising terms. This tool allows to
establish an observational equivalence between the so-called call-by-need strategy —a purely syntactical
notion— with the semantical concept of needed redexes. More precisely, the weak-head needed reduction
is introduced and the type system is shown to syntactically identify all the weak-head needed redexes
of a term.

PPC, due to Kesner and Jay, is an extension of the A-calculus with dynamic patterns and pattern
matching that allows to abstract virtually any term. This gave place to two novel notions of polymor-
phism: path polymorphism and pattern polymorphism. The former enables the definition of functions
uniformly applicable to arbitrary recursively specified data structures. Its essence relies on patterns of
the form zy (i.e. the application of two variables), which allows to decompose a data structure into
its parts. This work focuses on path polymorphism by restricting the analysis to the novel Calculus of
Applicative Patterns (CAP), which can be seen as the static fragment of PPC, thus ruling out pattern
polymorphism. A static type system for CAP is developed, able to capture the desired form of poly-
morphism by means of a proper combination of typing tools like constants as types, applicative types,
union types and recursive types. The proposed system enjoys the fundamental properties of subject
reduction and progress that guarantee well-behaved dynamics, and relies crucially on a novel notion
of pattern compatibility. An efficient type-checking algorithm is developed as well, by formulating a
syntax-directed variant of the type system. This involves algorithms for checking type equivalence and
subtyping, both based on coinductive characterisations of those relations.

In a third line of research, programs with control operators are considered. The purpose is to
identify programs with such constructors whose reduction semantics are in exact correspondence. This
is achieved by introducing a relation ~, defined over a revised presentation of Au-calculus with explicit
term operators dubbed AM. The result builds on two fundamental ingredients: (1) factorisation
of Ap-reduction into multiplicative and exponential steps by means of the newly introduced explicit
operators of AM; and (2) translation of AM-terms into Laurent’s Polarized Proof-Nets (PPN) such
that cut-elimination in PPN simulates reduction in AM. The proposed relation ~ happens to be
a strong bisimulation with respect to reduction in AM, i.e. two equivalent terms have exactly the
same reduction semantics, a result which fails for Regnier’s o-equivalence in A-calculus as well as for
Laurent’s o-equivalence in Apu.
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Capitulo 1

Introduccion

El A-célculo, introducido por Church [Chu32| es considerado un lenguaje de programacion uni-
versal en el que las funciones son ciudadanos de primera clase: se puede aplicar una funcién a otra
funcion y se puede devolver una funcién como resultado de la aplicacion de otra a su argumento. A
pesar de la simplicidad de su sintaxis, el A-célculo es suficientemente rico para representar todas las
funciones computables. Se trata de un caso particular de sistema de reescritura [BN98, BKvOO03], que
sienta las bases de la Programacion Funcional [Pey87], estableciendo los fundamentos teoéricos subya-
centes a lenguajes como LISP, Miranda, Haskell, o los pertenecientes a la familia ML (Caml, SML,
OCaml, etc.). Ademas, los diferentes sistemas de tipos introducidos para el A-calculo a lo largo de
los afios [Bar92, BDS13] y los distintos formalismos logicos estan estrechamente relacionados a través
de la correspondencia de Curry-Howard [SUO6]. Esta establece que un programa es el testigo de la
demostracion de la formula logica que su tipo representa, dando asi lugar al desarrollo de asistentes de
prueba (Coq, Nuprl, Isabelle).

Estrategias de reduccién. Algunos sistemas de reescritura como el A-célculo, si bien no son com-
pletos, cuentan con la propiedad de Church-Rosser o confluencia, lo que provee un procedimiento
tedrico de semi-decision para la igualdad. Esta garantia teérica, no obstante, deja abiertos algunos
interrogantes de indole préctica, ya que el orden en el que se aplican las reglas de reescritura puede
impactar considerablemente en el tiempo de ejecucién requerido para obtener, en caso de que exista,
la forma normal de un término, o sea, el resultado del computo que el término codifica. Considerando
por ejemplo la funcion f(xz) = x + x, hay varias maneras de calcular el resultado final de la expresion
f(2 % 3). Dos de ellas son las siguientes:

f(2%3) — 2%34+2%x3 — 6+2%x3 — 64+6 — 12 (1.1)
f(2x3) — £(6) - 646 — 12 '

La primera secuencia de pasos de reduccién, en este caso, sigue una estrategia de evaluacion call-by-
name: el argumento de la funcién se copia sin evaluar, lo que provoca que se duplique el trabajo de
resolver el computo de la sub-expresion 2 x 3. La segunda secuencia de pasos, en cambio, sigue una
estrategia de evaluacion call-by-value: el argumento de la funcion se evaltia hasta que llega a ser un
valor, y recién entonces se producen dos copias de su resultado. En este caso, la primera secuencia de
reduccién es computacionalmente méas onerosa que la segunda. Las estrategias de evaluacion son, en
general, mecanismos para elegir el orden en el que se aplican las reglas de reescritura. Una estrategia
de evaluacién podria requerir exponencialmente mas trabajo que otra para alcanzar la forma normal
de un término. Peor atin, podria darse el caso de que una estrategia de evaluacién nunca alcance la
forma normal de un término, a pesar de que dicha forma normal exista.
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A partir de la década de 1970 surgi6 interés en la existencia de alguna estrategia de evaluacion
oOptima, es decir, una estrategia que evite duplicar el trabajo computacional, y que realice tinicamente
los computos indispensables para alcanzar la forma normal de un término. Vuillemin estudi6 el pro-
blema de evaluacion optimal en el marco de los recursive program schemes [Vui74, Vui75]. En su tesis
doctoral de 1978 [Lév75], Lévy estudio este problema para el A-calculo y dio condiciones suficientes
para obtener un mecanismo de evaluaciéon optimal, basado en compartir computos que pertenecen a la
misma familia, es decir, aquellos computos que tienen un origen comun. El trabajo de Lévy dio origen
a una sub-area de investigacion en si misma [Lam90, GAL92, Lan93, AL95, AM01, GK96, Gue99).
Recientemente, Balabonski estudi6é el problema de reducciéon optimal para un célculo con patrones
dindmicos [Ball0] (dichos célculos seran introducidos a continuacion) y demostré que la estrategia
de reduccion call-by-need es optimal para el caso de reduccion débil [Ball3]. Guerrini y Solieri die-
ron cotas para el costo que introducen las estructuras que implementan el mecanismo de evaluacién
optimal [GS17].

Calculos con patrones. Aunque el A-cilculo puede representar, con codificaciones adecuadas, cual-
quier estructura de datos, los lenguajes de programacion y los asistentes de prueba modernos extienden
el lenguaje basico con construcciones primitivas para representar estas estructuras con el fin de evitar
la ineficiencia inducida por una codificacion puramente funcional, en general de dificil utilizacién y
costosa en términos de recursos. Una de las extensiones clasicas es el mecanismo de pattern matching,
concepto al que se le ha dedicado especial atenciéon tanto en la programacion funcional como en la
programacion orientada a objetos, y que ha dado lugar a diferentes céalculos con patrones (pattern
caleuli) [vO90, CK98, Kah03, CK04, JK06, Jay04, KvOdV08].

El pattern matching es un modo de abstraccién que brinda la posibilidad de definir funciones de
acuerdo a la forma de su argumento y que, al momento de aplicar una tal funcién, provee un mecanismo
de anélisis sintactico que permite descomponer el argumento para el posterior uso de sus partes. Un
ejemplo paradigmatico es la funcién sum que suma los elementos de una lista de enteros, escrita en
Haskell:

sum :: [Int] -> Int
sum [] =0
sum (x:xs) = X + sum xS

En este ejemplo, para definir sum se utilizan dos patrones: [] que s6lo hace match con la lista vacia,
y (x:xs) que hace match con cualquier lista no vacia unificando x con la cabeza y xs con la cola
de dicha lista. Los patrones pueden ser de una de dos clases: estaticos o dindmicos. Los primeros son
aquellos que se especifican en tiempo de compilaciéon mientras que los segundos pueden ser creados
en tiempo de ejecucion. El problema fundamental de cémo especificar, en un marco riguroso, patron,
datos y finalmente la correspondencia entre ellos es el objetivo que se persigue con los calculos con
patrones.

Los patrones tienen una fuerte presencia en computacion, incluyendo areas tales como Ingenieria
de Software (especificamente disefio de arquitecturas), Inteligencia Artificial, Data Mining y Procesa-
miento de Iméagenes (especialmente en la mecanica de reconocimiento). En lenguajes de programacion
funcional el uso de patrones para descomponer datos y acceder a sus partes para poder procesarlas
es estandar. Ademas, variantes de ese mecanismo de implementacion se estdn incorporando a lengua-
jes de programacion orientada a objetos (como Scala). El procesamiento de datos semi-estructurados
(como documentos XML) también se beneficia del uso de patrones. Recientemente han aparecido va-
rios célculos con patrones en la literatura [BCKL03, AMR06, KvOdV08, JK09, AMR09, Jay09] como
consecuencia del interés mencionado y el hecho de que la interaccion entre patrones/pattern matching
y otros elementos de un lenguaje de programaciéon dista de ser obvia. Esta situacion se ve particular-
mente exacerbada en el caso de los calculos con patrones dindmicos en donde los sistemas de tipos se
encuentran notablemente ausentes.
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Operadores de control. Otras extensiones usuales del A-calculo son aquellas que incorporan ope-
radores de control. Estos operadores permiten manipular de manera explicita el contexto bajo el cual
un programa es ejecutado. Fueron introducidos originalmente por Landin, con el operador J [Lan65a,
Lan65b], ante la imposibilidad de transcribir de manera directa los jumps y labels en su estudio de la
correspondencia entre ALGOL 60 y el A-calculo. Esto dio lugar posteriormente al estudio de un sinfin
de nuevos operadores para manipular el flujo de control en la implementacién de lenguajes de progra-
macion funcional [Rey70, Ste84, RC86, Rey98, SS98|, y a un estilo particular de programacion dentro
de estos lenguajes conocido como continuation-passing style (CPS). En CPS,; el control es pasado expli-
citamente a los programas como un parametro formal llamado continuacion. Por ejemplo, la siguiente
funcién escrita en Haskell computa la suma de los elementos de una lista de enteros (invocando a la
funcién sum anterior) y luego llama a la continuacion recibida con el resultado:

sum’ :: [Int] -> (Int -> a) -> a
sum’ xs cont = cont (sum xs)

Este estilo de programacion es capturado de un forma méas pura por el Au-calculo de Parigot [Par92],
el cual extiende al A-calculo con solo dos nuevos constructores: comandos [a]t y u-abstracciones pa.c:
que deben ser entendidos como "llamar a la continuacién « con t como argumento" y "guardar la
continuacion actual y continuar ejecutando c¢" respectivamente. Esta simple extension es suficiente
para capturar la esencia detras de los operadores de control, permitiendo codificar a los mismos en
términos del Au-calculo. Se destacan particularmente el operador C de Felleisen [FF87] y el llamado
call-cc (call with current continuation) |Gri90|, pues en el marco simplemente tipado resultan ser
los testigos, via el isomorfismo de Curry-Howard, de las formulas -——4A -+ Ay (A— B) - A) - A
(Peirce’s Law) respectivamente. Esto implica que el Ap-célculo simplemente tipado es capaz de capturar
la semantica no-constructiva de la logica clasica, en contraposicion a la légica intuicionista isomorfa al
A-célculo simplemente tipado.

1.1. Contribuciones

El presente trabajo introduce tres estudios seméanticos realizados sobre el A-calculo y algunas de
sus extensiones anteriormente mencionadas. Estas lineas de investigaciéon buscan desarrollar la teoria
subyacente a la formalizacion e implementacion de un lenguaje de programaciéon funcional que incorpore
caracteristicas novedosas respecto a los utilizados por la industria actualmente. A continuacion se
describen brevemente los estudios realizados:

1.1.1. Reducciones necesarias en A-calculo

En primer lugar se estudian la estrategia call-by-need [Wad71] del A-célculo y la nocién semantica
de needed reduction [BKKS87], con el objetivo de establecer alguna relacion entre ambas. A modo
ilustrativo, considerar la funcion g(x,y) = x + z, similar a f del ejemplo (1.1) pero tomando un
segundo parametro y que luego es descartado. Es claro entonces que en la expresion g(2 * 3, f(8)) no
hay necesidad de computar f(8) para obtener el resultado general. Estas sub-expresiones computables
se denominan redexes. La nocién seméantica de needed reduction establece que una secuencia de pasos
es needed si y solo si computa tnicamente redexes necesarios para llegar al resultado. Por ejemplo

g(2%3,f(8) — 2%3+2%x3 — 6+2%3 — 6+6 — 12

9253, 1(8)) — ¢(6.f(8) — 646  — 12 (1.2)

son ambas secuencias needed, mientras que la siguiente contiene pasos espureos

g(2%3, f(8)) = g(6, f(8)) — ¢g(6,8+8) — ¢(6,16) = 6+ 6 — 12
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Por su parte, call-by-need es una estrategia de reducciéon determinista que busca computar el resultado
de una expresion siempre que éste exista, evitando al mismo tiempo duplicar trabajo innecesariamente.
En particular, la segunda secuencia en (1.2) bien podria considerarse la elegida por una estrategia call-
by-need adecuada en el marco de este ejemplo. Notar que de ninguna manera debe reducirse el segundo
parametro de g puesto que esto puede resultar en la falla del computo en su totalidad: g(2,1/0).

Existen diversas presentaciones alternativas de la estrategia call-by-need [AFM™95, AF97, MOW9S,
CF12, ABM14]|. Para el alcance del estudio aqui realizado resulta de particular interés la formulacion
dada en [ABM14], basada en una extension del A-célculo con sustituciones explicitas (ES), por la
simpleza en su definicion y, especialmente, porque un estudio reciente relaciona esta presentacion
puntual con la estrategia de reduccion call-by-name, mostrando que ambas resultan equivalentes desde
el punto de vista observacional [Kesl6]. Es decir, un programa termina para la estrategia call-by-
need si y solo si termina para la estrategia call-by-name. Cabe destacar, sin embargo, que todas estas
presentaciones de call-by-need resultan operacionalmente equivalentes [BBBK17|.

Se tiene particular interés en el resultado de [Kesl6] puesto que se obtiene a través de un estudio
semantico que involucra el uso de tipos intersecciéon no idempotente. Esta clase particular de tipos fue
presentada originalmente por Gardner [Gar94] como una variante de los tipos interseccion (introducidos
por Coppo y Dezani [CD78|) inspirada en la ldgica lineal [Gir87]. Su relevancia radica en que permite
realizar estudios cuantitativos [dCOT7] sobre las expresiones que denotan programas, tanto desde el punto
de vista sintactico como seméntico. La literatura sobre aplicaciones puntuales de esta herramienta es
extensa [Kfo00, KW04, LLD*04, NM04, PR10a, PR10b, BR12, BL13, KV14, BKV17, KV17, AGK18,
BKR18, KV19b, KV19a]. En el presente trabajo se apela a ellos para caracterizar los redexes needed
de un término y asi derivar distintas propiedades, siguiendo ideas de [Gar94].

En cuanto a la nocion seméntica de reduccion necesaria, fue introducida originalmente por Ba-
rendregt et. al. [BKKS87] como parte de los estudios seménticos sobre optimalidad y eficiencia de
las estrategias de reduccion para el A-célculos derivados a partir de la tesis de Lévy [Lév75]. Resulta
que caracterizar el conjunto de los redexes needed de una expresion es un problema no-decidible. Sin
embargo [BKKS87] presenta aproximaciones computables de su solucion mediante la caracterizacion
de los llamados spine redexes. En este trabajo se busca relacionar el concepto de needed reduction con
las secuencias de reduccion resultantes de la estrategia call-by-need antes mencionada. Cabe destacar
que esta tltima se define en el marco de la reduccion débil, es decir que no se permite reducir dentro de
expresiones que denotan funciones (i.e. A-abstracciones), mientras que el concepto de needed reduction
se presenta originalmente para la reduccion fuerte (i.e. en cualquier posicion interna del término). Pa-
ra hacer posible una comparaciéon entre ambos conceptos fue necesario adaptar esta nociéon seméntica
al caso débil. Esto constituye un aporte fundamental del trabajo realizado, puesto que en [Gar94| se
presenta una caracterizacion de redexes needed similar a la aqui propuesta, pero que falla en relacionar
los conceptos al no capturar correctamente la nocién débil de reduccién.

Los resultados obtenidos a partir del estudio realizado se presentan en el Cap. 2 y fueron publicados
en [KRV18|. En pos de facilitar la lectura, ciertos detalles técnicos como definiciones o demostraciones
auxiliares se postergan al Ap. A. Las principales contribuciones son:

1. La nocién de reducciéon needed es presentada de manera uniforme para los casos de reduccion
full, head y weak-head (cf. Sec. 2.2.3).

2. Se muestra que las secuencias de reduccion leftmost, head y weak-head (a la forma normal
adecuada) representan una forma canonica de reduccién needed para cada caso (Teo. 2.2.6),
extendiendo asi uno de los principales resultados de [BKKS87| a los casos mas débiles con una
prueba sencilla e intuitiva.

3. Para caracterizar los redexes weak-head needed mediante el uso de tipos interseccién no idempo-
tente es necesario extender la nocién de reduccién estandar sobre términos a arboles de derivacion
de tipos. Esto es formalizado de manera precisa en la Sec. 2.4.
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4. Se prueba que el sistema de tipos utilizado permite identificar exactamente los redexes weak-head
needed de un término en presencia de un tipado principal (Teo. 2.5.3 y 2.5.7). Esto lleva a su vez
a la correcta caracterizacion de los términos normalizantes para la reduccién weak-head needed
(Teo. 2.6.3).

5. Combinando los resultados obtenidos con el de [Kes16] anteriormente mencionado se establece
la equivalencia observacional entre la estrategia de reduccion call-by-need y la nocién semantica
de needed reduction (Teo. 2.8.2).

1.1.2. Calculus of Applicative Patterns

En segundo término se pone el foco sobre los céalculos con patrones. Particularmente sobre una
nocién puntual atrapada por algunos de estos, llamada path polymorphism. Esta caracteristica se
refiere a la posibilidad de definir funciones capaces de atravesar de manera uniforme estructuras de
datos arbitrarias. En otras palabras, permite definir gueries (como un update o lookup) de manera
genérica, sin importar a priori la estructura sobre la cual se esté trabajando. Por ejemplo, dada
la representacion uniforme estandar de estructuras de datos como aplicaciones binarias, al estilo de
Haskell, suponer que se permite hacer pattern matching con un patrén de la forma x y que descompone
arbitrariamente estas aplicaciones. Luego, podria definirse una funciéon como

sum (Pt z) = z
sum (x y) = (sum x) + (sum y)
sum w =0

donde Pt es un constructor de puntos a partir de un nimero entero. Esta funcién permite recorrer una
estructura arbitraria (listas, arboles, etc.), calculando la suma de los puntos que la componen. Notar
que cualquier constructor o término no aplicativo es capturado por la tercera rama, aportando O al
resultado final.

El objetivo del estudio aqui realizado es desarrollar un sistema de tipos estatico para un célculo
adecuado capaz de capturar esta caracteristica. El sistema desarrollado se basa en una combinacién
no trivial de herramientas de tipado como tipos constantes, aplicativos, unién y recursivos; y en una
nocién novedosa de compatibilidad de patrones, que permite garantizar las buenas propiedades del
calculo, garantizando asi el buen comportamiento dindmico del mismo. A su vez, se desarrolla un
algoritmo de type-checking: dado un programa y una expresion de tipo, se verifica que la asignacién
de tal tipo al programa es cuestion sea valida en el sistema de tipos propuesto. El desarrollo realizado
resulta en un algoritmo eficiente que involucra, a su vez, chequeo de equivalencia de tipos y sub-tipado,
ambos basados en caracterizaciones co-inductivas de estas relaciones.

Las distintas etapas de este desarrollo se detallan en el Cap. 3 y fueron publicadas en [VBA15,
EVBI15, ABEV19]. Al igual que en el capitulo anterior, se postergan los detalles técnicos auxiliares a
Ap. B.

La literatura sobre calculos con patrones (tipados) es extensa. Se mencionan a continuacion los
trabajos mas relevantes en relacion al estudio aqui realizado. En [AMR06, AMRO09| se propone el A-
calculus with Constructors, el cual adopta una nocién de pattern matching diferente a la usual: utiliza
un constructor de alternativa {¢; — s1,...,¢, — s, }-t en donde ciertas ocurrencias del constructor ¢;
en t son reemplazadas por sus correspondientes términos s;. En [Pet09, Pet11] se estudia una disciplina
tipada para el cdlculo que garantiza que esta sustitucion de constructores no resulta bloqueada por
constantes fuera del dominio (i.e. progress). Esta disciplina de tipos incorpora polimorfismo paramétri-
co, sin embargo no considera path polymorphism. Otras dos grandes lineas de investigaciéon ameritan
ser comentadas: por un lado el trabajo de Jay y Kesner en el Pure Pattern Calculus; y por otro el
p-célculo de Kirchner et. al.
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En [JK06, JK09] Jay y Kesner introducen el Pure Pattern Calculus (PPC): un formalismo donde
puede abstraerse virtualmente cualquier término, permitiendo asi computar patrones dindAmicamente
(pueden contener variables libres) y expresar funciones path-polimoérficas. En [Jay09| Jay introduce un
sistema de tipos para PPC, pero desafortunadamente ninguna de las propiedades fundamentales del
mismo es estudiada (i.e. subject reduction o strong normalization). Mas atn, se adopta una discipli-
na de tipos dinamica, la cual tiene un impacto directo en la seméntica de reduccién del calculo. En
otras palabras, muchas decisiones relativas al tipado son postergadas (en ocasiones innecesariamente)
al tiempo de ejecucion, resultando en la modificacion de la semantica operacional del célculo respecto
a la variante no tipada. Esto resulta llamativo puesto que la nocién de reduccion de PPC es parti-
cularmente compleja y, al mismo tiempo, existen estudios sobre la factibilidad de definir estrategias
normalizantes en el marco no tipado [BKLR17]. También se presenta en [Jay09] un sistema de tipos
para una restriccion de PPC a patrones estaticos (Query Calculus), que descarta el polimorfismo de
patrones aunque manteniendo path polymorphism. Es este sistema el que introduce una nocién nove-
dosa de matching sobre tipos (luego extendida al sistema de PPC) que resulta en una modificaciéon no
trivial de la seméantica operacional del célculo. Desafortunadamente, esto conlleva una pérdida de la
intuicion detras de la nocion de reduccion y no es claro hasta que punto el sistema de tipos captura
path polymorphism de la manera esperada.

El p-célculo [CKO01] es un calculo de patrones parametrizado sobre una teoria de matching. Si bien
en principio permite capturar path polymorphism, ninguna de las distintas extensiones estudiadas
en la literatura lo aborda [CKLO0la, CKL01b, CKL02, CLW03, LW05, BCKL03]. En efecto, ninguno
de los sistemas citados permite patrones de la forma xy. Esta limitacion parece deberse al enfoque
alternativo adoptado en los mismos, donde se tipan patrones como c z asignando a la constante ¢ un
tipo funcional fijo. Este enfoque parece incompatible con path polymorphism tal cual se lo entiende
en el presente trabajo, puesto que no hay una forma clara de tipar el patréon z y, donde x detona una
porcion arbitraria de informacion (data) semi-estructurada.

En cuanto a desarrollo algoritmico realizado, existen numerosos trabajos relacionados al chequeo
de equivalencia y sub-tipado de tipos recursivos [AC93, KPS95, BHI8, JP97], aunque no se contempla
la posibilidad de combinarlos con operadores asociativos, conmutativos e idempotentes (ACI) como es
el caso de los tipos union aqui utilizados. Estas ideas, entre otras, se encuentran resumidas en [Pie02],
donde se presentan algoritmos genéricos para el chequeo de pertenencia a un conjunto definido co-
inductivamente y se propone, a su vez, introducir una variante dirigida por sintaxis del sistema de tipos.
Por otro lado, en [PZ01] se estudia la posibilidad de incorporar productos asociativos e idempotentes al
chequeo de equivalencia, en un enfoque basado en automatas. Los mismos autores muestran en [Zha02]
que este planteo no es extensible a sub-tipado. Finalmente, en [DPRO05| se presenta otro algoritmo
basado en automatas capaz de chequear sub-tipado en presencia de productos AC con una complejidad
computacional de O(n2m2d5/ %), donde n y m son los tamafios de los tipos a analizar, y d es una cota
para la aridad de los productos involucrados.

El presente trabajo pone el foco entonces sobre la caracteristica path polimorfica de PPC, en pos
de desarrollar un disciplina tipos estética capaz de capturar dicha nocién garantizando la preservaciéon
de la seméantica operacional del calculo y las buenas propiedades dinamicas del sistema de tipos. Se
introduce un nuevo formalismo, llamado Calculus of Applicative Pattern (CAP), que resulta equivalente
en poder expresivo al fragmento estatico de PPC, al mismo tiempo que incorpora la alternativa como
un constructor nativo del calculo y elimina el manejo explicito de la falla en la operacion de matching.
Las contribuciones desarrolladas sobre CAP pueden resumirse como:

1. Un sistema de tipos estatico (¢f. P en Sec. 3.3.3) que resulta de una combinacion adecuada de
tipos constantes, aplicativos, unién y recursivos; y satisface las propiedades fundamentales de
subject reduction (Teo. 3.4.1) y progress (Teo. 3.4.3).

2. Relaciones de equivalencia y sub-tipado adecuadas para la combinacién de herramientas mencio-
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nada (cf. Sec. 3.3.1), de modo de garantizar la invertibilidad de esta tltima (Teo. 3.3.31).

3. Una nocién novedosa de compatibilidad de patrones (cf. Sec. 3.3.4) sobre la cual recae crucial-
mente la adecuaciéon del sistema P.

4. Una variante dirigida por sintaxis del sistema P, al igual que variantes co-inductivas de las
relaciones de equivalencia y sub-tipado, adecuadas para el desarrollo de algoritmos de chequeo
correctos y completos (Teo. 3.6.9, 3.6.13 y 3.6.14).

5. Reformulaciones de los algoritmos desarrollados adoptando una representacion basada en auto-
matas para las expresiones de tipo, que resultan en versiones eficientes del chequeo de tipos,
equivalencia y sub-tipado (Teo. 3.6.20 y 3.6.25, y Sec. 3.6.3).

1.1.3. Bisimulacién fuerte para operadores de control

La tercera linea de investigaciéon surge en el marco de un estudio sobre la factibilidad de definir
una estrategia call-by-need (cf. Sec. 1.1.1) para el Au-célculo inspirada en el aspecto computacional, en
contraposicion a estudios realizados desde una mirada l6gica [AHS11, ADH'12, PS16]. Intuitivamente,
desde el punto de vista computacional, una estrategia call-by-need tiene dos objetivos principales: por
un lado encontrar la forma normal de un término siempre que ésta exista (tal como lo hace la estrategia
call-by-name); y por otro evitar la duplicaciéon innecesaria de trabajo (del mismo modo que la estrategia
call-by-value). En este sentido se dice que call-by-need toma lo mejor de ambos mundos. Con tal fin
es que se restringe la evaluaciéon de los redexes de una expresion, lo que puede llevar a situaciones
indeseadas donde un redex no sea requerido por la estrategia pero se encuentre bloqueando otro que si
lo es. Esto da lugar a una nocioén de equivalencia estructural que busca identificar aquellos términos que
poseen esencialmente la misma semantica de reduccion o, informalmente, resultan de permutaciones
de los mismos redexes.

En el caso del A-calculo, esta nociéon fue desarrollada por Regnier [Reg94|, dando lugar a la re-
lacion conocida como o-equivalencia. La intuicion subyacente proviene, via el isomorfismo de Curry—
Howard [SUO06], de la Idgica lineal y su representacion como proof-nets [Gir87]. Mas precisamente de
su fragmento multiplicativo/exponencial (MELL). Una proof-net es una estructura en forma de grafo
cuyos nodos denotan inferencias logicas y sus ejes (o aristas) denotan formulas sobre las que estas
inferencias operan. Vienen equipadas con su propia nocion de equivalencia estructural y una seméntica
operacional basada en cut-elimination. La o-equivalencia es capaz de identificar aquellos términos del
A-célculo que son interpretados como la misma proof-net (modulo equivalencia estructural y cuts mul-
tiplicativos) [Reg94]. En [AK10] el resultado de Regnier es extendido a una presentacion del A-calculo
con sustituciones explicitas (ES), que permite identificar pasos de reduccion multiplicativos y exponen-
ciales en los propios términos del célculo. Este nueva nocién de o-equivalencia, ahora sobre términos
con ES, resulta ser una bisimulacion fuerte respecto a la nociéon de reduccion exponencial [ABKL14].
Formalmente, ~, es simétrica al mismo tiempo que ¢ ~, t' y t ~ s implican la existencia de s’ tal
que s ~ s’ y t' ~, s', donde ~ denota la nocion de reduccion exponencial sobre términos del A con
ES. Graficamente:

NIV
&rrnmn

sy
12
q
Cf)\

Esto implica que las secuencias de reducciéon entre términos o-equivalentes tienen la misma longitud
0, en otras palabras, términos equivalentes poseen exactamente la misma seméantica de reduccion.
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La nocién de equivalencia estructural desarrollada por Regnier fue extendida al Au-calculo por
Laurent [Lau02, Lau03], utilizando como modelo subyacente las proof-nets polarizadas (PPNs) y cap-
turando en consecuencia la ldgica cldsica. Se tiene entonces que términos del Au-calculo o-equivalentes
son interpretados por la misma PPN (mo6dulo equivalencia estructural y cuts multiplicativos), pero
al igual que el resultado original de Regnier para A-calculo, esta nueva relacién de equivalencia para
operadores de control no resulta en una bisimulacion fuerte respecto a la nociéon de reducciéon del
Au-célculo. Es decir, términos o-equivalentes resultan de permutaciones de esencialmente los mismos
redexes, pero no poseen exactamente la misma seméantica de reducciéon. El estudio aqui realizado bus-
ca extender estas ideas de [AK12] al caso clésico, intentando refinar la nocién de o-equivalencia de
Laurent al mismo tiempo que se busca hacer mas granular la relacion de reducciéon del Ap-célculo, en
pos de la correcta formulacién de una relaciéon de equivalencia estructural que resulte a su vez en una
bisimulacion fuerte.

Un ultimo trabajo relacionado merece ser mencionado. En [KV17], el Au-célculo es reformulado
en el A\ur-cdlculo con operadores explicitos, junto con una seméantica operacional small-step para
sustituciones y replacements a distancia. Si bien el objetivo es completamente diferente (los autores
buscan formalizar un sistema de tipos interseccién no idempotente para Aur-calculo de modo de realizar
un estudio sobre el uso de recursos por parte del mismo) el presente trabajo se inspira en la forma en
que la operacion de replacement del Ap-calculo fue adaptada a un operador explicito.

La descomposicion multiplicativa/exponencial del caso intuicionista aplicada en el marco clasico
resulta no ser suficiente para identificar programas con operadores de control cuyas semanticas ope-
racionales se correspondan exactamente. La semantica de reducciéon del replacement explicito requiere
de una descomposicién en principio sorpresiva. El analisis que se sigue es sutil, aunque admite una in-
terpretacion natural en PPNs. Més atn, permite obtener un resultado novedoso de bisimulacién fuerte
que dista de ser obvio, resaltando la profunda correspondencia entre las PPNs y los calculos clésicos.
Los resultados de esta linea de investigacion se desarrollan en el Cap. 4 y se encuentran disponibles a
su vez en [KBV20]. En este caso, los detalles técnicos pueden encontrarse en el Ap. C. Las principales
contribuciones pueden resumirse como:

1. Un refinamiento del Au-calculo, llamado AM-célculo, que incluye operadores explicitos de susti-
tucion para variables, y replacement y renaming para nombres. Se prueba la confluencia de tal
calculo (Teo.4.2.2).

2. Una interpretacion natural del AM-calculo en las PPNs. Mas precisamente, la reducciéon del
AM-célculo puede ser implementada por cut-elimination en las PPNs (Teo. 4.4.3), en el sentido
que un paso de reduccién en el AM-calculo se traduce a una secuencia de reducciéon en las PPNs.

3. Una nocion de equivalencia estructural ~ para el AM-célculo que: (I) caracteriza las PPNs
modulo equivalencia estructural (Teo.4.7.7); (11) es conservativa respecto de la nocion de o-
equivalencia de Laurent (Teo. 4.7.8); y (11I) es una bisimulacion fuerte respecto a los pasos de
reduccion meaningful del AM-calculo (Teo. 4.8.3).

1.2. Aspectos técnicos

Esta seccion introduce algunos conceptos y herramientas tebricas que seréan utilizadas recurrente-
mente a lo largo de la presente tesis. Estos constituyen aspecto técnicos generales, comunes a las tres
lineas de investigacion llevadas adelante. Se posterga un anélisis detallado del estado del arte de cada
linea particular al capitulo correspondiente.
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1.2.1. El A-calculo

El A-calculo sienta las bases de la programacion funcional y constituye el hilo conductor entre los
diferentes estudios aqui realizados. Se introduce a continuacién en su versiéon mas general [Bar85].

Dado un conjunto infinito numerable de variables V (x,y, . ..), los conjuntos de términos Ty, valores
y contextos se definen mediante la siguiente graméatica:

Términos ¢ == zeV|tt]| Azt
Valores v 1= Az.t
Contextos C == [O|Ct|tC|Az.C

Ejemplos recurrentes de términos son Az.x, Az y.x y (Az.zx) (Az.zx), lamados I, K y ) res-
pectivamente.

Se denota C(t) al resultado de reemplazar [J por ¢ en C. Los conjuntos de variables libres y ligadas
de un término ¢, denotados fv(t) y bv(t) respectivamente, se definen inductivamente como:

fv(z) 2 0 bv(z) £ 0
fv(tu) = fu(t)Ufv(u) bv(tu) = bv(t)Ubv(u)
fv(Az.t) 2 fu(t)\ {z} bv(Az.t) = bv(t)U{x}

Una variable z se dice fresca en un término ¢, notado = ¢ ¢, si y solo si @ ¢ fv(t) y « ¢ bv(t). Se
trabaja con la nocion estandar de a-conversion [Bar85], i.e. renombre de variables ligadas para las
abstracciones; por lo que Ax.xy =, Az.zy.

Una sustitucion (p, o, . ..) es una funcion parcial de variables en términos. Se denota o = {x;\u; }ier,
con I un conjunto de indices, a la sustitucién que asigna u; a x; (i.e. o(z;) = u;) para i € I y cuyo
dominio e imagen de definen como dom(c) £ (J,c; {=:} vy img(o) £ U, {us} respectivamente. Se

define o(z) £ = para toda variable x ¢ dom(c). La sustitucién vacia es notada {} o id.

Un término de la forma (Az.s) u es llamado S-redex (o simplemente redex cuando S es claro por
contexto) y Az.es llamado el ancla del redex. La relacion de reduccion en un paso — esté dada por
la clausura por contextos C de la regla de reescritura

(Az.s)u —p {z\ujls

donde {z \ u}s representa la aplicacion de la sustitucion {z\u} al término ¢: i.e. el reemplazo de todas
las ocurrencias libres de z en t por u, definida inductivamente de la siguiente manera:

oxr =2 o(x)
o(tv) = otov
oc(Ayt) = Nyot yevitao

donde el predicado y evita o expresa que no hay colision entre y y las variables en o (i.e. y ¢
dom () U (U, edom(o) f(02))), evitando asi la captura indeseada de variables. Esta condicion siempre
puede satisfacerse apelando a a-conversion, mediante un simple renombre de la variable ligada .

Notar que pueden darse diferentes secuencias de reducciéon desde un mismo término. Esta situacion
se ilustra en el siguiente ejemplo, donde se subraya el redex contraido a cada paso:

Azzz)(II) =5 (DL —5 IDI —5 II —5 I
(Avaz)(LI) —5 Azvaz)l —5 11 =g 1

Este ejemplo es similar al (1.1) presentado anteriormente, pero expresado ahora en términos del A-
calculo, donde se puede apreciar la diferencia entre call-by-name y call-by-value. Esta diferencia puede
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I(z)=r1 'Ft:o—>717 Atu:o Diz:obt:T
—— (VAR) (apPP) ———— (aBs)
'Fax:7 TUARtu: T I'FAxt:oco—T1

Figura 1.1: Reglas de tipado del sistema S para el A-célculo.

verse exacerbada al punto tal que una estrategia normalice (i.e. encuentre un término irreducible)
mientras que la otra diverja:

(KD —5 QD)@ —5 I
(KDQ =5 MyD)Q —5 AyD)Q —p

Notar que Q = (Az.z x) (Az.z x) no es un valor, por lo que la estrategia call-by-value buscara reducir
el argumento de Ay.I hasta encontrar un valor, sin éxito alguno.

Las distintas estrategias y nociones de reduccién utilizadas a lo largo del presente trabajo seran in-
troducidas oportunamente en el contexto de cada estudio. Sin embargo hay conceptos que son comunes
a todas ellas que se detallan a continuacion.

Dada una relacién de reducciéon — 5 se escribe —x para denotar su clausura reflexiva-transitiva.
El resultado esperado de evaluar un programa se especifica a través de nociones adecuadas de formas
normales: un término ¢ se dice en R-forma normal (t € NFg) siy solo si no existe t’ tal que t —5 t'.
Un término ¢ es R-normalizante (t € WIN ) si y solo si existe u € NFgr tal que ¢ - u. Luego, dado
un término R-normalizante, puede definirse el conjunto de R-formas normales de t como nfg(t) =
{'|t »r t/,t' € NFr}.

1.2.2. El sistema de tipos simples para A-calculo

Si bien el sistema S de tipos simples para A-calculo no es utilizado explicitamente para los estudios
aqui realizados, se lo presenta a continuacién con el fin de introducir conceptos generales de sistemas
de tipos e ilustrar sucintamente el isomorfismo de Curry—Howard.

Dado un conjunto infinito numerable de wvariables de tipo V («, 8,7, ...), se define el conjunto de
tipos simples T mediante la siguiente gramatica:

(Tipos) 7 == a€V|T—>T

Un contexto de tipado (T, A,...) es una funcion parcial de variables en tipos simples: I'(z) = A. La
union compatible de contextos TUA se encuentra definida siempre que para todo z € dom(I")Ndom(A)
se tenga I'(x) = A(z). La unidn disjunta de contextos de tipado se denota I'; A. Le restriccidn de un
contexto I' a un conjunto de variables 6, denotada I'|y, se define como la funcién parcial tal que
[lg(z) £ T'(z) para todo = € dom(I') N6, y esta indefinida para toda otra variable.

Un juicio de tipado tiene la forma I' - ¢ : 7, donde I' es un contexto de tipado, ¢ un término y 7 un
tipo. Las reglas de tipado para el sistema S del A-calculo estdn dadas en la Fig. 1.1.

El axioma (vAR) establece que una variable es tipable siempre que ésta pertenezca al dominio del
contexto de tipado. Esta regla permite tener en el contexto hipotesis que prediquen sobre variables que
no necesariamente ocurren libres en el término tipado, resultando en un sistema de tipos con weakening.
La regla (apP) es aditiva: permite tipar la aplicacién tu siempre que los contextos de tipado de t y
u sean compatibles; y tipo del dominio de ¢ sea exactamente el tipo de u. Existen también variantes
multiplicativas de esta regla (cf. Sec. 2.3 en el Cap. 2). Por su parte (aBs) tipa abstracciones descartando
del contexto la variable abstraida.

Una derivacion de tipo es un arbol obtenido por la aplicacion inductiva de las reglas del sistema S.
La notacion >g I'F ¢ : 7 indica que existe una derivacion para el juicio I' ¢ : 7 en el sistema S. Un
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'tro—7 Ato |

— (AX) —E — (=1
itk r TUART (==) I‘I—a—>T( )

Figura 1.2: Calculo de secuentes proposicional intuicionista.

término ¢ es tipable en S, o S-tipable, si y solo si t es el sujeto de alguna derivacion, i.e. si y solo si
existen I' y 7 tal que >gI'Ft: 7. Adicionalmente se utiliza la notacion 7> I' ¢ : 7 para asignar el
nombre 7 a la derivacién del juicio de tipado I' ¢ : 7 en el sistema S. Por conveniencia, usualmente
se abrevia con m; a una derivacién con sujeto t para algin contexto y tipo adecuado. Ejemplos de
derivaciones validas son:

(VAR)
—— (VAR) r:0o—>okx:0—>0
z:okFzxz:o (ABS)
] = ———— (ABS) FI:(c—0)—(c—o0) Ty
FIl:0—0 T = (aPP)
FIl:0c—o0

El isomorfismo de Curry-Howard [SU06] establece una relacion entre estas derivaciones de tipos
y los arboles de derivacién para formulas de la logica, en formalismos como el Cdlculo de Secuen-
tes [Gen3ba, Gen3hb|. Una mirada cercana permite ver que las reglas de la Fig. 1.1 se corresponden
con aquellas del fragmento intuicionista de la logica proposicional (cf. Fig. 1.2).

Mas aitin, el ejemplo ilustra una de las propiedades principales del isomorfismo: la corresponden-
cia entre la normalizaciéon de pruebas y la reducciéon de términos en el A-calculo. Notar que ambas
derivaciones 7y y 7y corresponden al mismo teorema ¢ — ¢. Sin embargo m; resulta una derivacion
mas corta y es, de hecho, el caso I T — 1. Més ain, I es la B-forma normal de I I. Es asi que el iso-
morfismo de Curry-Howard establece que los programas (términos) son testigos de las demostraciones
de los teoremas de la logica subyacente. Para cada sistema de tipos posible la légica asociada via el
isomorfismo resultara diferente, segin la expresividad de cada formalismo.

1.2.3. Induccién y co-induccién

Se definen a continuacion las nociones de induccién y co-induccién, siguiendo la presentacion
de [Pie02]. La primera constituye la herramienta principal a utilizar tanto para definir como demostrar
propiedades a lo largo del presente trabajo. La segunda, en cambio, resulta esencial para trabajar con
elementos infinitos (como al interpretar de u-tipos contractivos en arboles infinitos en la Sec. 3.3.2 del
Cap. 3) y sera utilizada oportunamente y de manera méas explicita.

Dado un conjunto de elementos U denominado universo de discurso, o simplemente dominio, los
principios de induccidn y co-induccion se utilizan para identificar sub-conjuntos de interés de U.

Definicion 1.2.1. Una funcion @ : o(U) — p(U) es mondtona si X C Y implica P(X) C &()).

Las definiciones y propiedades presentadas a continuaciéon asumen ¢ monétona en o(U) y se refe-
riran a ella como la funcidn generadora.

Definicién 1.2.2. Sea X € p(U):
1. X es P-cerrado si P(X) C X.
2. X es P-denso si X C P(X).
3. X es un punto fijo de @ si ¢(X) = X.
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Intuitivamente, puede entenderse U como un conjunto de sentencias y ¢ como la relacion de "justi-
ficacion" que, dado un conjunto de declaraciones (premisas), retorna nuevas sentencias (conclusiones)
que se siguen de ellas. Luego, un conjunto @-cerrado es aquel que no puede ser incrementado mediante
el agregado de elementos justificados por @: ya contiene todas las conclusiones que se siguen de sus
elementos. Por otro lado, un conjunto @-denso esté "auto-justificado": toda aseveracion en él esta
justificada por elementos del mismo conjunto. Un punto fijo de @ es un conjunto cerrado y denso al
mismo tiempo: incluye (exactamente) todas las justificaciones requeridas por sus elementos y todas las
conclusiones que se siguen de ellos.

Considerar por ejemplo el la siguiente funcién generadora sobre el universo U = {a, b, c}:

D1 (0) {c} ®1({a,b}) {c}
Py ({a}) {c} ®1({a,c}) {b,c}
P, ({b}) {c} P1({b,c}) {a,b,c}
@1({0}) {b7 C} ¢1({avbv C}) {a,b,c}

&, admite un tinico conjunto P;-cerrado: {a, b, ¢}; mientras que hay cuatro @;-densos: 0, {c}, {b, c}y{a, b, c}.
Alternativamente, @1 puede representarse de manera compacta como un conjunto de reglas de infe-
TeNCLq

(> 1> 1> (>
> 1> 1> (>

c b ¢

c b a

donde cada regla establece que si todos los elementos arriba de la linea perteneces al conjunto de
entrada, luego todos los de abajo pertenecen al de salida.

Teorema 1.2.3 (Knaster-Tarski [Tarb5]).
1. La interseccion de todos los conjuntos @-cerrados es el menor punto fijo de .

2. La union de todos los conjuntos @-densos es el mayor punto fijo de P.

Definicién 1.2.4. El menor punto fijo de @ es notado pu®. El mayor punto fijo de @ es notado v®P.
Por ejemplo, para la funcién generadora @, anterior u®; = v®d, = {a, b, c}.

Notar que p® es en si mismo P-cerrado (por lo tanto, el menor conjunto P-cerrado) y que v
es P-denso (por lo tanto, el mayor conjunto @-denso), lo que da lugar a los principios de induccion
y co-induccién respectivamente. Los mismos son corolarios directos del Teo. 1.2.3 y constituyen las
herramientas fundamentales para los razonamientos inductivos y co-inductivos respectivamente.

Corolario 1.2.5.
1. Principio de induccién: si X' es @-cerrado, entonces u® C X'.

2. Principio de co-induccion: si X es @-denso, entonces X C v®.

La intuicién detras de estos principios proviene de interpretar X como un predicado, representado
como su conjunto caracteristico (i.e. el sub-conjunto de U para el cual el predicado es verdadero):
mostrar que la propiedad X se satisface para un elemento x es equivalente a mostrar que x € X.
Luego, el principio de induccién establece que cualquier propiedad cuyo conjunto caracteristico sea
cerrado por @ (i.e. la propiedad es preservada por @) es verdadera para todos los elementos del
conjunto inductivamente definido pu®. Por otro lado, El principio de co-induccién provee un método
para establecer que un elemento x pertenece al conjunto co-inductivamente definido v®. Para mostrar
que z € vP basta encontrar un conjunto X tal que x € X y X sea P-denso.
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gfpo(X) if supports(X) 1 then
false

else if supportg(X) C X then
true

else gfpy(X Usupportgs (X))

Figura 1.3: Algoritmo co-inductivo ingenuo para chequeo de pertenencia.

A lo largo de la tesis se utiliza la presentacién compacta como conjunto de reglas de inferencia
para las funciones generadoras de distintas relaciones, distinguiendo aquellas que son interpretadas
co-inductivamente mediante el uso de una doble linea en dichas reglas. Por ejemplo, las reglas:

b ¢

a

ol
G“HQ

definen el conjunto v®; = {a, b, c}.

1.2.4. Chequeo de pertenencia

Se tiene particular interés en chequear la pertenencia de un elemento a un conjunto v® definido
co-inductivamente sobre un universo U. A continuacioén se presenta un método [Pie02] que consiste,
dado = € U, en construir un conjunto ¥-denso que contenga a x, para garantizar su pertenencia a v
por el principio de co-induccion (Cor. 1.2.5 (2)).

Se dice que un elemento es generado por un conjunto X C U si & € ¢(X). En principio  puede ser
generado por @ de muchas maneras distintas, i.e. pueden existir muchos conjuntos X C U generadores
de x. Dado que la funcién generadora @ es por definicion mondtona, cualquier conjunto X’ tal que
X C X’ es a su vez generador de z, lo que lleva a considerar conjuntos generadores minimales. M4as atn,
si se consideran funciones generadoras invertibles se tiene a lo sumo un conjunto generado minimal.

Definicion 1.2.6. Una funcion generadora @ se dice invertible si, para todo x € U, el conjunto
G, ={XCU |z e PX)} es vacio o contiene un dnico elemento que es sub-conjunto de todos los
demds.

La nocion de conjunto soporte de una funcién generadora invertible permite obtener, dado un
x € U, el conjunto minimo de elementos cuya pertenencia a v® se debe verificar para garantizar la de
x.

Definiciéon 1.2.7. El conjunto soporte de una funcion generadora @ invertible se define como:

A X siXeG, yvVX' € G,.X C X'
supportg(x) = Y siGy =

La definicion se extiende a conjuntos como supportg(X) £ |, 4 supportg(z), resultando indefinida si
alguno de los elementos de la unidn lo estd.

Continuando con el ejemplo de la Sec. 1.2.3, se tiene supportg ({a,b}) = {b,c} y supportg ({c}) = 0.

Estos conceptos sugieren un algoritmo sencillo para verificar si un conjunto de elementos esta
incluido en el mayor punto fijo (gfp por su sigla en Inglés) de una funcion generadora @ invertible,
cf. Fig. 1.3. Dicho algoritmo consiste esencialmente en "ejecutar @ al revés", agregando a cada paso
el conjunto minimal de premisas necesarias para justificar la pertenencia de los elementos acumulados



14 CAPITULO 1. INTRODUCCION

gfp(S,X) £ if X = () then
true
else let z € X in

if x € S then
gfp. (S, X'\ {z})

elseif supportg(z) T then
false

else

gfp1 (S U {z}, (X Usupportg(x)) \ (S U {z}))

Figura 1.4: Algoritmo co-inductivo mejorado para chequeo de pertenencia.

gfp(S,r) = if v € S then

S
elseif supporty(z)?T then
fail
else
let {x1,...,2,} = supportgs(x) in

let S§o =SU{z} in
let & = gfp(SO,fEl) in

let S, = gfp(Sn—1,2,) in
Sn

Figura 1.5: Algoritmo co-inductivo final para chequeo de pertenencia.

hasta el momento. Al obtener un conjunto de premisas @-denso se concluye por principio de co-
inducciéon. De encontrarse indefinido el conjunto soporte para los elementos buscados, se concluye que
no es posible justificar el conjunto original. Para el ejemplo de @1, la pertenencia de b a v, se verifica
con la siguiente ejecucion:

gfpo({0}) = &fpo({b; c}) = true

En [Pie02]| se demuestra la correccion y completitud de este algoritmo, al mismo tiempo que se
proponen una serie de mejoras incrementales para disminuir la complejidad del mismo. Observar en
primer lugar que supportg(b) es computado en ambos llamados a gfp, del ejemplo anterior. Puede
evitarse recalcular el conjunto soporte innecesariamente si se distingue entre los elementos que ya
fueron analizados y los que no. En la segunda version del algoritmo (gfp,, ¢f. Fig. 1.4) los conjuntos
S y X representan respectivamente a estos dos grupos de elementos. A cada paso, al transferir un
elemento z de X a S se agregan a X’ los elementos del soporte de x que ain no fueron examinados. De
esta forma se busca explorar inicamente los nuevos elementos necesarios para construir, eventualmente,
un conjunto P-denso S. Con estas mejoras el seguimiento del ejemplo anterior es ahora:

gfp1 (0, {b}) = gfp, ({0}, {c}) = &fp, ({b, c},0) = true

evitando asf recalcular supportg (b) innecesariamente.

Una tdltima modificacion es propuesta en [Pie02], donde se trabaja sobre un tnico elemento = a
verificar y, en lugar de computar un resultado booleano, se retorna el conjunto @-denso S en caso de
éxito, o de lo contrario falla. Esto permite tener un testigo de la pertenencia del elemento z buscado
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al conjunto co-inductivo v®. La version final de gfp se presenta en la Fig. 1.5, donde se reemplaza
el conjunto de trabajo X por un unico elemento x a verificar. Al inspeccionar el soporte de x, se
realizan todos los llamados recursivos correspondientes, devolviendo siempre el conjunto de premisas
aumentado para ser utilizado en el proximo paso. Asi, gfp(f,z) = S no solo garantiza z € v®, sino
que ademas se tiene como testigo el conjunto S C $(S). En caso se falla se concluye = ¢ v®, pues el
algoritmo se demuestra correcto y completo [Pie02].
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Capitulo 2

Reducciones necesarias en A-calculo

Este capitulo se centra en la primera linea de investigaciéon propuesta: el estudio de estrategias
de evaluacion para A-calculo por medio de un sistema de tipos interseccion (no idempotente). En
particular, se busca establecer una relacién entre la nociéon semantica de reduccion necesaria [BKKS87]
y la estrategia de reduccion call-by-need [Wad71] formalizada de manera sintactica.

Dos nociones fundamentales detras de este capitulo son las de programas reducibles o no reducibles:
los primeros son programas (representados por A-términos) que contienen sub-programas no evaluados,
llamados expresiones reducibles (redezes), mientras que los altimos pueden ser vistos como resultados
definitivos de una computacion, llamados formas normales. Todo programa reducible contiene una
especie particular de redexes llamados needed o, en otras palabras, todo A-términos que no se encuentra
en forma normal contiene un redex needed. Un redex r se dice needed en un A-término ¢ si r tiene que
ser contraido (i.e. evaluado) tarde o temprano al reducir ¢ a forma normal, o, informalmente, no hay
forma de evitar r para alcanzar una forma normal.

La estrategia necesaria, que siempre contrae redexes needed, es normalizante [BKKS87], i.e. si
un término puede ser reducido (de cualquier manera) a una forma normal, entonces la contraccion
de redexes needed necesariamente termina. Este resulta ser un excelente punto de partida para di-
senar estrategias de evaluaciéon pero, desafortunadamente, la neededness de un redex no es decidible
[BKKS87]. Como consecuencia, implementaciones reales de lenguajes de programacion deben apelar a
formas indirectas de garantizar que los redexes contraidos al evaluar un programa son efectivamente
necesarios para el computo.

El objetivo de este trabajo, sin embargo, es establecer una clara conexién entre la nociéon seméntica
de neededness y diferentes implementaciones de lenguajes funcionales lazy (e.g. Miranda o Haskell).
Tales implementaciones se basan en célculos call-by-need, promovidos por Wadsworth [Wad71], y ex-
tensivamente estudiados en [AFM195|. Precisamente, los calculos call-by-need llenan el espacio entre
la conocida semantica operacional del A-célculo call-by-name y las implementaciones concretas de len-
guajes funcionales lazy. Mientras call-by-name re-evaltia un argumento cada vez que éste es usado —una
operacion que puede resultar costosa— call-by-need puede ser visto como una versiéon de call-by-name
con memoization, donde el valor de un argumento es guardado la primera vez que éste es evaluado
para sus usos subsiguientes. Por ejemplo, si ¢ = A(II), donde A = Az.xx e I = Az.z, entonces
call-by-name duplica el argumento [ I, mientras que los lenguajes lazy primero reducen I I al valor I
de modo que futuros usos de este argumento no requieren volver a evaluarlo.

Mientras que la nocién de reduccion needed esté definida respecto a formas normales, los calculos
call-by-need evaltian programas a valores especiales llamados formas normales weak-head: i.e. abs-
tracciones o bien aplicaciones encabezadas por una variables (términos de la forma xt; ...t, donde
t1,...,t, son términos arbitrarios). Para sobrepasar este déficit, se adapta la nocion de redex needed

17
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para el caso de la reduccién weak-head. Por eso, informalmente, un redex r es weak-head needed en
un término ¢ si r debe ser contraido tarde o temprano al reducir ¢ a una forma normal weak-head.
La nocién de estrategia derivada es llamada estrategia weak-head needed, y siempre contrae redexes
weak-head needed.

El presente trabajo introduce dos resultados independientes sobre weak-head neededness, ambos
obtenidos por medio de tipos intersecciéon (no idempotente) [Gar94, dC07, BKV17]. Se considera, en
particular, el sistema de tipos A [Kesl6] (llamado originalmente V) y se muestra que éste permite
identificar todos los redexes weak-head needed de un término weak-head normalizante. Esto se hace
adaptando la nocion clasica de tipado principal [Roc88] y probando que un redex en un término
weak-head normalizante ¢ es weak-head needed si y solo si es tipado en una derivacion de tipado
principal para t en N. El segundo objetivo es mostrar la equivalencia observacional entre call-by-need
y la reducciéon weak-head needed. Dos términos son observacionalmente equivalentes cuando todas los
computos empiricamente testeables sobre ellos son idénticos. Esto implica que un término ¢ puede ser
evaluado a una forma normal weak-head usando la maquinaria call-by-need si y solo si ¢ normaliza con
la reduccion weak-head needed.

Mediante el sistema N mencionado anteriormente, se utiliza una técnica para razonar sobre equiva-
lencia observacional que es flexible, general y facil de verificar o incluso certificar. En efecto, el sistema
N provee un argumento semantico: primero mostrando que un término ¢ es tipable en N siy solo si t es
normalizante para la estrategia weak-head needed (¢t € WA yuna); luego, apelando a algunos resultados
de [Kes16], mostrando que el sistema N es correcto y completo para call-by-name: i.e. un término ¢ es
tipable en A/ si y solo si ¢ es normalizante para call-by-name (t € WN yane); y por tltimo mostrando
que t es normalizante para call-by-name si y solo si ¢ es normalizante para call-by-need (t € WA peeq)-
Completando de este modo la siguiente cadena de equivalencias:

t € WNuma < ttipableen N <= t € WNpme <= t € W ieea

Esto lleva a la equivalencia observacional entre call-by-need, call-by-name y la reduccién weak-head
needed.

2.1. Preliminares

Esta seccién introduce algunas definiciones y nociones estandar relacionadas a las estrategias de
reduccion estudiadas en este capitulo, a saber: call-by-name, reduccién head y weak-head, y neededness.
Esta tltima se basa en la teoria de residuos [Bar85].

2.1.1. El A-calculo call-by-name

El A-célculo call-by-name consiste en restringir, de manera sintactica, la aplicacion de la regla de
reescritura 8 (¢f. Sec. 1.2.1) a los llamados contextos name:

Contextos name E == [O|Et

De este modo, la relacion de reduccion en un paso —, ... estd dada por la clausura por contextos E
de la regla de reescritura 8. Una consecuencia inmediata de esta definicién es que call-by-name prohibe
la reduccién dentro de argumentos y abstracciones, e.g.

AeID)(ID) =, AxID)I
Ael)(II) —5 (Axd)II

mientras que

AeID)(LI) Home A2 II)I
A\eID)(II) 5 \2.I)IT

name



2.1. PRELIMINARES 19

2.1.2. Reducciones head, weak-head y leftmost

Para introducir adecuadamente diferentes nociones de reduccion, se formaliza primero un mecanis-
mo general que consiste en contraer un redex en una posicion especifica. Una posicion es una palabra
finita sobre el alfabeto {0,1}. Se denota con e la palabra vacia y con a” la concatenaciéon de n € N
copias de la palabra a.

Definicién 2.1.1. El conjunto de posiciones de un término t, notado pos(t), se define como:

pos(z) = {e}
pos(su) = {e}U{0p|p € pos(s)}U{lp|p € pos(u)}
pos(Az.s) = {e} U{0p|p € pos(s)}

Dadas dos posiciones p y q, se dice que p es prefijo de q, notado p < q, si existe p’ tal que pp’ = q.
El sub-término de t en posicion p se denota t|, y se define inductivamente como:

te & t
(tu)log = 1l
(tu)hg 2 ul,
(Az.t)og = g

Por ejemplo, ((Az.y) 2)|oo = y-

Definicién 2.1.2. El conjunto de posiciones de redexes de un término t se define como rpos(t) =
{p € pos(t) | tlp = (Aa.s)u}.

Se usa la notacion r : ¢t — 4 ¢/ para expresar que r € rpos(t) y t reduce a t' contrayendo el redex
en posicion r, e.g. 000 : (Az.(A\y.y)rz)z =5 (Az.x7) 2. Esta nocién se extiende intuitivamente a
secuencias de reduccion, notado p : t -5 t', donde p es una lista de todas las posiciones de redexes
contrafdos a lo largo de la secuencia. Por ejemplo, 0,1,€: (I.I) (I 1) =5 I (II) =5 L1 —4 I. Se usa nil
para denotar la secuencia de reducciéon vacia, de modo que nil : ¢ =g ¢t se satisface para todo término
t.

Todo término t del A-célculo tiene exactamente una de las siguientes formas: Axq.... Ax,.yty ...ty
0 AZ1.... Axp.(Ay.8)uty ...ty con nym > 0. En el segundo caso se dice que (Ay.s)u es el head redex
de t, mientras que en el primero no hay head redex. Mas aun, si n = 0, se dice que (Ay.s)u es el
weak-head redex de t. En términos de posiciones, el head redex de t es la posicion de redex de la forma
0™ minimal, con n > 0. En particular, si éste satisface que ¢|gr no es una abstraccion para todo k < n,
entonces es el weak-head redex de ¢. Una secuencia de reducciéon que contrae a cada paso el head redex
(weak-head redex) del término correspondiente es llamada una reduccion head (reduccion weak-head
respectivamente).

Dadas dos posiciones de redexes r,r' € rpos(t), se dice que r esta a la izquierda de r’ si el ancla
de r se encuentra méas a la izquierda que el ancla de r’ en la escritura del término ¢. Por ejemplo, la
posicion de redex 0 esta a la izquierda de 1 en (I z) (Iy), mientras que € esta a la izquierda de 00
en (Az.(I1I))z. Alternativamente, la relacion "a la izquierda" puede ser entendida como el orden de
diccionario entre posiciones de redexes, es decir: r esta a la izquierda de v’ si v =rq con q # € (i.e. r es
prefijo de r'); o bien r = p0q’ y r' = plq (i.e. comparten un prefijo comun y r esta en la rama izquierda
de una aplicacion, mientras que r’ esta en la rama derecha). Notar que en cualquier caso esto implica
r' £ r. Dado que esta nocion define un orden total entre redexes, todo término no en forma normal
tiene un tnico leftmost redex. El término t reduce leftmost a t' si t reduce a t’ y el paso de reduccion
contrae el leftmost redex de ¢. Por ejemplo, (I z) (Iy) reduce leftmost a x (I'y) y (Ax.(II)) z reduce
leftmost a I I. Esta nocion se extiende a secuencias de reduccién como es esperado.
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2.2. Reducciones needed

La reduccion needed esté basada en dos nociones fundamentales: la de residuos, que describe como
un redex dado es rastreado a lo largo de una secuencia de reduccion, y la de forma normal, que
caracteriza los resultados esperados luego de una secuencia de reduccién. En esta seccion se extiende
la nocion estandar de reduccion needed [BKKS87] a los casos head y weak-head needed.

2.2.1. Residuos

La nocién de residuo se basa en la de descendientes de una posicion, que permite hacer un segui-
miento sobre cémo dicha posicién es borrada, duplicada o modificada al contraer un redex.

Definicion 2.2.1. Los descendientes de una posicion p luego de contraer un redex r en un término t,
notado p/r, es el conjunto de posiciones definido como:

) sip=rop=r0
{p} sirZp
{rq} sip=r00q
{rkq | slk =2} sip=rlq cont|, = (Az.s)u

Por ejemplo, dado t = (Az.(\y.x)z)z se tienen pos(t) = {¢,0,1,00,000,001,0000}, rpos(t) =
{€,00}, 00/00 = (0, €/00 = {e}, 00/e = {e} y 1/e = {1,000}.

Notar que p/r C pos(t') donde r : t — 4 t'. Més atin, si p es la posicién de un redex en ¢ (i.e. p €
pos(t)), entonces p/r C rpos(t'), y cada posicion en p/r es llamada un residuo de p luego de reducir
r. Esta nocion se extiende a conjuntos de posiciones de redexes de modo que los residuos de P luego
de rentson P/r= Upep P/r- En particular, §/r = (. Dada la secuencia de reduccion p: ¢ =5t y el
conjunto P C rpos(t), los residuos de P luego de la secuencia p son: P/nil £ Py P/rp’ & (P/r)/p'.

La estabilidad de la relacion "a la izquierda" hace uso de la nocion de residuo:

Lema 2.2.2. Sean |,r,s € rpos(t) tal que | estd a la izquierda de r, s £ 1 ys:t—4t. Entonces,
| € rpos(t') y | estd a la izquierda de v’ para toda v € r/s.

Notar que este resultado no solo implica que el leftmost redex se preserva por reducciéon de otros
redexes, sino que ademaés los residuos del leftmost redex ocurren en exactamente las mismas posiciones
que el original.

Corolario 2.2.3. Sea | € rpos(t) el leftmost redex de t. Si la reduccion p:t — 5 t' no contrae al ni a
ninguno de sus residuos, entonces | € rpos(t’) es el leftmost redex de t'.

2.2.2. Nociones de forma normal

Volviendo sobre la definiciéon de forma normal introducida en la Sec. 1.2.1 para una relacion de
reduccion arbitraria R en el A-calculo, se presentan aqui nociones de forma normal especificas para las
reducciones weak-head, head y full.

En particular, resulta ser que un término en [-forma normal weak-head (WHNFg) es de la
forma zty...t, (n > 0) o Az.t, donde t,ty,...,t, son términos arbitrarios, i.e. el término no tie-
ne weak-head redex. El conjunto de (-formas normales weak-head de t es entonces whnfg(t) £
{t' |t —»pt' ,t' € WHNFz}.

Asi mismo, un término en 8-forma normal head (7—[/\/']-"5) resulta ser de la forma Axq.... Ax,.xt1 ...t
(n,m > 0), i.e. no tiene head redex. El conjunto de [-formas normales head de t estd dado por
hnfg(t) £ {t' |t =5 t',t' € HNF5}.



2.2. REDUCCIONES NEEDED 21

Finalmente, todo término en B-forma normal (full) (NFpg) tiene la forma Azq.... Ax,.xty ...ty
(n,m > 0) donde t1,...,ty, son a su vez -formas normales. Es sabido, por confluencia — 4 [Bar85|,
que dado un término normalizante ¢, el conjunto nfg(t) es unitario. Luego, se utilizara esta notacion
para referirse tanto al conjunto como a su tUnico elemento segin convenga.

Cabe destacar que NFz C HNFg C WHNF 5. De hecho, las inclusiones son estrictas: por ejemplo
Ax.(Ay.y) z esté en S-forma normal weak-head pero no head, mientas que = ((Ay.y) x) z esta en S-forma
normal head pero no full.

2.2.3. Nociones de reduccion needed

Las diferentes nociones de forma normal consideradas en la Sec. 2.2.2 sugieren diferentes nociones
de reduccion needed, mas alla de la estandar en la literatura [BKKS87].

Definiciéon 2.2.4. Sean r € rpos(t) y p una secuencia de reduccion desde t. Se dice que p usa r si y
solo si p reduce r o alguno de sus residuos. Luego,

1. r es needed en t si toda secuencia de reduccion desde t a B-forma normal (full) usa r;
2. r es head needed en t si toda secuencia de reduccion desde t a una -forma normal head usa r;

8. r es weak-head needed en t si toda secuencia de reduccion desde t a una 3-forma normal weak-
head usa r.

Notar, en particular, que nfg(t) = 0 (hnfz(t) = 0 o whnfg(t) = 0) implica que todo redex en t es
needed (head needed o weak-head needed respectivamente).

Una paso de reduccion — 4 es needed (head needed o weak-head needed), notado —,q (—4pa © —unna
respectivamente), si el redex contraido es needed (head needed o weak-head needed respectivamente).
Analogamente, una secuencia de reduccion —4 es needed (head needed o weak-head needed), notada
—na (—*nna O —»unna respectivamente), si todo paso de reduccion en la secuencia es needed (head needed
o weak-head needed respectivamente).

Por ejemplo, considerar la secuencia de reduccion:

Ay Aedla (L) (I1) =g Ay Ao de, 1) (I1) =g Ay deaxl)(I1) — 4 Azaxl

3

que es needed pero no head needed dado que el redex r; no necesariamente debe ser contraido para
obtener una forma normal head:

Ay Aelx, (I1)(I1) =y Ay Aex (1)) (1 I)r3 g ATz (I1)

Mas atn, esta segunda secuencia de reduccién es head needed pero no weak-head needed dado que
solo el redex r3 es necesario para llegar a una forma normal weak-head:

Ay Aelx(ID)(II) — e Ao la(I)

r3

Notar que las siguientes igualdades se satisfacen: NFng = NFg, NFua = HNFz y NFuma =
WHNF 5.

Los leftmost redexes y las secuencias de reduccion leftmost son de hecho needed:

Lema 2.2.5. El leftmost redex de cualquier término no en forma normal (head o weak-head) es needed
(head needed o weak-head needed respectivamente).
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Teorema 2.2.6. Sean r € rpos(t) y p : t »gt’ la reduccion leftmost (reduccion head o reduccion
weak-head respectivamente) tal que t' = nfg(t) (t' € hnfz(t) o t’ € whnfg(t) respectivamente). Luego, r
es needed (head needed o weak-head needed respectivamente) en t sii p usa r.

Demostracion. =) Inmediato por Def. 2.2.4.

<) Sea p=p't'p"” cont’ €r/p'. Por hipotesis r' es el leftmost redex de su correspondiente término.
Por Lem. 2.2.5, v’ es needed (head needed o weak-head needed respectivamente). Notar que, dado un
redex s no needed en ¢, se sigue de la Def. 2.2.4 que ningin residuo de s es needed. Por lo tanto, r’
needed (head needed o weak-head needed respectivamente) implica r needed (head needed o weak-head

needed respectivamente) también. O

Notar que la reduccion weak-head es un prefijo de la reducciéon head, que es a su vez un prefijo de
la reduccioén leftmost a forma normal. Como consecuencia, es inmediato ver que todo redex weak-head
needed es en particular head needed, y todo head needed es needed también. Por ejemplo, considerar:

Ay eTz” (TT)(TT%)

r3

donde r; es needed pero no head needed ni weak-head needed. Sin embargo, r, es tanto needed como
head needed, mientras que r3 es el tnico redex weak-head needed del término, y r4 no es necesario en
ningun caso.

2.3. El sistema de tipos N

En esta seccion se presenta el sistema de tipos interseccion (no idempotente) A, introducido ori-
ginalmente en [Kesl6] y utilizado aqui para caracterizar los términos normalizantes respecto a la
reduccién weak-head needed. Mas precisamente, se muestra que un término ¢ es tipable en el sistema
N siy solo si t es normalizante contrayendo inicamente redexes weak-head needed. Esta caracteriza-
cion es usada en la Sec. 2.8 para concluir que la reduccion weak-head needed es observacionalmente
equivalente al A-célculo call-by-need (introducido en la Sec. 2.7).

Dado un tipo constante a para denotar respuestas (answers) y un conjunto infinito numerable de
variables de tipo V (a, 8,7, ...), se define el conjunto de tipos T mediante la siguiente graméatica:

(Tipos) 7,0 = alaeV|IM-orT
(Tipos multiset) M,N {7i}ier

donde I es un conjunto finito de indices.

El multi-conjunto vacio es denotado {}. Notar que los tipos son estrictos [vB92], i.e. el lado
derecho de un tipo funcional nunca es un tipo multiset. Por lo tanto, la forma general de un tipo es
My — ... M, — 7 (n>0) con 7 un tipo base (constante o variable).

Un contexto de tipado (T', A, ...) es una funcion de variables en tipos multiset que asigna el multi-
conjunto vacio a todas las variables salvo a un conjunto finito de éstas. El dominio de I' esta dado
por dom(T) £ {z | T'(z) # {}}. La unién de contextos, notada I' + A, se define como (I' + A)(z) =
I'(z) U A(x), donde U denota la unién de multi-conjuntos. A modo ilustrativo, considerar el ejemplo,
(z:{oh;y:{}) + @:{o};z:{7}) = (z: {o,0};y: {v};2: {r}). Esta nocion es extendida a
muchos contextos de la manera esperada, de modo que —+;c; I'; denota la unién finita de contextos
(si I = () esta notacion es entendida como el contexto vacio). Se escribe I' \\ « para el contexto tal que
T\ 2)@) = {} v (T \2)(y) = D(y) si y # .

Un juicio de tipado tiene la forma I' -t : 7, donde I es un contexto de tipado, ¢t un término y 7 un
tipo. Las reglas de tipado para el sistema A del A-calculo estan dadas en la Fig. 2.1.

El tipo constante a en la regla (vaL) es usado para tipar valores. El axioma (AX) es relevante
(no hay weakening) y la regla (app) es multiplicativa, i.e. los distintos tipos asignados a una misma
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'Et:r
- (A (ABS)
x:{r}ta:T FT\zkAzt:T(z) > T
THt:{oibicr =7 (AjFu:o)ier
—— (vAL) (apPP)
FAx.t:a T+icr AjFtu: T

Figura 2.1: Reglas de tipado del sistema A para el A-calculo.

variable en los contextos I' y (A;);e; se combinan en un tnico multi-conjunto en la conclusion, en
contraposicion a la regla aditiva del A-calculo simplemente tipado que apela a la unién compatible
de conjuntos (¢f. Sec. 1.2.2). Notar que el argumento de una aplicacion es tipado #(I) veces por las
premisas de la regla (app). Un caso particular es cuando I = (: el sub-término u del término tipado
t u resulta no tipado.

El siguiente ejemplo ilustra el uso de los multi-conjuntos para llevar cuenta de la cantidad de veces
que un argumento es utilizado por una funcién:

(%) (%)
z:{{a} ma}bta:{a} —a z:f{a}prz:a
(app) —— (AX)
z:{{a} —wa,afFzx:a z:{a}jbaz:a
(ABS) ——  (ABS) (VAL)
Fizaz: {{a} - a,a}l —>a FI:{a} —a FI:a
APP
FAzaxz)l:a (rrr)

Notar como se requiere tipar I dos veces para poder realizar la aplicacion.

Se denota con 7> T - ¢ : 7 una derivacion de tipo para el término ¢ en N, asignandole el nombre 7.
El tamano de una derivacion 7, notado sz(), se define como el ntimero de nodos de su correspondiente
arbol de derivacion. Se escribe rule(m) € {(ax),(vaL), (aBs), (apP)} para acceder a la tltima regla
aplicada en la derivacion 7. Del mismo modo, prem(7) es el multi-conjunto de sub-derivaciones propias
maximales de m. Por ejemplo, dada
m (T )ier
T = ——  (APP)
F'Ftu:r
se tiene rule(m) = (app) y prem(w) = {m JuU{r? | i € I}}. Adicionalmente, se usan las funciones ctxt(r),
subj(m) y type(m) para acceder respectivamente al contexto, sujeto y tipo del juicio de tipado a la raiz
del arbol de derivacion 7. A modo de abreviatura, se escribe 7(x) para denotar el tipo asociado a la
variable z en el contexto de tipado de la conclusion de 7 (i.e. 7w(x) = ctxt(7)(z)).

Los sistemas de tipos interseccion pueden ser vistos como modelos [CD80], i.e. el tipado es estable
por [-conversion: si t es tipable y t =g t/, entonces ¢’ también es tipable. Esta propiedad puede separarse
en dos enunciados distintos, conocidos como subject reduction y subject expansion respectivamente. El
primero garantiza la estabilidad del tipado por reduccién, mientras que el segundo por expansion.
En el caso particular de los tipos no idempotentes, subject reduction puede refinarse a una nociéon
de weighted subject reduction, estableciendo que no solo el tipado es estable por reduccion, sino que
también el tamano de la derivacion de tipo decrece. Més atn, el decremento es estricto si la reduccién
se produce en ciertas posiciones de redex especiales, llamadas posiciones tipadas. A continuaciéon se
formalizan estos conceptos.

Definicién 2.3.1. El conjunto de posiciones tipadas de una derivacion de tipo 7, notado tpos(w), se
define por induccion en rule(rw):
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1. Sirule(r) € {(ax), (vaL)}, entonces se define tpos(m) = {e}.
2. Si rule(m) = (aBs) con subj(m) = Aw.t y prem(n) = {m;}, entonces se define tpos(m) = {e} U
{Op | p € tpos(m:)}.

3. Si rule(m) = (app) con subj(m) = tu y prem(n) = {m} U {r}, | i€ I}, entonces se define
tpos(m) = {e} U{0p | p € tpos(m)} U (Uier {1p | p € tpos(m,)}).

En particular se tiene tpos(7m;) C pos(t). Notar que hay dos tipos de posiciones no tipadas: dentro de
argumentos no tipados y en el cuerpo no tipado de abstracciones. Por ejemplo, considerar las siguientes
derivaciones:

SO LTIER e T

ABS - -

v:fa} Faya:{} —a e T KT ) —>a (aPP) (2.1)
= B I

TR ey ) —a TKIQ TRl AP

donde tpos(mka) = {€,0,00,01,000,0000} C pos(K I).
Nota 2.3.2. FEl weak-head redex de un término ocurre siempre en posicion tipada.

Alternativamente, se denotan derivaciones de tipo de forma méas compacta con los siguientes pre-
dicados:

= AX(z,7) denota el resultado de aplicar (ax) con sujeto x y tipo 7:

AX(z,7) & W (ax)

= VAL(z,t) denota el resultado de aplicar (var) abstrayendo la variable x en el término t:

VAL(z,t) £ T (vaL)

= ABS(z, ;) denota el resultado de aplicar (aBs) con la premisa 7, abstrayendo la variable z en
el término ¢: -
t

ABS(z,7¢) = ctxt(my) \ z F Azt : m(x) — type(rms) (ABS)

» APP(7,u, (7);cr) denota el resultado de aplicar (app) con las premisas m; y (7l);c; v el argu-
mento » (u es no tipado cuando I = ():

T (Wi)iel

ctxt(m;) 4ier ctxt(ml) Ftu: T

APP (¢, u, (ﬂ'Z)ieI) £ (APP)

Notar que la aplicacion es valida siempre que type(m;) = {o; }ier — 7 v (type(rl) = 0)icr-

En la Sec. 2.4 la nocién de reduccion es extendida de términos a derivaciones de tipos. Para esto es
necesario poder acceder a las sub-derivaciones de una derivacion y, eventualmente, reemplazarlas por
otras adecuadas. Las siguientes definiciones se introducen con tal fin.

Definicién 2.3.3. El multi-conjunto de sub-derivaciones de m en posicidn p € tpos(m), notado m|,, se
define inductivamente como:



2.3. EL SISTEMA DE TIPOS N 25

1. Sip =¢, entonces se define 7|, = {r}.

2. Sip = 0p, ie. rule(m) € {(aBs), (aPP)} con subj(m) € {Ax.t,tu} y m € prem(w), entonces se
define 7|y = |-

3. Sip=1p/, i.e. rule(w) = (apP) con subj(r) = tu y prem(rw) = {m} U {r’ |i € I}, entonces se
define wlo = s mhlo -

Definiciéon 2.3.4. El reemplazo de sub-derivaciones de 7 en posicion p € tpos(w) por (7);c;, notado
m{(7})icr)p, se define inductivamente asumiendo #(r|p) = #(I):

1. Sip = ¢, entonces se define T((7l);icr)p = 70 con I = {ip}.

2. Sip=0p, luego:

a) Sirule(m) = (aBs) con subj(m) = Az.t y prem(n) = {m}, entonces se define 7{(7)icr)p =

ABS(z, m((70)icr)pr)-
b) Sirule(m) = (app) con subj(m) = tu y prem(m) = {m } U {ri | j € J}, entonces se define
m((icr)p = APP(me((md)icr)p, u, () je)-

3. Sip=1p/, i.e. rule(r) = (app) con subj(r) = tu y prem(n) = {mPUf{ri|j€J} con I =
ey Ij, entonces se define

1

7T<(7Té)iel>p = APP(my, u(s)y, (i, ((ms )z"te>p’)jeJ)

donde s es el sujeto de ' para todo i € I, y r{r')q denota el reemplazo del sub-término r|q por
r’" enr (la captura de variables estd permitida). Notar que la descomposicion de I en conjuntos
(I;)ics es no determinista, por lo que el reemplazo de sub-derivaciones resulta ser a su vez una
operacion no determinista.

A modo ilustrativo, considerar la derivacion mx o del ejemplo (2.1) y 7w+ >aor F Az.t : a obtenida
a partir de (vaLr). Luego,

TK Tzt
(apPP)
( > FEKAzxt): {} —a
™ Taz.t)01 = APP
frraiiaeLion FEKAzt)Q:a (aPF)

2.3.1. Propiedades del sistema

A continuacioén se presentan las propiedades principales del sistema N: weighted subject reduction y
subject expansion; las cuales dependen respectivamente de los lemas de sustituciéon y anti-sustitucion.
Estos resultados son presentados originalmente en [Kes16|, donde se introduce el sistema de tipos N
para estudiar la seméntica de call-by-name, pero se reproducen a continuacién para completitud de la
presentacion.

Lema 2.3.5 (Sustitucion). Sean 7 >y Uyx: {oiYier Ft:7 y (78, >y Ay Fu 0y)ier. Luego, eriste
una derivacion 7 e DN T +ier Ai b {z\ult: 7 tal que sz(m o\, 1) = sz(my) +ier sz(n,) — |1].

Teorema 2.3.6 (Weighted Subject Reduction). Sea my >y I't:7. Sir:t =5t entonces eviste
my > T Et 7. Mds atn,

1. Sir € tpos(m), entonces sz(m) > sz(my).
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2. Sir & tpos(m), entonces sz(my) = sz(my).

Demostracion. Por induccién en r € tpos(m;) apelando al Lem. 2.3.5. Detalles en el Ap. A. O

Lema 2.3.7 (Anti-sustitucion). Sea 7 ,\u¢ >a IT'F (@ \uit: 7. Luego, existen derivaciones m; [>xr
Iz : {oiierbt:my (o Aibu:oy)ier tal que T =T 441 A,

Teorema 2.3.8 (Subject Expansion). Sea my >nI' =t 7. Sit —5t', entonces existe my>y I -0 7.

Demostracion. Por definicién ¢t — 5 ¢’ implica t = C(I) y ¢ = C(r) con [ 4 r. La demostracién es por
induccién en C apelando al Lem. 2.3.7. Detalles en el Ap. A. O

2.4. Sustitucién y reduccién en derivaciones

Para poder relacionar adecuadamente las posiciones de redex entre términos [-convertibles, se
extiende la nocién de [S-reducciéon a arboles de derivacion de tipo, haciendo uso de la sustituciéon
tipada. En contraposicion con la sustituciéon y la S-reduccion sobre términos, estas nuevas operaciones
son no deterministas sobre arboles de derivacién (una extensa discusion y ejemplos al respecto puede
encontrarse en [Vial7]).

Definicién 2.4.1. La sustitucion de z por (7i);c; en m, notada {x \ (7);c; 7 por abuso de notacion,
es una deriacion de tipo definida inductivamente sobre m, siempre que 7(xz) = {type(n?) }icr:

1. Sim = AX(y,T), entonces

N s [ 7w siy=uxz conI={ip}
x\(ﬂ-s)zel 77—{,” sz’y;éx

2. Sim=VAL(y,t), entonces ‘
x\ (78)ier i 2 VAL(y, (2 \ s}1)

si mo hay captura de la variable y.
3. Sim=ABS(y,m), entonces
a\ (1)ierm = ABS(y, {2\ (7))icr | 7¢)
st no hay captura de la variable y.
4. Sim = APP(m, u, (7)) jes) con I = I' W (|4
(m(x) = {type(wi)}iefj )jes, entonces
o\ (m)ier 7w £ APP((2\ ()ser e, {2 \ult, (o \ (7)ver, ) je)

Notar que la descomposicion de I en conjuntos I' e (I;);c; es no determinista, por lo que la
sustitucion de drboles de derivacion resulta ser a su vez una operacion no determinista.

ey 1j), donde se tiene mi(x) = {type(nl)}icr v

Intuitivamente, la sustituciéon tipada reemplaza ocurrencias de x en posiciones tipadas por su corres-
pondiente derivacion 7}, del mismo tipo, donde tal apareo es seleccionado de manera no determinista.
Maés atn, también sustituye todas las ocurrencias de x en posiciones no tipadas, donde esta operaciéon



2.4. SUSTITUCION Y REDUCCION EN DERIVACIONES 27

no tipada es completamente determinista. Por ejemplo, considerar la siguiente sustitucién, donde wxq
es tomado del ejemplo (2.1) en la Sec. 2.3:

(AX) TKQ
s\ z:{{}—a}traz:{} —a _ APP
Ve z:{{} —a}Fza:a (arP) }—(KQ)(KQ):a( )

donde la ocurrencia a derecha de x esté en posiciéon no tipada, al igual que la ocurrencia a derecha de
K Q en el resultado.

El siguiente lema relaciona las posiciones tipadas de los arboles que componen la sustituciéon con
las posiciones tipadas del arbol sustituido:

Lema 2.4.2. Sean m; y (i);c; derivaciones tal que {x \ (7);cr}m estd definida, y p € pos(t). En-
tonces,

1. p € tpos(m;) sii p € tpos({x \ (7l);es }mme).

2. q € tpos(7k) para algin k € I sii existe p’ € tpos(m;) tal quet|y = x yp'q € tpos({x \ (7%)ics }7t)-

Basado en esta nocién de sustitucion sobre drboles de derivacién, se introduce ahora la reducciéon
(no determinista) sobre los mismos. La relacion de reduccion — 5 sobre arboles de derivacion se define
considerando en primer lugar las siguientes reglas de reescritura:

1. Para (-redexes tipados:

me T {oifierbteT

TEXet:{oi}ier > 7 (T A AjFu:og)ier

=g {2\ (T)ier ™
T +icr AiFQAzt)u: 7 B \ (7 )ier Tt

2. Para B-redexes en posiciones no tipadas, con u — 3 u':

FTHt: {} =7 N FTHt:{} =7

e —
THtu:T TrHtu 71 Flzau:a ¢ FAza :a

Como en el caso de la S-reducciéon estandar del A-calculo, donde las reglas son clausuradas por
contextos de términos, es necesario clausurar la relacién presentada anteriormente por contextos de
drboles de derivacion. Sin embargo, un paso de reduccién en un sub-término dado (en posicion p)
puede ocasionar varios pasos simultdneos en el correspondiente arbol de derivacion (recordar que 7|,
se define como un multi-conjunto). Informalmente, dado un redex r de ¢, una derivacion de tipo 7 para
t y un multi-conjunto de sub-derivaciones minimales de 7 que contienen r, notado .#, se aplican las
reglas de reescritura +g, ¢ a todos los elementos de .#, obteniendo asi un multi-conjunto .Z’, y se
reconstruye con él la derivacion de tipo del reducto de ¢.

Para formalizar esta idea, se introduce el concepto de prefijo tipado mazimal:

Definicion 2.4.3. El prefijo tipado maximal de una posicion p € pos(subj(m)) en una derivacion de
tipo 7, notado mtp,.(p) es el dnico prefijo de p que satisface:

mtp,(p) = q <= q € tpos(t) AVq' € tpos(n).q’ <p = ¢’ <q
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Notar que el multi-conjunto de sub-derivaciones de 7 en posicion mtp, (p) (i.e. T|mep_(p)) S€ CO-
rresponde con el multi-conjunto de sub-derivaciones minimales de m que contienen a p. Por ejemplo,
considerar la derivacion de tipo mxq del ejemplo (2.1) en la Sec. 2.3:

(vaL)
S FI:a
TKI = I N 0 >a (APP)
T = ——— (APP)

FKIQ:a

donde tpos(mx o) = {¢,0,00,01,000,0000}. Se tiene mtp,, , (010) = 01 y la sub-derivacién minimal
de Tk o que contiene la posicion 010 es, de hecho, mxolor = {71}, Ademas, mtp, (1p) = € para
toda 1p € pOS(KIQ), y TI'K]Q|E = {TFKIQB.
Finalmente, se dice que 7 reduce en un paso a ', notado —g 7', siy solo si existe r € rpos(subj(m))
tal que
7T|mtp7r(r) M B,E M y ' = 71—<‘%>l’

donde ~~3 ., ¢ es el lifting a multi-conjunto de las reglas de reescritura g, ¢ presentadas anteriormente,
aplicando la misma regla a todos los elementos del multi-conjunto.

Esto define la relacidn de reduccion — 4 sobre arboles de derivacion. Una secuencia de reduccion
sobre arboles de derivacién que contrae inicamente redexes en posiciéon tipada se denomina secuencia
de reduccion tipada.

Notar que las reducciones tipadas son normalizantes por Teo. 2.3.6, resultando en una clase especial
de derivaciones, a saber: aquellas que no contiene redexes tipados. Dada una derivaciéon > T'F ¢ 7,
se dice que 7 es normal si y solo si tpos(m) N rpos(t) = 0. De hecho, la reduccién sobre drboles induce
una reduccion sobre términos, pues siempre que p : ™ —g 7’ se tiene subj(m) —3 subj(n’). Por abuso
de notacioén, se denotaran ambas secuencias con el mismo nombre p.

2.5. Redexes tipados vs. weak-head needed

En esta seccion se presenta uno de los resultados principales de este estudio. Se establece aqui
una conexion entre los redexes weak-head needed y aquellos en posicion tipada. Mas precisamente,
se muestra en la Sec. 2.5.1 que todo redex weak-head needed ocurre en una posicion tipada, para
cualquier derivacion de tipo del término en cuestiéon. Sin embargo, el reciproco no necesariamente es
cierto. Para ello, se muestra en la Sec. 2.5.2 que todo redex en posicién tipada para una clase especial
de derivaciones (llamadas principales) es de hecho un redex weak-head needed. Primero un resultado
técnico:

Lema 2.5.1. Seanr:m —5 my y p € pos(t) tal que p # r y p # Or. Entonces, p € tpos(m;) sii existe
p’ € p/r tal que p’ € tpos(my).
2.5.1. Redexes weak-head needed son tipados

Para mostrar que todo redex weak-head needed ocurre en posiciéon tipada, cabe destacar primero
que una posicién tipada no puede provenir de una no tipada:

Lema 2.5.2. Sean p : my —»gmpy y p € pos(t). Si existe p' € p/p tal que p’ € tpos(my), entonces
p € tpos(m).

Luego, el resultado buscado se formaliza de la siguiente manera:

Teorema 2.5.3. Sear un weak-head redex de t y ¢ una derivacion de tipo para t. Luego, r € tpos(m).
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Demostracion. Por Teo. 2.2.6, r es usado en la reduccion weak-head desde t a t' € WHNFz. Por
Nota 2.3.2, la reduccién weak-head contrae unicamente redexes tipados. Por lo tanto, r o alguno de
sus residuos esta en posicion tipada en su correspondiente arbol de derivaciéon. Finalmente, se concluye
por Lem 2.5.2. O

2.5.2. Redexes tipados principalmente son weak-head needed

Como se mencion6 anteriormente, el reciproco del Teo. 2.5.3 no es necesariamente cierto: dada una
derivaciéon de tipo arbitraria, puede haber redexes en posiciones tipadas que no se correspondan con
redexes weak-head needed. Esto es ilustrado en el siguiente ejemplo (recordar 7 q del ejemplo (2.1)
en la Sec. 2.3):

TKIO (xs) z:{{a} wa}bta:{a} —a (ax) TKIO (As)
FAe. KIQ:{} —»a z:{{a} —ma} Fa(KIQ):a

donde las posiciones 0 en el término Axz. K IQ y 1 en x (K IQ) corresponden a redexes tipados que
no son weak-head needed, pues ambos términos ya se encuentran en forma normal weak-head. Afor-
tunadamente, el tipado relaciona este tipo de redexes si se restringen las derivaciones a las llamadas
principales. En este marco, se entiende por tipado principal a la derivacion de menor tamano posible
para un término dado. Se define la nocién a partir de las formas normales weak-head y se generaliza
a término normalizantes mediante subject expansion, apelando al Teo. 2.3.8.

Definicion 2.5.4. Sea s € WHNFg. La derivacion ws > I'F s : 7 se dice principal normal sii:
n veces

—~
1.s=zs1...8, m>0), T={z:{{} = ... = {} = 7}} y7 es una variable de tipo a (i.e. nin-
guno de los s; estd tipado); o

2.s=Xx.s, T=0y71=a.

Sea t un término weak-head normalizante tal que m > T -t : 7. m se dice principal sii m, —g 7, con
t' € WHNF 3 y mp principal normal.

Notar, en particular, que la definicién anterior no depende de la forma normal weak-head t’ elegida:
suponer que ¢’ € whnfg(t) y ¢ # ¢/, por confluencia del A-calculo [Bar85] t' =3 ¢”, por lo que ¢’ es
normal principalmente tipable si y solo si ¢ también lo es, por Teo. 2.3.6 y 2.3.8.

Lema 2.5.5. Sean m, una derivacién con sujeto t, r € rpos(t) Ntpos(m) y p : mp —»g mpr. Si Ty e€s
principal normal, entonces p usa r.

Las nociones de reduccion leftmost y weak-head needed sobre términos (no tipados) se extienden
de manera natural a reducciones tipadas sobre arboles de derivacion. Por lo tanto, se tiene el siguiente
resultado:

Lema 2.5.6. Sean t un término weak-head normalizante y w; un tipado principal. Luego, toda secuencia
de reduccion tipada leftmost desde m; es weak-head needed.

Teorema 2.5.7. Sean t un término weak-head normalizante, m un tipado principal y r € rpos(t) N
tpos(m:). Luego, r es un redex weak-head needed en t.

Demostracion. Sea p : my — my la secuencia de reducciéon tipada leftmost con m normal. Notar que
mp existe por Def. 2.5.4. Por Lem. 2.5.6, p es una secuencia de reduccion weak-head needed. Mas atin,
por Lem. 2.5.5, p usa r. Por lo tanto, r es weak-head needed en t. O
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Una consecuencia inmediata de los Teo. 2.5.3 y 2.5.7 es que, dado un término weak-head normali-
zante t, los redexes en posicion tipada en la derivacion de tipo principal de ¢ (que siempre existe) se
corresponden con los redexes weak-head needed de t. Por lo tanto, el sistema N permite identificar
todos los redexes weak-head needed de un término weak-head normalizante.

2.6. Normalizacion weak-head needed

Una de las contribuciones principales del presente capitulo es la equivalencia observacional entre
call-by-need y la reduccién weak-head needed. En esta seccion se introduce una pieza clave para tal
contribucion: caracterizacion mediante el sistema N de los términos weak-head normalizantes. De
hecho, se relaciona el tipado con la nocién de weak-head neededness mostrando que todo término
es tipable en el sistema A si y solo si es normalizante para la reduccién weak-head needed. Esta
caracterizaciéon pone en evidencia el poder expresivo de los tipos interseccion.

Lema 2.6.1. Sea m, > I'F t: 7. Luego, m normal implica t € WHNF 3.

Sea p : t; —»g ty, se dice que p es una secuencia de reduccion left-to-right si y solo si para todo
1< mn,sir:t; —gtis1y l; estd a la izquierda de r;, entonces para todo j > ¢ tal que r; : ¢; —g tjy1 se
tiene r; ¢ |;/p;;, donde p;j : t; -4 t; es la correspondiente sub-secuencia de reduccion de p. En otras
palabras, para todo j y todo i < j, r; no es un residuo de un redex a la izquierda de r; (relativo a la
secuencia de reduccion de ¢; a t; dada) [Bar85.

Las reducciones left-to-right definen, en particular, estrategias estandar de reduccion, las cuales
establecen una forma canénica de construir secuencias de reduccién entre términos:

Teorema 2.6.2 ([Bar85]). Sea t € Ty. Sit —g t/, entonces existe una reduccion left-to-right de t a
t'.

Teorema 2.6.3. Seat € Ty. Luego, 7y >y T t: 7 sit t € WN uuna-

Demostracion. =) Por Teo. 2.3.6 se tiene que la estrategia que contrae Gnicamente redexes tipados
es normalizante, i.e. existe t' tal que ¢t —»g ' y mp >y I'F ¢ : 7 es normal. Luego, por Lem. 2.6.1,
t' € WHNZF 3. Por Teo. 2.6.2, existe una reduccion left-to-right p: ¢t —g t'. Sea p:t =t; —g t, »pgt
con n >0 tal que ty,...t,—1 ¢ WHNFz y t, € WHNF3.

Se muestra a continuacién que todos los pasos de reducciéon en t; —»3 t,, son leftmost. Asumir en
pos de una contradiccion que existe k < n tal que r : £y =5 tk41 y r no es el leftmost redex de 2y
(notado l). Como p es una reduccion left-to-right, ningtn residuo de I es contraido luego del k-ésimo
paso. Por lo tanto, se tiene una secuencia de reduccion desde ¢, ¢ WHNF 5 a t,, € WHNF 3 tal que
I no es usado. Esto lleva a una contradicciéon pues |l es weak-head needed por Lem. 2.2.5.

Como consecuencia, todos los pasos de reduccién en t; — g3 t,, son leftmost. Més atin, por Lem. 2.2.5,
t =g t, € WHNFz = NFumna. Por lo tanto, ¢ € WA upna.

<) Considerar la secuencia de reduccion p : ¢ —»ypnq t' con t’ € whnfg(t). Sea mp > T'F ¢ 1 7 una
derivacion de tipo principal normal para t' construida como en la Def. 2.5.4. Finalmente, se concluye
por induccién en p aplicando Teo. 2.3.8, my >y T'Ht: 7. O

2.7. El A\-calculo call-by-need

Esta seccion describe la sintaxis y seméntica operacional del A-céalculo call-by-need introducido
en [ABM14]. Este se introduce como una variante del A-calculo con sustituciones explicitas (Ags), ¥
es mAs conciso que otras presentaciones anteriores de call-by-need [AFM ™95, AF97, MOW98, CF12],
aunque es equivalente a éstas desde el punto de vista operacional [BBBK17] y resulta més conveniente
para presentar los resultados de este estudio.
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Dado un conjunto infinito numerable de variables V (x,y,...), los conjuntos de términos Ty,g,
valores, respuestas y contextos se definen mediante la siguiente gramaética:

Términos ¢t == zeV|tt|Axt]|t[z\¢
Valores v = Azt
Contextos lista L == [O]|L[z\¢
Respuestas a := L{\z.t)
Contextos need N == [O|N¢|Nz\¢||N{z)[z \N]

Los términos de la forma ¢[x \u] se llaman clausuras, y [z \u| se denomina una sustitucion explicita
(ES). El sub-conjunto de términos en Ty, sin ES es exactamente Ty (el conjunto de términos del
A-célculo). Las nociones de variables libres y ligadas se definen de la manera esperada, extendiendo la
definicién dada para el A-calculo, para contemplar el operador de sustitucion explicita en particular
fv(tlz \u]) & (fv(t)\ {z}) Ufv(u) y bv(t[x \u]) = bv(t) U {z} Ubv(u). También se extiende la nocién
estandar de a-conversion a ES.

Se usa la notacion especial N{u) o L{u) cuando las variables libres de u no son capturadas por el
contexto, i.e. no hay ninguna abstracciéon o sustitucion explicita en el contexto que ligue variables libres
de u. Por ejemplo, dado N = (O z)[x \ 2], se tiene N(y) = (yx)[z \ z] = N(y), pero N{z) = (x z)[z \ 2] no
puede ser denotado N{z). Notar el uso de esta notacion especial en el ultimo caso de contexto need.
Un ejemplo del tal contexto es (xy)[y \ z|[z \OJ.

El A-cdlculo call-by-need, introducido en [ABM14], esta dado por el conjunto de términos Ty ¥
la relacion de reduccion —, .4, definida como la unién de =45 ¥ —14y, €. las clausuras por contextos
need de las respectivas reglas de reescritura:

LAzt)u g Ltz \ul)

N(z) [z \L{v)] —=1sv LO(v)lz\v])

Estas reglas evitan la captura de variables. Un ejemplo de secuencia de reduccién need es el siguiente,
donde se resalta el redex a cada paso para mayor claridad:

(Azo.I (z0 1)) (A\y-Ty) =g (L (o 1))[xo \ Ay.Iy] —aB
z1[z1 \ @0 1[0 \ Ay.L 9| —>1sv z1[z1 \ (Aw2. L 22) I][20 \ AY.I 9| —as
w121\ (Lo2) w2 \ I]][z0 \ Ay.I Y] w11 \z3]ws \ 22l[r2 \ l][20 \ AY-L Y| —14y
zy[wy \ 3wz \ I][ze \ I]|[zo \ Ay.I y] —>1sv wy[eg \ Tz \ I][za \ I]][zo \ Ay Tyl  —4

Iy \1l[zz \ I|[x2 \ I][z0 \ Ay.I y|

Al igual que para call-by-name, la reduccién preserva las variables libres, i.e. ¢ — .4 ' implica
fv(t) C fv(t'). Notar que la reduccion call-by-need también es weak, de modo que las respuestas
(answers) no son need-reducibles.

2.8. Equivalencia observacional

Los resultados en la Sec. 2.6 son usados aqui para probar la correcciéon y completitud de call-by-need
respecto a la reduccién weak-head needed. Mas precisamente, la estrategia de reduccion call-by-need
termina de evaluar en un valor si y solo si la reduccién weak-head needed termina en un valor. Eso
significa que call-by-need y weak-head needed son observacionalmente equivalentes.

Formalmente, dada una reducciéon R en un lenguaje de términos T, y una nocién asociada de
contexto para T, se dice que t es observacionalmente equivalente a u, notado t =r wu, si y solo si
C(ty e WNr <= C(u) € WN ' para todo contexto C.

Para mostrar el resultado final de este estudio, se apela al siguiente teorema:



32 CAPITULO 2. REDUCCIONES NECESARIAS

Teorema 2.8.1 ([Kesl6]).
1. Seat € Ty. Luego, t>n Tt : 7 sii t € WN pane-

2. Sean t,u € Ty. Luego, t Zpane U Sii t Zpeeq U.

Teorema 2.8.2. Sean t,u € Ty. Luego, t Zypng U Sit t Zpeeq U-

Demostracion. Por Teo. 2.8.1 (2) basta probar t & png w sii ¢t Zpane u. Luego,

t Zame U sii (definicion)
C{t) € WNpame <= C{u) € WiN pape  sii (

C(ty N-tipable <= C(u) N-tipable sii (Teo 2. 6 3)
C{t) € WNypma < C{u) € W ymma  sii (definicion)

t Zunng U

2.9. Conclusion

El estudio realizado en el presente capitulo permitié establecer una conexién entre la nocién se-
méantica de reduccién necesaria y el concepto sintactico de estrategia call-by-need, al demostrar la
equivalencia observacional entre ambas. Més atn, se prueba mediante el uso de tipos interseccién no
idempotente —una técnica poderosa capaz de caracterizar diferentes propiedades operacionales— que la
estrategia call-by-need reduce tnicamente redexes needed.

Los tipos intersecciéon no idempotente proveen una herramienta simple y natural para mostrar
la equivalencia observacional entre estas dos nociones. Otra técnica de demostracién aplicable a este
fin (que no involucran tipos interseccion) puede encontrarse en [Ball2|. Sin embargo, ésta fue ideada
para probar que nociones sintacticas de evaluacion lazy resultan optimales [Lév75|, por lo que es
considerablemente méas compleja que la técnica aqui presentada, puesto que involucra la definicion de un
sistema de reduccion combinatorio (CRS) [Klo80, KvOvR93] y la adaptacion de criterios de reduccion
optimal para sistemas de reescritura ortogonal de primer orden [Kha93] en presencia de sharing [Lév75]
al CRS propuesto. Esto resulta en un sistema de reescritura de orden superior [BKvO03|. Por otro lado,
la técnica utilizada en [Ball2] se sabe no aplicable al A-cdlculo en su generalidad [Gue96].

Una extension interesante (y a la vez simple) del resultado presentado en la Sec. 2.5 es ver si
la reduccion call-by-need (definida sobre términos con sustituciones explicitas) contrae tnicamente
dB-redexes weak-head needed, para una nocién apropiada de weak-head needed sobre términos con
sustituciones explicitas. Una herramienta técnica para obtener tal resultado seria el sistema A [Kes16],
una adaptacién directa del sistema A a la sintaxis del A-calculo call-by-need.

Una posible linea de trabajo futuro, relacionada a los resultados obtenidos, surge a partir de la
reciente formulacion de strong call-by-need [BBBK17], que describe una estrategia call-by-need deter-
minista a forma normal (full). Resulta natural buscar extender la técnica aqui presentada para obtener
un resultado de equivalencia observacional entre la nociéon estandar de reduccion necesaria [BKKS87]
y la estrategia strong call-by-need.



Capitulo 3

Calculus of Applicative Patterns

El presente capitulo se centra en el estudio de propiedades sobre calculos con patrones. Principal-
mente en path polymorphism, el cual involucra, entre otros aspectos, el uso de patrones estaticos y
funciones recursivas. El objetivo del estudio aqui realizado es desarrollar un sistema de tipos estéatico
para un célculo adecuado capaz de capturar esta caracteristica, como puntapié inicial al desarrollo de un
prototipo de lenguaje funcional. Se busca realizar un anélisis completamente estatico de los programas
(i.e. en tiempo de compilacion), diferenciando el estudio aqui realizado del presentado en [Jay09] donde
se relegan decisiones de tipado relativas a path polymorphism al tiempo de ejecucion, modificando asi
la seméantica operacional del célculo tipado respecto al no tipado.

En el A-céalculo las funciones son representadas con expresiones de la forma Ax.t, donde = es el
parametro formal y ¢ el cuerpo. Dicha funcion puede ser aplicada a cualquier término, independien-
temente de su forma. Esto es capturado por la regla de f-reduccion: (Az.t) s —g {x \ s}t. La regla
de B-reducciéon del A-calculo no impone condiciones sobre la forma de s, puede ser cualquier término.
Los cdlculos con patrones [CK01, Kah04, JK06, KvOdV08, JK09] son generalizaciones del A-calculo en
los cuales las abstracciones Az.t son reemplazadas por términos de la forma Ap.t, donde p es llamado
el patron. Por ejemplo, A{z,y).x donde p es (z,y), representando un par de términos; esta funcion
proyecta la primera componente del par. La aplicacién més externa en una expresion de la forma
(M, y).z) s solo podra ser contraida si s es de la forma (sg, s1), para expresiones sg, $1 cualesquiera;
de lo contrario el computo deberd concentrarse en s.

El agregado de constantes al A-cdlculo permite, en particular, expresar estructuras de datos, y
también patrones, como una combinacion de constructores aplicados a términos (la llamada notacion
aplicativa). Por ejemplo, la lista [1,2] es codificada en el siguiente término I:

cons (11) (cons (12)nil)

construido a partir de las constantes cons, nil y 1. Notar el uso de la constante 1(eaf) para inyectar
valores de tipos estdndar, en este caso integers, en la estructura. Otro ejemplo es el término ¢ capturando
un arbol binario:

node (11) (node (12)nilnil) (node (13)nilnil)

Esta notacion se aplica a patrones también: A(z,y).z puede escribirse Ap 2 y.z, donde p es una cons-
tante. Notar que p es aplicada a la variable x y el término resultante es, a su vez, aplicado a la variable

Y.
Considerar la siguiente funcion para actualizar los valores de cualquiera de las dos estructuras al

33
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aplicar una funcién f provista por el usuario:

upd=f - (1z—-1(fz) (3.1)

| zy — (upd f ) (upd fy)
lw —w )

Sea (+1) la funcién sucesor. La expresion upd (+1) es aplicable tanto a I como a ¢, retornando una
estructura actualizada donde todos los niumeros en sus hojas fueron incrementados en uno. La expresion
a la derecha del "=" es llamada abstraccion y consiste de una tnica rama, la cual esta formada por un
patron (la variable f) y un cuerpo (en este caso una nueva abstraccion que consiste de tres ramas). El
argumento de una abstraccién es comparado contra los patrones, en el orden que estos estan escritos,
y el cuerpo apropiado es seleccionado para continuar la ejecuciéon. De particular interés es el patréon
xy, el cual captura la esencia del path polymorphism: abstrae un camino en una estructura que debe
ser "separado".

El presente capitulo se propone estudiar en profundidad este fenémeno, mediante el desarrollo de
un sistema de tipos estético adecuado para un célculo que permita expresar ejemplos como (3.1). Se
denominara a este formalismo Calculus of Applicative Patterns (CAP) y a continuacién se discuten los
desafios para desarrollar tal sistema de tipos. La motivacion se haréd mediante el uso de ejemplos que,
al mismo tiempo, serviran como introduccion a la sintaxis del calculo. Para una definicién completa y
formal véase la Sec. 3.2.

Considerar las siguientes expresiones:
(nil - 0) cons (12 = {g:Naty © + 1) (1true)

que en principio deberian ser rechazadas por el sistema de tipos a desarrollar. En el primer caso, la
abstraccion no es capaz de aceptar la constante cons. Para esto se incorporan tipos constantes, de
modo que el patron nil serd asignado un tipo nil y, andlogamente, el argumento cons seréd tipado
con cons para luego comparar estas constantes. En el segundo caso, la variable z en el patréon 1x
precisa ser de tipo Nat para preservar el tipo de la expresion al reducir, pues la expresion resultante
x + 1 asi lo requiere. Sin embargo, el argumento de 1 en 1true es Bool. Esta situacion seré filtrada
introduciendo tipos aplicativos [Petll]: 1x serd asignado un tipo de la forma | @ Nat, mientras que
1 true seré asignado | @ Bool. Una simple comparacion de las expresiones de tipos dictara que estos
no son compatibles y, por lo tanto, el término resultante seré rechazado por el sistema.

Considerar ahora la siguiente variante del ejemplo (3.1) donde las variables de los patrones tiene
anotaciones de tipo:

upd = f =(rasmy (12 2pay 1(f2) (32)
| TY = {z:C,y:D} (Upd ffE) (Upd fy)
| W = {w:E} w)

En CAP, el usuario proveera tales anotaciones de tipo. Por ejemplo, la declaracion para f establece
que ésta denota una funciéon de A en B, por lo que z debe ser a su vez de tipo A. El caso de z e y
requiere un analisis méas en profundidad, para poder establecer qué forma deberian tener sus tipos C'y
D respectivamente, y asi deducir el tipo del patron x y. Tal patrén puede ser instanciado en diferentes
términos en cada llamado recursivo a la funcion upd. Por ejemplo, considerar upd (+1)1 (i.e. la lista
[1,2] definida anteriormente). La siguiente tabla ilustra algunos de los términos con los cuales = e y
son instanciadas durante la evaluacion de upd (+1) {:

| = | y
upd (+1)1 cons (11) | cons(12)nil
upd (4+1) (cons (11)) cons 11
upd (+1) (cons (12)nil) | cons(12) nil



3.1. PRELIMINARES 35

El tipo asignado a = (y a y) debe abarcar todos los términos en su respectiva columna. Esto sugiere la
adopcion de una disciplina de tipos unidn. Asumiendo que el usuario provee una cobertura exhaustiva,
el tipo de x en upd es:

Fiy 2 pa.(1@ A) @ (o @a) @ (nil ® cons @ node)

donde se agrega el tipo constante node para considerar también el caso upd (41) ¢. En esta expresion,
1 es el constructor de tipos recursivos, mientras que & denota tipos union. La variable y sera asignada
el mismo tipo F4, resultando el patron xy de tipo F4 @Q F4. Por el analisis anterior, el primer patron
de la abstraccion interna tendra tipo | @ A. Luego, bastara asignar E £ nil @ cons @ node al patrén
w y considerar el tipo del dominio de una abstraccion como la uniéon del de sus patrones (en este
caso (1@ A)@ (FaQF4) @ (nil ® cons @ node)) para terminar asignando a la funcién upd el tipo
(AD B) D (Fa D Fp), apelando a una nocién adecuada de equivalencia para tipos recursivos [BDS13]:
pV.A ~ {V\uV.A} A. Notar que el tipo de la imagen de la abstraccion interna también resulta en la
unién del tipo de las respectivas ramas pues, a priori, no es posible saber qué cuerpo seré efectivamente
evaluado al reducir.

Como se menciond, upd (+1) debe ser aplicable tanto a la lista I como al arbol ¢. Para eso, se debe
asegurar que los tipos de [ y ¢ son adecuados. La combinacion de herramientas propuesta (i.e. tipos
constantes, aplicativos, unién y recursivos) permite expresar datatypes de manera uniforme para es-
tructuras algebraicas como listas y arboles. En este caso, [ y t seran asignados respectivamente los
tipos:

Lists £ pa.nil @ (cons @ A Q «) Trees = pa.nil @ (node @ A @ o @ )

Una nociéon adecuada de sub-tipado permitira aplicar upd (+1) a ambas estructuras. En efecto, ambos
tipos Listna: v Treenat resultaran sub-tipos de Fia:. Serd la correcta formulacion de esta relacion de
sub-tipado una de las claves para poder garantizar las propiedades de adecuacién del sistema de tipos:
i.e. subject reduction y progress. La primera garantiza la estabilidad del tipado por reduccién, mientras
que la segunda asegura que la reduccion siempre es posible hasta tanto se consiga un resultado o valor
(i.e. no se estanca en un término mal formado).

Aunque el sub-tipado es importante para el resultado de adecuacion, una nocién novedosa de
compatibilidad de patrones seréa crucial a la hora de probar estas propiedades. Considerar el siguiente
ejemplo:

(12 = {4:Bool} if = then 1 else 0) | (1y —yyNaty ¥ + 1) (3.3)

Si bien hay una rama capaz de manipular correctamente el argumento 14 (la segunda), CAP evaluara
los casos de izquierda a derecha siguiendo las practicas estandar de los lenguajes de programaciéon
funcional. Dado que la operacion de match también tiene éxito al evaluar el término 14 con el patréon
1z, se obtendré incorrectamente el reducto if 4 then 1 else 0. Por lo tanto, es necesario relacionar
los patrones 1z y 1y para evitar la pérdida de la propiedad de subject reduction. En particular, 1y
es una instancia de 1 x, por lo que se requerira que el tipo de la segunda rama sea sub-tipo del de la
primera (i.e. | @ Nat < 1@ Bool), puesto que ésta ultima siempre toma precedencia. En este caso, la
condicion de sub-tipado falla dado que Nat £ Bool, por lo que el ejemplo (3.3) sera rechazado por el
sistema de tipos. Ejemplos como (3.2) requieren de un anélisis méas detallado (cf. Sec. 3.3.4). A modo
de resumen, la compatibilidad se focaliza en las posiciones de mismatch entre los patrones, imponiendo
una condiciéon de sub-tipado entre los tipos asociados siempre que haya un solapamiento estructural
entre sus potenciales argumentos.

3.1. Preliminares

Esta seccion introduce principalmente el Pure Pattern Calculus, herramienta que inspira el presente
trabajo.
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3.1.1. Pure Pattern Calculus

El Pure Pattern Calculus (PPC) [JK06, JK09, Jay09] se introdujo como una extension del A-
calculo con soporte para pattern matching que permite abstraer términos arbitrarios. Esto transforma
a los patrones en "ciudadanos de primera clase", que pueden ser pasados por parametro, evaluados y
devueltos como resultados de una funciéon. Este novedoso calculo introduce a su vez dos nuevas formas
de polimorfismo: path polymorphism y pattern polymorphism. El primero se refiere a la capacidad de
definir funciones que recorran recursivamente estructuras de datos arbitrarias, mientras que el segundo
permite tratar los patrones como parametros que pueden ser generados dindmicamente. Su desarrollo
conlleva una serie de dificultades técnicas para garantizar las buenas propiedades de la semantica
operacional, esencialmente la preservacién de la confluencia, la cual se basa en la definicién de una
operacion de matching adecuada.

En particular se considera el PPC con simbolos matchable introducido en [JK09]. Dado un conjunto
infinito numerable de séimbolos V (z,y,...), la sintaxis de PPC se define como:

x| Tttt —gt
O|Ct|tC|C—gt|t—pC

Términos t
Contextos C

Un término de la forma x es llamado una variable, mientras que se denomina a Z un matchable. A su
vez se tiene la clasica aplicacion tu y la abstraccion es denotada p —¢ s, donde p es el patron, s el
cuerpo y 6 es un conjunto de simbolos utilizado para definir los conjuntos de variables libres (fv(_)) y
matchables libres (fm(_)) de un término

fv(z) = {x} fm(z) = 0
(@) 2 0 fm@) = {z}
fv(tu) = fv(t)Ufv(u) fm(tu) = fm(t)Ufm(u)
fp—=ot) = f(P)UR@\  fmp-gt) = (fm(p)\0) Ufm(t)

Intuitivamente, dado x € 6, la abstraccién p —¢ s liga las ocurrencias libres de x como variable en s y
sus ocurrencias libres como matchable en p.

Un término es cerrado si no tiene ocurrencias libres de variables. Notar que se permiten ocurrencias
libres de matchables, las cuales juegan el rol de constantes o constructores, utilizadas para definir data
structures!. El patron p en la abstraccion p —¢ s se dice lineal si cada simbolo € 6 tiene una tnica
ocurrencia como matchable libre en p. Sin pérdida de generalidad, se trabaja en PPC con patrones
lineales [JK09|, para evitar asi la falla innecesaria de la operacién de matching (introducida mas
adelante).

Como es usual al trabajar con A-calculo y sus extensiones, se utiliza la convencién de nombres de
Barendregt [Bar85| (a-conversién), teniendo en cuenta que al renombrar el simbolo ligado = por uno
fresco y en p —¢ s, se sustituye x por y en 6, Z por § en p, y & por y en s.

Un match (p, v, ...) puede ser exitoso (retornando una sustitucion o), fallar (en cuyo caso retorna
un simbolo especial fail) o estar indeterminado (retornando el simbolo especial wait). Los casos
de éxito y falla se dicen decididos. A su vez se extienden los conceptos y notaciones asociados a
sustituciones para el caso del match. El dominio de fail es el conjunto vacio mientas que el de wait es
indefinido. Los conjuntos de variables y matchables libres de o se definen como la unién de los fv(ox)
y los fm(ox) respectivamente, para toda x € dom(c), mientras que fv(fail) = fm(fail) = ) y estos
se encuentran indefinidos para wait. El conjunto de simbolos de un match se define entonces como
sym(u) = dom(p) U fv(p) Ufm(p). Se usa el predicado = evita u para denotar = ¢ sym(yu). El mismo

LEn general, se utiliza la sintaxis ¢ para denotar constantes arbitrarias en PPC, que pueden verse como matchables ¢
(c € V) que no son capturados por ningun ligador.
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se extiende a conjuntos de la manera esperada, 6 evita . En particular, si 6 evita p entonces p debe
estar decidido.
El resultado de aplicar una sustitucion o a un término t se define sobre términos de PPC como:

oxr =2 o(x)
~ A ~
o = T
o(tu) =2 (ot)(ou)
A .
op—gs) = op—pgos Hevitao

La restriccion en la definicion de o(p —¢ s) es necesaria para evitar capturas indeseadas de variables o
matchables, que podrian cambiar la seméntica del término. Notar que siempre puede satisfacerse dicha
condicién apelando a a-conversion.

El resultado de aplicar un match 4 a un término ¢ es notado pt y de define como: si u es una
sustitucion o, luego ut £ ot; si u = fail, entonces pt se define como la constante distinguida
NoMatch?; si ;i = wait, entonces pt esta indefinido.

La composicion o1 o oy de sustituciones oy y o7 se define como (o7 0 o¢)z £ o1(oox). Mas ain, la
nocioén se extiende a matches jig y p11 definiendo gy 019 £ fail cuando al menos uno de los dos es fail.
De lo contrario, si uno de los dos es wait, entonces p; o y9 = wait. En particular fail owait = fail.

La union disjunta po W pup de matches pg y pq se define de la siguiente manera: si uno de los dos
es fail o la interseccion de sus dominios no es vacia, entonces po & ;= fail; de lo contrario, si uno
de los dos es wait, entonces juo W 1 2 wait; en cualquier otro caso po y iy son sustituciones tal que
dom(p0) Ndom(p1) = ), entonces se retorna la sustitucion dada por:

oz six € dom(pg)

(oWpi)x =4 px six e dom(u)
T si no

Se usa unién disjunta para garantizar que la operacién de matching sea determinista.

Por 1ultimo, antes de introducir la operaciéon de matching es necesario motivar el concepto de
matchable form. El patron T3 permite, en principio, descomponer aplicaciones arbitrarias, lo que
puede resultar en la pérdida de confluencia del calculo

(TY =fayy ¥) (W =(wy 2021) 20) — 20

El problema surge al permitir el match entre el patréon Z¥ y una aplicacion que todavia puede ser
reducida como (@ — 1.} 20 21) Zo. Para evitar esta situacion se requiere que el match solo pueda estar
decidido si el argumento se encuentra lo suficientemente evaluado. Un problema similar ocurre si el
patron es reducible, por lo que ambos (patron y argumento) deben ser matchable forms. Los conjuntos
de data structures y matchable forms estan dados por la siguiente gramética:

Data structures d := T |dt
Matchable forms m == d|t-gt

La operacion de matching {p\? u}} de un patrén p contra un término u relativa a un conjunto de

2Esta variante de la definicién es tomada de [Jay09]. Cabe destacar que en [JK09| se define failt £ & ~{z} T
al mismo tiempo que se muestra que puede seleccionarse cualquier combinador sin afectar las buenas propiedades del
calculo (e.g. confluencia).
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simbolos 0 se define como la aplicacién de las siguientes ecuaciones en orden:

z\Vu)l & [z\u sized
z\Vz) £ sixz ¢

pqg\Ptull & [p\0t)w{q\lu} situy pqson matchable forms
p\Vu) £ fail si u y p son matchable forms
p\Vu) £ wait

Adicionalmente, se verifica que dom({p\? u}}) = 6. De lo contrario se define {p\’ u}} £ fail. Esta
iltima condicién es necesaria para evitar que variables ligadas se salgan de scope al reducir. Para
garantizarla basta pedir, dada la abstraccion p —¢ s, que 6 C fm(p).

La relacion de reduccion —ppe para términos de PPC esta dada por la clausura por contextos C de
la regla:
(p =6 s)usppc (p\u)s
Para ilustrar esta relacion, considerar el término (Zy =4} ¥) (0 —(w} 20 21) Z0) dado anterior-
mente. El matching entre el patron 7 y el argumento (@ —,,} 20 21) Z0 no se encuentra atin decidido.
Luego, el término orginal contiene un tnico redex, dado que {w\ Zy}} = {w\ Zp}. Se tiene entonces la
siguiente secuencia de reduccion:

@Y ~(ayy ¥) (W =gy 2021) 20) = (T =2y ¥) (05) = 2

Maés atn, puede garantizarse la buena definiciéon de la relaciéon basada en el operaciéon de matching
definida anteriormente.

Teorema 3.1.1 ([JKO09]). La relacion de reduccion —ppe es confluente (CR).

La prueba de esta propiedad se basa en la condicion de matching rigido (RMC) introducida
en [JK09], para la cual se define una nocion de reduccion simultanea =ppe sobre PPC. Se dice que una
operacién de matching {p \” u}} satisface RMC si para todas las reducciones simultaneas u =ppc /,
p2ppc Py 5 ppc 5, se tiene {p\lul s Sppc [ p' \? ']} s'. Luego, puede verse que si {p\’ u) satis-
face RMC, entonces =ppc tiene la propiedad del diamante, lo que implica la confluencia de —ppe. En
particular, la definicion de {p\? u}} dada anteriormente satisface RMC.

Dos aspectos de interés para poder realizar un estudio acabado de las propiedades de PPC son: (1)
poder definir funciones por casos o branches; y (2) poder codificar funciones recursivas.
Para el primero, se introduce la sintaxis de alternativa p —¢ s | r, codificada en PPC con el término

pogs|rE — ¢z} (NoMatch¥y =1 y) ((p =9 Z (-} NoMatchs)z (rx))

donde z,y,z € V son simbolos frescos, i.e. sin ocurrencias libres ni ligadas en p, s o r. Este ope-
rador se asume asociativo a derecha, por lo que pg =g, So | P1 =6, S1 | --- | Pn =0, Sn €S Po =6, So |
(p1 =0, s1| (--. | Pn e, Sn))- Notar que la rama izquierda toma precedencia pues, dado (p —¢ s | 7) u,
la ejecucion continua con {p\? u} s si el match {p\?u )} es exitoso, siendo el sub-término r u descartado
al unificar con el simbolo z ¢ fv(s). Caso contrario, si {p\"u}} = fail, se obtiene NoMatch (ru) y la eje-
cucion continua por la rama r. En particular, dado el término (pg =g, So | p1 =6, 1| --- | Pn =0, Sn)u
la ejecucion continuara por la primer rama (de izquierda a derecha) cuyo match {p; \’ u}} sea exitoso,
emulando la seméantica operacional de lenguajes de programaciéon con pattern matching como OCaml,
Haskell, etc.

En cuanto al segundo aspecto, es de vital importancia dada la naturaleza recursiva de path poly-
morphism. Para codificar este tipo de funciones puede apelarse a un operador de punto fijo como el
paradozxical combinator de Curry [Bar85], el cual es expresado en PPC como

Y2 F oy @ fan) @ - f (o)
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Luego, dado un término ¢ y un simbolo f tal que f € fv(¢), puede definirse la funcion recursiva f =t

~

como Y (f =} t). Por ejemplo,

X
U2 =} (upda fy) (upda f 2)
g

upd =7~ (0 =) |( W~y 2 (fw)
z
19~ 9 )

Este término define una funciéon de update genérica, que al ser aplicada a un constructor pt, una
funcién f y un data structure d, reemplaza sub-términos de d de la forma pt¢ por pt (ft). Notar
que la condicion f € fv(t) no es estrictamente necesaria para definir la sintaxis “=", de no satisfacerse
simplemente se obtiene una funciéon no recursiva:

3.1.2. Restricciones de PPC

Adicionalmente, en [JK09] los autores distinguen dos fragmentos propios de PPC en un estudio de
como otros calculos con patrones de la literatura son capturados por este formalismo. Dichos fragmen-
tos resultan de restringir la expresividad de los patrones a patrones estdaticos y patrones algebraicos
respectivamente.

El primero descarta la forma de pattern polymorphism al no permitir la presencia de variables
libres en los patrones. Esto conlleva la simplificacién de la sintaxis puesto que tampoco se permiten
abstracciones en los patrones y los simbolos matchable pasan a jugar el rol de constantes inicamente.
A su vez, pueden evitarse los conjuntos 6 pues el ligado es implicito: i.e. todas las variables libres del
patrén son capturadas por la abstraccion. Més aiin, esto permite evitar la distincién entre matchables
y variables, manteniendo tinicamente a estas tltimas e incorporando un conjunto infinito numerable de
constantes C (c,d,...). Luego, los conjuntos de patrones Pppc, términos Tppc, data structures Dppc y
matchable forms Mppc del fragmento estético de PPC estan dados entonces por la siguiente gramética:

Patrones p == xze€V|ceC|pp
Términos ¢ == xeV|ceC|tt|p-t
Data structures d := ceC]|dt
Matchable forms m == d|p—t

Esto también permite simplificar la operacion de matching

r\u} = [z\u
c\c) 2

pg\tu} = {p\t}wliqg\u} situesuna matchable form
p\u} 2 fail si u es una matchable form
p\u} 2 wait

La caracteristica distintiva de este fragmento es la posibilidad de expresar aplicaciones arbitrarias entre
los patrones, lo que permite capturar path polymorphism. Por ejemplo, puede expresarse la funciéon de
update presentada anteriormente, fijando de antemano el constructor pt:

upd=f - ( ptw - pt(fw)
| yz  — (upd fy) (upd fz) (3.4)
lg -9 )
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El segundo fragmento mencionado implica restringir atin mas la sintaxis de los patrones, forzando
a que todo patron no trivial sea una estructura de datos algebraica (i.e. encabezada por una constante
o constructor)
Patrones algebraicos p == z€V]gq
Patrones no triviales ¢ == ce€C]|gp

Este fragmento descarta a su vez la forma de path polymorphism. Ejemplos como (3.4) ya no pueden
codificarse ante la imposibilidad de expresar el patrén y z. Sin embargo, el combinador Y si es capturado
por este fragmento, permitiendo definir funciones recursivas como:

plus= ( zero -y -y
| succz - y — succ(pluszy) )

Notar que la definicion de la alternativa p — s | r presentada anteriormente para el caso general de
PPC es valida tanto para el fragmento estatico como algebraico, solo restringiendo p, s y r a la sintaxis
correspondiente.

3.2. Sintaxis de CAP

En la presente seccion se intruce la sintaxis y seméantica operacional del Calculus of Applicative
Patterns (CAP), el cual constituye esencialmente el fragmento estatico de PPC. El objetivo de introducir
esta herramienta es poder focalizar el estudio en path polymorphism, dejando de lado fundamentalmente
dos dificultades adicionales que PPC propone: (1) los patrones dindmicos (pattern polymorphism); y
(2) el manejo explicito de la falla de la operacion de matching. Para ello sencillamente se divide la
sintaxis en dos categorias principales: patrones Pcap (p,q,...) y términos Tcap (8,1, . ..), incorporando
la alternativa como constructor de términos del calculo, lo que implica a su vez la modificacion de la
regla de reduccion.

Dados conjuntos infinito numerables de variables V (x,y,...) y constantes C (c,d,...), los conjuntos
de patrones Pcap y términos Tcap se definen mediante la siguiente graméatica:

Patrones p == z€V]|ceC|pp
Términos t == ze€V|ceCltt|(p—t|...|p—1)
Contextos ¢ == 0O|Ct|tC|(p—s]|...|p=C|...|p—9)

Notar que los patrones comprenden un sub-conjunto propio de los términos, y resultan ser exactamente
los mismo que aquellos del fragmento estatico de PPC. Las abstracciones son aqui extendidas a varias
ramas, de modo que la alternativa es en CAP un constructor nativo del célculo. Esta decision de
disefio se relaciona con la nocion de compatibilidad (cf. Sec. 3.3.4), la cual establece una relacion entre
los patrones que participan de una misma alternativa y sus tipos asociados, de modo de garantizar
el buen comportamiento dindmico del calculo. Por conveniencia, abstracciones de la forma pg — tg |
oo | Pn—1 = tn—1, con n > 0, se abrevian (p; — t;);<,. Asi mismo, contextos de la forma py — s |
coolpek=Cl... | Pn1 = Sp—1, conn >0y k < n, se abrevian (p; — Ck);<, siempre que sea posible,
indicando que el contexto C se encuentra en la rama k.

Los conceptos de data structures Dcap (d, e, ...) y matchable forms Mcap (m,n,...) se preservan
respecto a PPC, solo que ahora debe tenerse en cuenta que las abstracciones pueden contener varias
ramas en su definicion.

Data structures d == c|dt
Matchable forms m == d|(p—=t]|...|p—>1)
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Notar que la interseccion entre los conjuntos de patrones y data structures es no vacia. En particular,
todo patron encabezado por una constante (o constructor) es un data structure.

Se introducen a continuacion conceptos preliminares necesarios para la correcta presentacion de la
semantica operacional del calculo.
Los conjuntos de variables libres de un término o patron (fv(_)) se define inductivamente como:

M) 2 (1)
fv(c) & 0
fv(tu) 2 fv(t)Ufv(u)

v ((pi = ti)icn) Uicn (v () \ fv(p:))

La definicién es extendida a conjuntos de términos de manera inmediata, simplemente tomando la
unién de las variables libres de cada elemento del conjunto.
El resultado de aplicar una sustituciéon ¢ a un término ¢ se define sobre términos de CAP como:

or = o(x)
olc) & ¢
o(tu) % (ot) (ou)

o(pi = ti)icn (pi = 0ti)icn (fv(p;) evita 0)icp

La condicién adicional (fv(p;) evita 0);., garantiza que no se producen capturas indeseadas y puede
satisfacerse en cualquier situaciéon por a-conversion.

En cuanto a la operacion de matching para CAP, se utiliza la misma definiciéon que para el fragmento
estatico de PPC (¢f. Sec. 3.1.2) considerando el conjunto de matchable forms de CAP, anteriormente
definido. Al igual que en PPC, se asume una condicién de linealidad en los patrones para evitar casos
de falla triviales en la operacion de matching.

La semdntica operacional de CAP estd dada por un tnico axioma de reduccion, que extiende de
manera natural la regla de S-reduccion del A-calculo:

({pi\uj} =fail);, {pe\uj =0 k<n

(pi = 8i)i<n U —cap TSk

Intuitivamente, se busca hacer coincidir el argumento u contra los patrones de (p; = $;);<n, evaluan-
dolos de izquierda a derecha y seleccionando la primera rama de éxito, siempre que las anteriores ya
se encuentren decididas. La relacién de reducciéon —¢,p para CAP se define entonces como la clausura
por contextos C de la regla —>¢yp.

El siguiente ejemplo ilustra la aplicaciéon de la regla de reduccion y la operaciéon de matching:

(true — ¢ | false — s) ((true — false | false — true) true)
—ap (true — t| false —» s)false
—rcap S

Notar que en (true — t | false — s) false la segunda rama es seleccionada dado que {{true\false]} =
fail. Adicionalmente, considerar el siguiente ejemplo que ilustra como un data structure es descom-
puesto por la operacién de matching:

(nil - nothing | cons (1z)y — justx) (cons (1t) (cons (1s)nil))

—>cap justi
donde
nil\cons(1¢)(cons(1s)nil)} = fail
cons (lx)y\cons (1t)(cons(1s)nil)} = {z\¢,y\cons(ls)nil

Como es esperado, la relacion de reduccion de CAP resulta confluente.
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Teorema 3.2.1. La relacion de reduccion —q,p es confluente (CR).

Demostracion. La propiedad se prueba mediante una adaptacion directa de la técnica de Tait—Martin-
Lof [Tak95] a la sintaxis y seméntica operacional de CAP. Todos los detalles se encuentran en el
Ap. B. O

3.2.1. Relacion entre CAP y PPC

CAP puede demostrarse equivalente al fragmento estatico de PPC, en el sentido que ambos for-
malismos capturan los mismos programas y pueden simularse mutuamente. Formalmente, se definen
funciones de traduccion entre los calculos y se demuestra que para toda reduccion en uno de ellos existe
una contra-parte en el otro via la traduccion.

Definicion 3.2.2. La traduccién _PPC de términos de CAP en términos del fragmento estdtico de
PPC se define como

.’L’PPC é x
CPPC é c
PPC A _PPC_PPC
(ru) = r U
PPC & PPC PPC
(o= S0 |- | Pn = sn) 2 po—=so | pn=sa )

donde se utiliza la definicion de alternativa para PPC introducida anteriormente.
Lema 3.2.3. Seat € Tcap. Sit —gp t', entonces tPPe —»ppC FPPC.

Al interpretar términos de PPC en CAP de debe considerar un mecanismo para capturar el manejo
explicito que se hace de la falla en la operaciéon de matching en PPC. Para esto, las abstracciones son
traducidas con un caso adicional donde el patron es trivial (i.e. la operacion de matching siempre tiene
éxito) y el cuerpo es la constante distinguida NoMatch (cf. Sec. 3.1.1).

Definicién 3.2.4. La traducciéon _CAP de términos del fragmento estdtico de PPC en términos de
CAP se define como

CAP &
x =z
CAP &
c £ c
CAP A _CAP_ CAP
(ru) =
(p— S)CAP L2 po P | x - NoMatch

Lema 3.2.5. Seat € Tppc. Sit —ppe t', entonces AP —oap /AP

3.3. Sistema de tipos

Esta seccion introduce las expresiones de tipo utilizadas para dar seméntica a los términos de
CAP. De particular interés resultan los p-tipos (o tipos recursivos), expresiones finitas que denotan
arboles binarios regulares de altura infinita, y sus nociones de equivalencia y sub-tipado asociadas.
Estos conceptos juegan un rol crucial a la hora de probar las buenas propiedades del sistema de tipos,
pues garantizar la invertibilidad de la relaciéon de sub-tipado resulta ser un paso clave para la prueba
de subject reduction (cf. Sec. 3.4).
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3.3.1. Expresiones de tipo

Para garantizar que patrones de la forma zy descomponen unicamente data structures en lugar
de aplicaciones arbitrarias, se separan las expresiones de tipo en categorias: los tipos generales y los
datatypes, estando esta tltima incluida en la primera.

Dados conjuntos infinitos numerables de variables de datatype Vp (o, B,...), variables de tipo Va
(X,Y,...) y tipos constantes C (C,d,...), los conjuntos de u-datatypes D y u-tipos T (A, B,...) se
definen recursivamente como:

p-datatypes D == a€Vp|ceC|DQA|D®D|px.D
p-tipos A = X eVua|D|ADA|A®A|puX.A

donde @ denota el constructor de tipos aplicativos (y una expresion de la forma D @ A es denominada
compound), D el de tipos funcionales, ® es el constructor de uniones y p el de tipos recursivos. Se define
YV £ Vp UV, y se usan las meta-variables V, W, ... para denotar elementos arbitrarios del conjunto.
Del mismo modo, se usan a,b, ... para elementos en V UC.

Nota 3.3.1. Un tipo de la forma pa. A es excluido de la sintazis ya que puede producir desdoblamientos
invdlidos (cf. Sec. 3.3.2). Por ejemplo, po.a D o ~ (pa.ae D ) D (po.ar D @), donde v es una variable
de datatype mientras que el tipo funcional no es un datatype. Por otro lado, tipos de la forma uX.D
no son necesarios pues denotan la solucion a la ecuacion X = D [BDS13], por lo que X representa un
datatype (ie. X = a).

Se asume que el constructor de tipos uniéon @ liga mas fuerte que el funcional D, mientras que el apli-
cativo @ liga mas fuerte que @. Por lo tanto, D @ A @ A’ D B se interpreta como ((D @ A) @ A’) D B.
Adicionalmente, se utiliza la notaciéon ,c;A; para una secuencia finita de tipos unién consecutivos
A;, & ...8 A, donde I puede ser una secuencia, un conjunto o un multi-conjunto finito de indices,
segun el contexto. Por conveniencia, cuando I es el intervalo de nameros naturales [0, n) se escribe sim-
plemente ®;_,, A;. Esta notacién es ambigua en tanto no explicita cémo se asocian las sub-expresiones.
En la siguiente seccion se presenta una relacion de equivalencia sobre p-tipos que identificara todas
estas posibles asociaciones en una misma clase (¢f. Sec. 3.3.2). Por otro lado, se escribe uV.A para
referirse indistintamente a tipos de la forma pa.D o pX.A.

Definicion 3.3.2. Un tipo no-union A es un pu-tipo de alguna de las siguientes formas: a, ¢, D @Q A’,
A" D A" o pV.B con B un tipo no-union.

Los p-tipos se asumen contractivos: A es contractivo si para toda sub-expresion de la forma pV.B
en A, V ocurre en B tnicamente bajo un constructor D o Q. De este modo, se re-define de aqui en
adelante 7 como el conjunto de p-tipos contractivos. Este conjunto viene equipado con nociones de
equivalencia ~,, y sub-tipado =<,,.

Definicién 3.3.3 (Equivalencia y Sub-tipado para u-tipos contractivos). La relacidn de equivalencia
~,, de p-tipos contractivos es la menor congruencia generada por las reglas de la Fig. 3.1. La relacion
de sub-tipado =,, de u-tipos contractivos es el menor pre-orden generado por las reglas de la Fig. 5.2,
donde un contexto de sub-tipado X es un conjunto de asunciones sobre variables V,W €V de la forma
VL W.

En particular los esquemas de regla (E-rRec), (E-FoLD) y (E-cONTR) codifican dos reglas cada
uno, una para p-datatypes (pa.D) y otra para p-tipos (uX.A). La relacion resultante de quitar
(e-conTR) [AK96, BHI8] es conocida como equivalencia débil [Car92] y se sabe insuficiente para captu-
rar la semantica de drboles infinitos requlares (cf. Sec. 3.3.2), necesaria para garantizar la invertibilidad
de la relacion de sub-tipado (Teo. 3.3.31). Por ejemplo, los tipos uX.(X D A) DAy uX.X D A no
pueden ser equiparados en dicha equivalencia.
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FA~,B +FB~,C FA~, B
(E-REFL) (E-TRANS) ———  (E-SYMM)

FA~, A FA~, C FB~, A

FD~,D FA~, A FA~, A +FB~,B

iz Iz 0 p
(E-comP) (E-FUNC)
FD@QA~, D'@A FADB~, A DB

———  (E-UNION-IDEM) (E-UNION-COMM)
FAQA~, A FA®B~,Bp A

(E-UNION-ASSOC)
FAe(BaeC)~, (AeB)aC

FA~, A" +FBx~, B FA~, B
; — (B-UNION) (E-REC)
FAeB~,A®B FuV.A~, uV.B
FA~, {V\A}B uV.B contractivo
(E-FOLD) (E-CONTR)
FuV.A~, (V\uV.ATA FA~, uV.B

Figura 3.1: Equivalencia fuerte de p-tipos contractivos.

FA~, B
(s-HYP) ———  — (s-EQ) —— — (S-REFL)
SV, WEV W YFAZ,B YFAZ, A
YFA<, B Y¥+-B=X,C YEFD=<,D" THA=,A
(s-TRANS) (s-comp)
YFAZ,C YFD@A<,D @A
YFA<, A ©+-B=<,B YFAZ,C Y¥-B=,C
; — (s-FUNC) (S-UNION-L)
YFADBX,ADB YFA®B=X,C
YFAZX,B YFAZ,C
(s-UNION-R1) (s-UNION-R2)
YFAZ,BaC YFAZ,BaC

S5V, WHFA=Z,B W¢fv(Ad) V ¢fv(B)
YFuV.A=, uW.B

(s-REC)

Figura 3.2: Sub-tipado de u-tipos contractivos
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Respecto a la relaciéon de sub-tipado, se adoptan las reglas para la union de [Vou04|. Cabe destacar
que una versién ingenua del esquema de regla (s-rec), en la que ¥ F uV.A <, uV.B se deduce de
Y+ A =<, B, se sabe incorrecta [AC93]. Usualmente se abrevia + A < u B como simplemente A <, B
(del mismo modo para la equivalencia). La sintaxis ¥;V <, W en la regla (s-rec) denota uniéon
disjunta.

Nota 3.3.4. Para todo A € T existen (Ai)icn, € T no-union tal que A ~, ©;.,A;. Mds aun, si
A €D, entonces (A;)i<n € D.

El siguiente lema introduce un esquema de regla admisible para los tipos unién que seré utilizado
luego para relacionar ~, con su caracterizacién co-inductiva. En particular, notar que en este caso no
es necesario que los tipos A;, B; del enunciado sean no-union.

Lema 3.3.5. Sean A = @, ,Ai, B = @B p-tipos contractivos con funciones f : [0,n) — [0,m)
y g:[0,m) — [0,n) tal que (A; = Byiy)i<n ¥ (Ag() =2u Bj)j<m. Entonces, A=~ B.

3.3.2. Invertibilidad del sub-tipado

El resultado de adecuacion para el sistema de tipos buscado, estudiado en la Sec. 3.4, se basa
fuertemente en el hecho de que la relacién de sub-tipado =<, tiene la propiedad de ser invertible para
tipos no-unién (cf. Teo. 3.3.31).

Para probar esto se apela a una interpretacion estandar de p-tipos contractivos en arboles (infinitos),
y formulaciones co-inductivas de equivalencia (~<) y sub-tipado (=<<) sobre los mismos, que resultan
isomorfas a las introducidas para p-tipos contractivos. La invertibilidad de << es demostrada co-
inductivamente (cf. Lem. 3.3.19), obteniendo el Teo. 3.3.31 via el isomorfismo.

Considerar los constructores de tipo @ y O junto con el conectivo binario @ y el alfabeto £ £
{a° | a € VUC}U{@2, 52 ®2%}. Se define el conjunto de drboles finitos D" y Tfn sobre el alfabeto £
dados, respectivamente, por la siguiente gramatica:

Datatypes finitos D acVplceC|DAQA|DeD
Arboles finitos A = XcVs|D|ADA|ADA

Una posicion p es una palabra finita sobre el alfabeto {0,1}, denotando con € a la palabra vacia.
Se utilizan las posiciones para acceder a los nodos de un arbol A mediante indezacidn, notada A(p) y
definida inductivamente se la siguiente manera:

ale) & a paraa € VUC
(AgxAp)(e) & = para x € {@, D, &}
(AgxA1)(ip) = Ai(p) paraxc {@ D, 3}

Se denomina dominio de un arbol dom(A) al conjunto de posiciones definidas en él. La profundidad
de una posicion p € dom(A) se define como:

depth(A, )
depth(Ao * 'A17 ’Lp)
depth(.Ao S .Al, ip)

0
1+ depth(A;,p) paraxe {Q, D}
depth(‘Aia p)

> 1> >

La distancia entre dos arboles A y B queda luego definida como:

d(A,B) 2 9—min {depth(A,p)|A(p)#B(p)}
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donde, por convenciéon, min@) £ oo y 27 £ 0. Puede verificarse que d es efectivamente un funciéon
de distancia® entre elementos de T/ (y por lo tanto "), por lo que (Tf" d) (resp. (D", d))
constituye un espacio métrico?. Luego, se define el conjunto de drboles (posiblemente) infinitos T como
la complecion métrica de dicho espacio. Esta construccion es estandar [Cou83, BKvOO03].

Por ultimo, se considera un sub-conjunto propio de ¥ conocido como los arboles regulares. Dado
un arbol A € ¥ y una posiciéon p € dom(A), se define A|, como el sub-drbol de A en posiciéon p, de
manera inductiva:

Ale
Ao * Arlip

A
Ailp parax € {Q, D, @}

1> 1>

Luego, el conjunto de drboles regulares T™9 se define como aquellos elementos de T para los cuales su
conjunto de sub-arboles es finito. Anélogamente para ©, se obtiene ©". Los arboles finitos son, por
definicion, regulares, por lo que se tiene entonces Tf" C T C Ty D" € D™ C D respectivamente.
Se utilizan las meta-variables A, B, ... para detonar elementos arbitrarios de ¥. Al igual que con los
p-tipos contractivos, cuando no haya ambigiiedad se llamaré a los arboles infinitos simplemente tipos.

Dado un simbolo x € £, se escribe A # * para expresar A(e) # *. Por ejemplo, A # @ significa que
A es un tipo no-unién. Cabe destacar que el hecho de que el conectivo & no aporte a la profundidad
de una posicién en un arbol tiene como consecuencia que los elemento de ¥ no pueden tener ramas
infinitas compuestas inicamente de nodos @ [BKvO03].

Definicién 3.3.6. Se denomina tipo unién-maximal a una expresion de la forma D;c;A; con A; # @
para todo i € I.

Nota 3.3.7. Todo tipo A puede ser expresado como un tipo union-maximal A = D, A;, indepen-
dientemente de como se encuentren asociados los distintos A;. Todas estas posibles asociaciones son
equivalentes para la nocion introducida a continuacion.

La meta-operacion de sustituciéon de variables en arboles se define inductivamente por posiciones:

Definicion 3.3.8. La sustitucion {V \ B} A de una variable V por un tipo (infinito) B en otro A se
define como

((VABIA)(p)
({(VABIA)(pa)

1> 1>

A(p) si A(p) y A(p) #V
B(a) st A(p) y Alp) =V

El siguiente lema permite caracterizar la sustituciéon de una manera més conveniente, mostrando
que el arbol resultante de sustituir es el esperado:

Lema 3.3.9.
1. {V\B}V =3B.
2. {[V\Bla=asiV#aecVUC.

3. V\B (Ao*Al): V\B .A()* V\B .Al pam*e{@,D,@},

3Una funciéon d : X x X — R es una funcién de distancia en el dominio X si Vx,y,z € X se satisface: (1) d(z,y) > 0;
(1) d(z,y) = 0sii = y; (1) d(=,y) = d(y,z); y (1v) d(=,2) < d(z,y) + d(y, 2).
Un espacio métrico es un par ordenado (X,d) donde X es un conjunto, llamado dominio, y d es una funcion de
distancia en X. Un espacio métrico se dice completo si toda secuencia de Cauchy converge.
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fDZg D/ .AZ@:.A/ .AZ@:.A/ BEQ 'BI
(E-REFL-T) (E-cOMP-T) (E-FUNC-T)
a~ca DAQA~z D @A ADBrs A DB

(Ai =5 Byi))icn  f:10,n) = [0,m) (A # D)icn
(‘Ag(j) =g Bj)j<m g: [O,m) — [O,TL) (Bj 7é G9)]’<m
Dicnti 3 @j<mBJ

n+m>?2

(E-UNION-T)

Figura 3.3: Equivalencia de tipos infinitos.

Otra operacion conveniente sobre arboles infinitos es el truncado, que permite considerar el prefijo
de un arbol resultante de cortar al mismo desde su raiz hasta una profundidad dada. Al igual que
antes, los nodos @ no aportan al calculo de dicha profundidad.

Se nota con #g4(A) el maximo nimero de nodos uniéon adyacentes a partir de la raiz del arbol A:

A [0 siA#®
#@(A)—{ 1+ #g(Ao) + #g(A1) stA=Aod Ay

Recordar que, por definicién de T, un arbol no puede consistir de infinitas ocurrencias consecutivas de
@. Por lo tanto, la definicién anterior resulta bien fundada, al igual que la siguiente:

Definiciéon 3.3.10. El truncado de un tipo (infinito) A a profundidad k, notacién Aly, se define
inductivamente como:

AJO £ 9
alprr 2 a para a € VUC
(Ao *Al)Jk+1 £ AOJk *Ale para % € {@, D}
A

(Ao ® A1) k+1

donde € € C es una constante de tipo distinguida para identificar los nodos donde se produjo un corte.

Ao lr+1 ® At k41

Nota 3.3.11. Dado un tipo union-mazimal @, ,A;, se tienen (D;cpnHi)|k+1 = Bicn(Ailr+1)-

Equivalencia de tipos infinitos

Definicion 3.3.12. La relacion de equivalencia ~« de tipos infinitos se define como la interpretacion
co-inductiva de los esquemas de regla de la Fig. 3.3.

Notar que (E-UNION-T) es en realidad un esquema de regla, representando todas las posibles asocia-
ciones dentro de los tipos unién-maximal A = @;.,A; y B = B;<,»B;. Cada instancia del esquema
expresa que cada A; debe ser equivalente a algun B; via la funcién f:[0,n) — [0,m) y vice versa
(con g : [0,m) — [0,n) respectivamente). Notar que este esquema implica que el conectivo @ no solo
es asociativo, sino también conmutativo e idempotente.

Formalmente, sea @~ : p(T x T) = p(T x ¥) la funcion generadora asociada a las reglas de la
Fig. 3.3, definido como

Do (X) (a,a) |a € VUC}

(DQA,D"QA") | (D, D), (A, .A’>€X}
(ADB,A DB | (A AN, (B,B) e X}
<@i<nﬂia@J<m H 13 #@n+m>2
3f:[0,n) = [0 m)< 1,3f y) € X,

ﬂg : [O,m) [ n) g(j)> > € X}

cC CCl»
A A A
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D=<zD A=z A A <z A B =B
(S-REFL-T) (s-coMP-T) (s-FUNC-T)
a=za DQA =D @A ADB =z A DB

(‘Ai =z gf(l))l<n f : [03 n) — [07m) (‘Al ?é 69)i<7u (BJ # EB)J<ﬂ”b n+m> 2
Dicnhi 2z BjcmB;

(S-UNION-T)

Figura 3.4: Sub-tipado de tipos infinitos.

Luego, ~« = v®~_. Puede verse que esto define efectivamente una relaciéon de equivalencia. Mas afin,
tal relacion resulta invertible para tipos no-uniéon. Los detalles de éstas propiedades pueden encontrarse
en el Ap. B.

Lema 3.3.13. ~« es una relacion de equivalencia (i.e. reflexiva, simétrica y transitiva).
Lema 3.3.14. Sean A,B € ¥ tipos no-union tal que A ~x B.

1. Si A =a, entonces B = a.

2. SiA=DQA, entonces B=D QB con D ~¢ D' y A ~5 B'.

3. SiA=A DA", entonces B=B" D B" con A ~¢ B’ y A" ~5 B".

Por otro lado, la sustitucion de tipos (infinitos) equivalentes resulta en expresiones a su vez equi-
valentes.

Lema 3.3.15. Sean A ~g A’ y B ~¢ B’. Luego, {V \B}A ~< {V\ B’} A"

Por ultimo, resulta conveniente la caracterizacién de la equivalencia mediante la comparacién de
los truncados finitos para toda profundidad posible.

Lema 3.3.16. A ~¢ B sii Vk € N.A|, ~c B%.

Sub-tipado de tipos infinitos
Del mismo modo, se tiene una caracterizacion co-inductiva del sub-tipado para tipos infinitos.

Definicion 3.3.17. La relacion de sub-tipado =g de tipos infinitos se define como la interpretacion
co-inductiva de los esquemas de regla de la Fig. 3.4.

Aqui se destaca la regla (s-union-T), donde un tipo unién-maximal @,_,A; es sub-tipo de otro
unién-maximal ;. ,,, B; si al menos uno de los dos tiene una ocurrencia del conectivo @ (i.e. n4+m > 2)
y existe una funcion f:[0,n) — [0,m) tal que A; =5 By(;) para todo i < n. Cabe destacar que las
reglas se derivan de aquellas en la Fig. 3.2. M4s precisamente, (s-uNION-T) surge de (S-UNION-R1),
(s-UNION-R2), (s-UNION-L) y el hecho de que siempre pueden permutarse (S-UNION-R1) y (S-UNION-R2)
con (S-UNION-L).

Al igual que para la equivalencia, puede definirse formalmente la relacién de sub-tipado mediante
la funcion generadora @< : (T x T) — p(T x T), asociada a las reglas de la Fig. 3.4

£ {{a,a) |a€VUC}

U {{(DQA,D"QA"Y|(D,D),(AA) e X}

U {ADB A DB)YI| (A A),(B,B)eX}

U {< 1<TL‘A17@J<TH HA B #®,n+m>2
3f +[0,n) = [0,m). ~A17Bf )) € X}

éﬁrs (X)
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Luego, =g = v®<.. A continuacion se presentan algunas propiedades de la relaciéon de sub-tipado.
Lema 3.3.18. =<z es un pre-orden (i.e. reflexivo y transitivo).

Al igual que la equivalencia presentada anteriormente, la relacion de sub-tipado para tipos infinitos
es invertible en el caso de los tipos no-unioén.

Lema 3.3.19. Sean A,B € ¥ tipos no-union tal que A < B.
1. A=a sii B=a.
2 A=DQA siiB=D QB', conD 25D y A <z B

3 A=A DA siiB=B DB’ con B s A y A" <z B".

Adicionalmente puede verse que la relacién de sub-tipado subsume a la de equivalencia.
Lema 3.3.20. Si A ~x B, entonces A <5 B.

Lema 3.3.21. A <¢ B sii Vk € N.A|j, <5 By

Correspondencia con p-tipos contractivos

El objetivo de esta seccidon es probar la correspondencia entre las relaciones de equivalencia y sub-
tipado sobre tipos infinitos y sus contra-partes definidas anteriormente para p-tipos contractivos. De
este modo, se concluye la invertibilidad de la relacion ~,, una propiedad clave para garantizar al
adecuacion del sistema de tipos a definir.

Los u-tipos contractivos caracterizan [Cou83, AC93, BH98, Pie02| un sub-conjunto propio de T,
conocido como drboles requlares (379): aquellos arboles cuyos conjunto de sub-arboles distintos es fi-
nito. Dado un p-tipo contractivo A, [A]* denota el arbol regular obtenido al desdoblar completamente
todas las ocurrencias de V. B en A. La Def. 3.3.22 a continuacion extiende la dada en [Pie02] incorpo-
rando tipos aplicativos y unién. Puede verificarse su buena fundacién apelando al orden lexicogréfico
(Ip|, #4.(A)), donde #/,,(A) es el nimero de ocurrencias del constructor de tipos p a la cabeza del tipo
A. Notar que la contractividad de los p-tipos garantiza #,,(uV.A) > #,({V \uV.A} A).

Definicién 3.3.22. La traduccion de u-tipos contractivos a tipos infinitos requlares [ ]~ : T — "9,
se define inductivamente de la siguiente manera:

[a]*(e) = a para a € VUC
[Ag* Ai]¥(e) & = para x € {@Q, D, &}
[4o » As]*(ip) = [Ai]*(p) parax € {@,D, &}
[uV.A)E(p) = [V \pV.AJAJ*(p)

La conmutacién entre la traducciéon y las sustituciones es la esperada.
Lema 3.3.23. [[V \ B A]* = (V \ [B]*}[A]*.

El desdoblamiento finito de un p-tipo contractivo A = uV.A’ consiste en reemplazar recursivamente
todas las ocurrencias libres de V' en A’ por A mismo, una cantidad finita de veces. Este resulta ser una
herramienta util para demostrar la correspondencia entre las relaciones de equivalencia (sub-tipado)
via la traduccion definida anteriormente. Formalmente:
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Definicién 3.3.24. El desdoblamiento finito de un p-tipo contractivo A = uV.A" relativo a un p-tipo
contractivo B y una sustitucion o, notado Alfs,a: se define como:

Ap, 2B AR, S (0w (V\A A

Lema 3.3.25. Sean A = uV.A’' y B u-tipos contractivos, y o sustitucion. Luego, Vk € N.[[A’]“B’U}]Tjk ~g
[0 A]* ] .

Nota 3.3.26. Se sigue inmediatamente del resultado anterior que para todo n > k, [[A%,g]]zjk ~e
[0 A* ] .

Uno de los resultados principales de la presente seccién es la correspondencia entre las relaciones
~, vy ~z via la funcién [_]*. Para lograrlo se apela al siguiente lema, que relaciona dos pu-tipos
equivalentes con los truncados arbitrarios de sus respectivos arboles:

Lema 3.3.27. A ~, B sii Vk € N.[A]* | ~< [B]* .
Teorema 3.3.28. A ~, B sii [A]* ~¢ [B]*.

Demostracion. El resultado es consecuencia inmediata de los Lem. 3.3.16 y 3.3.27: A ~,, B sii Vk €
N.[A]* |k ~< [B]* |« sii [A]* ~« [B]*. O

Para demostrar la correspondencia entre las relaciones de sub-tipado se requiere verificar primero
que todas las asunciones sobre variables en el contexto de sub-tipado pueden ser sustituidas por p-tipos
contractivos convenientes previo a la aplicacion de [ _]*.

Lema 3.3.29. Sean ¥ = {V; 2, W;}icn, un contexto de sub-tipado y o una sustitucion tal que
dom(c) = {Vi, Witicn, 0(Vi) = A; y o(W;) = B; con dom(o) Nfv({4;, Bi}icn) = 0, [A]* =< [Bi]*
y A;, B; € T para todo i <n. Si S+ A~, B, entonces [cA]* ~z [oB]*.

Finalmente, se demuestra la correspondencia entre <, y =z via la funcién [_]*, apelando al
Lem. 3.3.29.

Teorema 3.3.30. A <, B sii [A]* << [B]*.

Demostracion. La ida es inmediata por Lem. 3.3.29 con la sustitucién identidad. Para la vuelta se
apela al truncado de tipos infinitos, al estilo del Lem. 3.3.27 para equivalencia, y se concluye por
Lem. 3.3.21. Detalles en el Ap. B. O

Por dltimo, se tiene la invertibilidad de la relacion de sub-tipado ~, para tipos no-unién. Un

resultado clave para el desarrollo de la prueba de adecuacion del sistema P.
Teorema 3.3.31. Sean A, B € T tipos no-union tal que A <, B.

1. A=a sit B=a.

2. A=DQA" sis B=D'"QB', conD <, D" y A" <, B'.

3. A=A DA sii B=B >B", conB <, A" yA" <, B".

Demostracion. El resultado es inmediato por Lem. 3.3.19 y Teo. 3.3.30. O
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Reglas de tipado para patrones

Otpp:D 0 tpq: A
———— (P-MATCH) — (P-CONST) (P-cowmP)
r:AbFpz: A Fpc:cC 0;0' Fopg:DQA

Reglas de tipado para términos

Tx)=A 'bkr:D ThHu:A
———  (T-vAR) ———— (T-CONST) (T-comP)
'kax: A I'kec:c 'kFru:DQA

(0i Fppit Ai)icn  cmp([pi : Ailicn) (T50i - 8:: B)icn
Tt (pi =6, 8i)icn : Dicpdi O B

(T-ABS)

Ptr:@;c,4iDB Thu:A;, k<n 'ts:A FA<, A
(T-APP) (T-suBs)
I'tru:B I'ts: A

Figura 3.5: Reglas de tipado del sistema P para CAP.

Propiedades adicionales de los p-tipos contractivos

Los siguientes resultados muestran que p-tipos unién-maximal en relaciéon de equivalencia o sub-
tipado pueden ser descompuestos, al igual que los tipos infinitos, siguiendo la légica de las reglas
(E-UNION-T) y (s-UNION-T) respectivamente. Estas propiedades resultan cruciales a la hora de probar
la adecuacién del sistema de tipos.

Lema 3.3.32. Sean (A;)i<n, (Bj)j<m € T tipos no-union. Luego, D, p,Ai ~u DjemB; sii existen
Junciones f:[0,n) — [0,m) y g:[0,m) = [0,n) tales que (A; ~, Brg))icn ¥ (Agg) ~p Bj)i<m-

Lema 3.3.33. Sean (A;);<, € T tipos no-union. Luego, ., A; =, DjcmB; sii existe una funcion
f : [O,Tl) — [077’)’1) tal que (Az ju Bf(l))l<n

3.3.3. Reglas de tipado

El sistema de tipos P para CAP introducido a continuacion consta de dos clases de juicios de tipado.
Por un lado se denota de manera tradicional los juicios para términos, I' -t : A, y por otro se usan
juicios de tipado especiales para patrones, 6 k-, p: A. Ademas, se extiende la nocién a sustituciones:
'k o: 0 sii dom(o) = dom(f) y para toda x € dom(o) vale I' - o(x) : (z). Las reglas del sistema
P se muestran en la Fig. 3.5, donde se tienen conjuntos de reglas distintos para patrones (arriba) y
términos (abajo). Se utiliza la notacién >p I' - ¢ : A para expresar que el juicio de tipado I' ¢ : A es
derivable en P (analogamente para >p 6 b, p: A). Un término se dice P-tipable en el sistema si existe
una derivaciéon que lo tiene como sujeto, i.e. existen I' y A tal que 1 >p '+ ¢ : A, siendo 7 el nombre
de la derivacion.

Las reglas para patrones son simples e intuitivas: buscan replicar en el tipo la estructura del
patron: i.e. si >p 0 b, p: A, entonces pos(p) C pos(A). Cabe destacar, sin embargo, que las variables
en el contexto de tipado son manipuladas de manera lineal: i.e. dom(f) = fv(p) siempre que >p
0o p: A (notar la unién disjunta de contextos en la regla (p-comp)). Esto garantiza la linealidad de
los patrones tipables, una caracteristica necesaria para el buen comportamiento de la operaciéon de
matching (cf. Sec. 3.2).

Respecto a las reglas de tipado para términos, si bien no se cuenta con reglas explicitas de weakening
y strengthening, estas son admisibles en el sistema (cf. Lem. 3.3.50). De particular interés es la regla
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(T-aBs) y el hecho de que se tienen dos reglas para la aplicacién: (r-comp) y (T-APP). En cuanto
a estas ultimas, la primera busca tipar aplicaciones que no generan redexes, sino que pertenecen a
estructuras de datos y pueden, eventualmente, ser descompuestas por la operacion de match; mientras
que la segunda requiere un tipo funcional para el sub-término izquierdo, constituyendo potencialmente
un redex. Cabe destacar el hecho de que en (T-app) los A; no necesariamente son tipos no-unién,
permitiendo asi tipar ejemplos como

(true —» 1| false —» 0) ((true —» false | false — true)true)

donde 0 y 1 son abreviaturas para zero y suczero respectivamente. En este caso, la instancia mas
externa de (T-appP) es con n =1y Ay = Bool = true @ false. En cuanto a (T-ABS), requiere una serie
de condiciones. En primer lugar, cada patron p; debe ser tipable bajo un contexto 6; propio. Por otro
lado, el cuerpo s; de cada rama debe ser tipable bajo el contexto I' extendido con el correspondiente 6;.
Mas notable es la condicion cmp([p; : A;]i<n): i-e. que la lista [p; : A;];<n sea compatible, una nocion
desarrollada para garantizar el buen comportamiento dinamico de sistema, la cual es discutida en la
Sec 3.3.4. Los contextos 6; son introducidos en la sintaxis de las abstracciones para llevar registro
explicito de los tipos asignados a las variables abstraidas. Esto resulta en una sintaxis muy similar a
la original de PPC, pero donde los 6; deben interpretarse como conjuntos de asignaciones de la forma
z : A en lugar de simples conjuntos de variables (simbolos). En particular, si fv(p) = 0 se escribe
simplemente p — s.

3.3.4. Compatibilidad

El objetivo de esta seccion es estudiar la definicion del predicado cmp( ) presente en la regla
(T-ABS): i.e. establecer las condiciones necesaria para garantizar que, dada una abstraccion de la forma
(pi =0, Si)i<n, un argumento destinado a una rama k no sea accidentalmente capturado por otra rama
I # k. Como consideracién preliminar, el hecho de que la regla de reduccién +— g evaliie los patrones
de izquierda a derecha garantiza que todo potencial [ conflictivo satisface [ < k (i.e. basta analizar las
ramas precedentes). Dicho en otros términos, se busca establecer una nociéon de compatibilidad entre
los patrones de una abstraccién y sus tipos asignados de modo que, de haber solapamiento entre las
ramas, los respectivos tipos de los patrones estén adecuadamente relacionados para garantizar que el
tipo general de una expresion se preserve al reducir.

Se dice que un patron p subsume a otro g, notado p < g, si existe una sustituciéon o tal que op = q.
Para ilustrar los conceptos detras de la nociéon de compatibilidad, considerar la abstraccion binaria
(p =6 8| ¢ —e t)ylos juicios de tipado 8 -, p: Ay 6’ -, ¢ : B. A continuacién se analizan las distintas
posibilidades segtin si p subsume a ¢ o no, para luego generalizar el analisis a una cantidad arbitraria
de ramas.

Si p subsume a ¢, en particular, todo argumento de la rama q —¢/ t serd capturado por p =g s. En
efecto, dado u : B en matchable form, {p\u}} sera exitoso, reduciendo a {p \u}} s y quedando la rama
g —¢ t inutilizable. Puesto que para tipar s se asume 6 -, p: A, esto lleva a imponer la condicién
B =<,, A para evitar situaciones como

(:L' —{x:Nat} L | Y ~ {y:Bool} O) true -8 true

Si p no subsume a ¢ (i.e. p 4 q), se analiza la causa por la que esto sucede para poder determinar
si es necesario imponer condiciones adicionales sobre A y B. En algunos casos no lo es, por ejemplo

f=ipenony (€2 2oy c(f2) (3.5)
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No es necesario establecer una relacion entre A = c@C y B = d @ E puesto que las ramas son
mutuamente excluyentes. Sin embargo, hay situaciones que requieren un anélisis més refinado, como

fotposey (ez =pmey c(f2) (3.6)
| Y —“{x:Dy:E} TY )

donde, en particular, ¢ < p; o en

[ =100 (cz ey c(f2)
| e —(mpy Te )

donde ¢ 4 p. El problema en estos ultimos dos casos se presenta si se permite que x tome el valor c.
En término de tipos, si ¢ <, D entonces se quiere B=DQF <, cQC=A (idem para B= D Qe).
Sin embargo, esta condicién no siempre se puede expresar en términos de sub-tipado. Por ejemplo,

fﬁ{f:CDC’} ( TY —{x:D,y:C} fy (37)
| z {207} z )

donde puede darse C' ~, D' @ E, siendo necesario pedir B = C" <,, A sin que se de necesariamente
D =<, D" oC =, E (i.e. el simple hecho de ser C’ equivalente a un tipo aplicativo implica imponer la
condicion B =,, A, independientemente de la relacién entre sus partes). Por otro lado, notar que no
serfa correcto imponer siempre la condicion B <, A: por ejemplo, si C' = Cy D C1, un argumento para
la segunda rama es (en principio) una abstraccion, en cuyo caso no es necesario imponer restricciones
adicionales.

Para formalizar este criterio, se asume p 4 ¢ y se analizan las posiciones de mismatch entre
los patrones (c¢f. Def. 3.3.34), relacionandolas con los constructores admitidos (c¢f. Def. 3.3.41) en
la respectiva posicion de sus tipos asociados A y B. Recordar que, por construccion, el tipado de
patrones replica en el tipo la estructura del patrén. La notacion ¢|, denota el sub-término en posicion
p de t (cf. Sec. 1.2.1), extendido a patrones de CAP de forma inmediata puesto que estos se componen
tinicamente de atomos y aplicaciones.

Definicion 3.3.34. El sub-conjunto de posiciones maximales de un conjunto de posiciones P se define
como:

maxpos(P) £ {p € P | Aq € P.q=pp,p' # ¢}

El conjunto de posiciones de mismatch entre dos patrones se define como:

mmpos(p, ¢){p | p € maxpos(pos(p) N pos(q)),plp # qlp}

En particular, si p<iq, entonces mmpos(p, q) = (). Por otro lado, si p 4 g, las posiciones de mismatch
entre p y q corresponden a nodos hoja en el arbol sintactico de alguno de los dos patrones.

Sea p una posicion de mismatch entre p y ¢, la siguiente tabla ilustra las distintas situaciones de
interés:

p|p (J|P
(a) c Y puede requerir restriccion
(b) c d | no hay solapamiento (¢ 4 p)
(c) c go g1 | no hay solapamiento
(d) | pop1 y puede requerir restriccion
(e) | pop1 | goq1 | no hay solapamiento
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En los casos (b), (¢) y (e) no es necesario imponer condiciones adicionales sobre los tipos de p
y ¢ porque los respectivos conjuntos de argumentos posibles son disjuntos (cf. ejemplo (3.5)). Los
casos en donde deben examinarse A y B para imponer una condicion (de ser necesario) son (a) y (d),
ejemplificados en (3.6) y (3.7) respectivamente.

Se introducen a continuacién algunas definiciones y propiedades auxiliares que respaldan la forma-
lizacién de la nocién de compatibilidad propuesta.

Definiciéon 3.3.35. El conjunto de posiciones inspeccionables de un tipo infinito A, notado ipos(A),
se define como:

ipos(a) = {e} para a € VUC
ipos(Ap @A) 2 {elU (Uie[o,l] {ip|pe ipos(fli)})
ipos(Ag D A1) = {e}
ipos(Ao ® A1) £ Usepo, 1) ipos(Ai)

A su vez, dado un p-tipo contractivo A, se define ipos(A) = ipos([A]*).

En particular, los nodos unién son colapsados en un mismo conjunto, mientras que no se permite
inspeccionar por debajo de tipos funcionales. La intuicién detras de esto es que los patrones permiten
descomponer data structures, cuyos tipos pueden estar definidos de manera recursiva como la unién
de compounds y constructores atomicos, e.g. Nat £ p.zero @ suc @ a. Sin embargo, los patrones no
pueden descomponer funciones (la operacion de matching solo tiene éxito con una abstracciéon como
parametro cuando el patron es trivial, i.e. p = x), por lo que no es necesario inspeccionar internamente
sus tipos.

Dada una derivaciéon de tipo para un patron, las posiciones de este dltimo resultan ser un sub-
conjunto de las posiciones inspeccionables del tipo asociado.

Lema 3.3.36. Sea m, >p 0 Fpp: A. Luego, pos(p) C ipos(A).

Mas atun, la relacién de equivalencia preserva las posiciones inspeccionables.
Lema 3.3.37. Sean A ~x B. Luego, ipos(A) = ipos(B).
Corolario 3.3.38. Sean A ~, B. Luego, ipos(A) = ipos(B).

A su vez, el sub-tipado preserva el orden de inclusion del los conjuntos de posiciones inspeccionables
subyacentes.

Lema 3.3.39. Sean A << B. Luego, ipos(A) C ipos(B).
Corolario 3.3.40. Sean A <, B. Luego, ipos(A) C ipos(B).

Estos resultados justifican la buena definicién de la nocién de constructores de tipo admitidos en
una posiciéon dada de un patron.

Definicion 3.3.41. El conjunto de constructores admitidos por un tipo infinito A en posicion p €
ipos(A), notado Agp, se define como:

AL L A} siA( 4@

ALLZ.p 20 si A(e) ¢ {@Q, @}, 7€ [0,1]
(Ao @ A1)k, £ Ail, para i € [0,1]
('AO @A1)$p £ Uie[O,l] -AiJJp

A su vez, dado un p-tipo contractivo A, se define Al = [[A]]S(Lp.



3.3. SISTEMA DE TIPOS 55

En particular, dado >p 6 b p : A, el conjunto A(Lp esta bien definido para toda posicion p € pos(p)
pues pos(p) C ipos(A).

Como es esperado, la equivalencia de tipos preserva el conjunto de constructores admitidos en una
posicién inspeccionable dada.
Lema 3.3.42. Sean A ~5 B y p € ipos(A). Luego, .A$p = Bl)p.
Corolario 3.3.43. Sean A~, B yp € ipos(A). Luego, A(Lp = Bch-

También es el caso para sub-tipado, el cual preserva el orden de inclusiéon de los respectivos conjuntos
de constructores admitidos.

Lema 3.3.44. Sean A << B y p € ipos(A). Luego, A(Lp - B(Lp.
Corolario 3.3.45. Sean A <, B y p € ipos(A). Luego, AJ)p - B(Lp.

El siguiente predicado informa cuéndo los conjuntos de argumentos posibles entre dos patrones se
solapan, basandose no solo en la estructura de los patrones, sino también en su informacion de tipo
asociada.

Definicion 3.3.46. La asignacion de tipo p : A se solapa con q : B, notado ovl(p: A,q: B), sii
Vp € mmpos(p, q).AL, N Bl # 0.

Aquellos casos de solapamiento entre conjuntos de argumentos son precisamente los que requieren
de la restriccion sobre los tipos asociados a los patrones. Esto se expresa en la nocién de compatibilidad.

Definicion 3.3.47. La asignacion de tipo p : A es compatible con q : B, notado cmp(p : A, q : B), sii
ovi(p: A,q: B) = B =<, A. Una lista de asignaciones [p; : Aili<n se dice compatible si todo elemen-
to es compatible con sus sucesores: i.e. cmp([p; @ Ailicn) s1 Vi, j < ni <j = cmp(p; : Ai,pj : Aj).

Ejemplos de derivaciones

Una vez presentada la nocién de compatibilidad se cuenta con todas las herramientas para ilustrar
como se tipan o rechazan los términos anteriormente analizados.

En particular, el ejemplo (3.3) es rechazado por el sistema puesto que los patrones 1z e 1y se
solapan, pero sus tipos asociados | @ Nat y | @ Bool no se encuentran en relaciéon de sub-tipado.

Maés interesante aun resulta el caso de la funcion upd (¢f. ejemplo (3.2)), la cual constituye el
ejemplo paradigmético de path polymorphism. En particular, tipar upd implica tipar el operador de
punto fijo Y, lo cual es posible gracias a la expresividad de los tipos recursivos. En primer lugar es
necesario tipar una variable aplicada a si misma, para lo que se apela al tipo recursivo uX.X O A con
X ¢ A. Notar que se tiene entonces pX.X D A ~, (uX.X D A) O A. Luego, la siguiente derivacion
T €8 valida:

(T-VAR)

r:puXXDAFz: pX.XDA
(T-sUBS) (T-VAR)
x:puXXDAFz: (WX XDA) DA z:pXXDAFz: pX.XDA
z:puXXDAkFzx: A

Mas atin, es posible aplicar f y abstraer z, obteniendo la derivacion m,_, ¢(zq):

(T-APP)

(T-VAR)
fiADAFf:ADA T

fAD Az : uXXDAF f(zx): A
JADAFx —»uxxoay fzz): (XX DA)DA

(T-APP)

(T-ABS)



56 CAPITULO 3. CALCULOS CON PATRONES

Finalmente, apelando nuevamente a equivalencia y sub-tipado se obtiene la siguiente derivaciéon my
para el operador Y con un tipo A arbitrario:

7Tw—> xrx
flzz) (T-suBs)
Moo fex) JiADAFT s x x4 fra): pX.X DA
(P-MATCH) (T-APP)
f:ADAFf:ADA frAD AR (@ >(ppx.xoay f(22) (T 2 (apuxxoay f(za))t A s,

Ff=(panay (T =epux.xoay [(22)) (T = (epux.xoay f(22): (ADA)DA

Basta ver entonces que se puede derivar el tipo adecuado para el término t,,4 dado por

upd = (upd:(A>B)>Fa>Fs} | ~{f:a58) (12 =(..a) 1(f2)
| 2Y = (2:Fa,y:Fa) (upd f x) (upd fy)
| W = {w:nilgconsdnode} W )

de modo de obtener upd al aplicar el operador Y (cf. definicién de Y y funciones recursivas en Sec. 3.1.1).
Recordar que se busca asignar upd : (A D B) D Fa D Fp, donde Fx se define como el tipo recursivo
pe.(1@ X) @ (a0 @ ) @ (nil @ cons @ node). Entonces, es necesario obtener una derivacion para el juicio
Ftupd : ((AD B) D Fa D Fg) D (AD B) D Fa D Fp para luego aplicar correctamente el operador Y.

Por un lado, es posible derivar los juicios de tipado esperados para los patrones de la abstraccion
més interna de upd, obteniendo 71, 7y ¥ T, respectivamente:

(P-CONST) ——— (P-MATCH)
Fpl:l z:AFpz: A

z:AkFplz:1@A

(pP-comP)

——— (P-MATCH) ——— (P-MATCH)
T Fabpx:Fy y:Fabpy:Fy

Py Fabpoy: FAQFy

(P-comp)

- - (P-MATCH)
w : Nil @ cons @ node -, w : nil & cons & node

Notar que estas asignaciones de tipo a los patrones son compatibles, pues el predicado de solapamiento
resulta falso en los tres casos a comparar:

1.ecmp(lz: 1@ Ajzy: Fa @Q Fy): se tiene el conjunto de posiciones mmpos(1l z,xy) = {1}, y al
inspeccionar resulta (1@ A)[, N (Fa @ Fa)l, = {1} N {@, nil, cons, node} = .

2. cmp(lz:1@ A, w : nil & cons & node): se tiene el conjunto de posiciones mmpos(1 z,w) = {e}, y
al inspeccionar resulta (1@ A)}_n (nil @ cons @ node)), = {@} N {nil, cons, node} = (.

3. cmp(zy: Fa @QF4,w : nil ®cons @ node): se tiene el conjunto de posiciones mmpos(zy, w) =
{€}, y al inspeccionar resulta (F4 @ F4)}_nN(nil ® cons @ node) |, = {@} N {nil, cons, node} = 0.

Por lo que no es necesario aplicar restricciones sobre los tipos asociados.

Por otro lado, considerar la siguiente derivacion m,,q 5 para el upd f:

(T-VAR) (T-VAR)
upd: (ADB)DFAaDFpltupd:(ADB)DF4DFp f:ADBFf:ADB

upd: (ADB)DFAaDFp;f:ADBbrupdf:F4DFg

(T-APP)



3.3. SISTEMA DE TIPOS 57

que permite derivar Typd fo ¥ Tupd fy T€Spectivamente:

——— (T-VAR)
Tupdf T :Fabx:Fy

upd : (ADB)DFs D Fp;f:ADBjz:Fatupdfx: Fp

(T-APP)

——— (T-VAR)
Tupd f y:FAl—y:FA

upd : (ADB)DF4s D Fp;f:ADB;y:Fatupdfy: Fp

(T-APP)

Se apela a sub-tipado para derivar el tipo Fp correcto para los cuerpos de las ramas de la abstraccion
interna. Notar que F'x ~, (1@ X) & (Fx Q Fx) & (nil & cons & node) por (e-roLp). Luego, se tienen
@B =, Fg, FpQFp =, Fp ynil®cons®node <, Fg por (s-UNION-R1), (S-UNION-R1) y (s-EQ). Por
lo tanto, es posible derivar 7, 7, y 7, respectivamente (para simplificar la lectura se nombra las
derivaciones con los patrones de sus respectivas ramas):

(T-VAR) —— (T-VAR)
f:ADBFf:ADB z:AkFz: A
(T-CONST) (T-APP)
: : ;20 z:
F1:1 f:ADB;z:AFfz:B
T-COMP
f:ADB;z:AF1(fz):1@B ( )
(T-suBS)
f:ADB;z: AF1(fz): Fp
Tupd fa Tupd fy
(T-comP)

upd : (ADB)DFaDFp;f: ADB;x: Fasy: Fab (upd fz) (upd fy) : Fp @QFp
upd: (ADB)DFADFp;f:ADBjx: Fa;y: Fab (upd fz) (upd fy): F

(T-suUBS)

- - (T-VAR)
w : Nil @ cons @ node F w : nil ® cons @& node

- (T-suBs)
w : nil @ cons @ node - w : F

Se esté entonces en condiciones de aplicar (T-ABS) y (T-sUBS) para obtener:

Tz Tay Tw Triz ﬂ.:;:y ﬂ-:ﬂ
(T-ABS) /(T-SUBS)
upd: (ADB)DFs D Fp;f :ADBF (1z »(.a 1(fz2) :FaD Fp
| Y = (2:Fa,y:Fa) (upd f x) (upd fy)
| W = {w:nilgconsdnode} W )

Finalmente basta aplicar (T-aBs) dos veces para abstraer las variables upd y f, obteniendo la derivacion
>p b tupd: (ADB)D F4 D Fg) D (ADB)DF4 D Fg,yluego concluir por (T-APP) con Ty, Typd>p
FYtypd: (ADB)DFaDFp.

Como ejemplo adicional, suponer que se quiere aplicar la funcién upd a una estructura que contiene
valores de diferentes tipos: como ser nimeros prefijados con la constante 1 y funciones de naturales
en naturales prefijadas con la constante f. Notar que upd no puede ser tipada tal cual es. La razon
es que su ultima rama debera soportar adicionalmente valores de tipo funcional, recibiendo el tipo
nil & cons ¢ node®(Nat D Nat). Esta expresion no resulta ser un datatype, por contener un componente
funcional en la unién. Como consecuencia, el patrén xy de la segunda rama de upd no puede ser
tipado, dado que requiere un tipo aplicativo @ cuya primera componente debe ser necesariamente un
datatype. Una posible solucién a esta situacién es considerar una rama adicional capaz de manejar
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valores prefijados por f:

upd’ = f =(1.458} 9 ~{g:(A0541)5B} (12 =(za) 1(f2)
| fz _){ZZA()DA1} f (gZ)
| TY —{z:Cy:D} (Upd fﬂ?) (upd fy)
| W = {w:E} w )

El tipo de upd’ es entonces (A D B) D ((Ao D A1) D B) D (F)y g,~a, 2 Fp ) con el tipo recursivo

Fyy 2 pa.(l1@X)e (fQY)® (a@a)@ (nil © cons @ node). Aunque a primera vista esto puede re-
sultar una limitacién del sistema, es en realidad bastante natural. El sistema de tipos establece una
clara distincién entre data semi-estructurada, propensa a ser tratada con path polymorphism, y data
no estructurada, representada aqui por los tipos base y funcionales.

3.3.5. Propiedades del sistema

Antes de abordar la adecuacion del sistema (i.e. subject reduction y progress en Sec. 3.4) se pre-
sentan una serie de propiedades adicionales, entre las que se destacan el clasico lema de sustitucion
(Lem. 3.3.51) y el novedoso lema de compatibilidad (Lem. 3.3.55).

Los siguientes dos lemas son adaptaciones directas del clasico Lema de Generacion al sistema de
tipos de CAP. Permiten descomponer el tipado de un patrén o un término basandose en la forma de
estos dltimos respectivamente.

Lema 3.3.48 (Generacion de patrones). Sea m, >p 6 Fp, p 1 A. Luego,
1. Sip =z, entonces 6(z) = A.
2. Sip=c, entonces A =_cC.

3. Sip=rpop1, entonces @ = 6y;61 y A=DQA" tal que mp, >p by Fppo: D ymp, Spbibpprt A

Lema 3.3.49 (Generacion). Sea my >p 't : A. Luego,
1. Sit=uz, entonces I'(x) = A" y A" <, A.
2. Sit=c, entonces C =X, A.
8. Sit=ru, entonces:

a) AD, A" €T tal que DQA <, A, mp>pTFr:Dym,>pltu:A’; o bien
b) 3(Ai)icn, A €T tal que A’ <, A, mppTHr: @, A DA ym,>plFu: Ay para algin
k <n.

4. Sit=(p; = Si)icn, entonces I(A;)i<n, B € T tal que D;,Ai D B 2, A, (mp, >p 0; Fppi: Ai)icn,
cmp([pl : Ai]i<n) Y (ﬂ-si >p F,HZ - S; B)i<n'

El siguiente lema relaciona las variables libres de un término con las asunciones del contexto de
tipado. En particular, permite ver que las clasicas reglas de weakening y strengthening son admisibles
en el sistema.

Lema 3.3.50. Sea n>p 't : A. Luego,

1. Sea A un contexto de tipado tal que T C A, entonces 7' >p At : A.
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2. fv(t) € dom(T").

3.« >p F|fv(t) Ft: A

Un resultado auxiliar clasico para la prueba de subject reduction es el lema de sustitucion. Recordar
que I' - o : 0 denota dom(c) = dom(f) y para toda = € dom(c) vale I' - o(z) : 6(x). Luego, el lema
adaptado al sistema de tipos de CAP establece:

Lema 3.3.51 (Sustitucion). Sean s >p ;0 s: A ynme >p ' Fo:60. Luego, mos >p T'Fos: A.

El siguiente lema permite deducir la forma del tipo asignado a un término cuando este ultimo es
un data structure. Esencialmente muestra que a todo data structure tipable puede asignérsele, a su
vez, un datatype no-union.

Lema 3.3.52. Sea mg>pI'd: A con d € Dcap. Luego, existe D € D no-union tal que D <, A y
n,>p'Fd:D. Mds ain,

1. Sid=c, entonces D = cC.

2. Sid=d't, entonces D =D'" QA" tal que nl)y >p T Hd : D ymy>plt: A

El siguiente lema muestra que la falla en la operacion de match es suficiente para garantizar que
los tipos del patréon y el argumento no estan relacionados por sub-tipado.

Lema 3.3.53. Sean m,>pIl'tu: B, my>pbOtpp: Ay {p\uj} =fail. Luego, B A, A.

En contraposicién al lema anterior, en caso de éxito en la operacion de match puede derivarse el
tipo de la sustitucion resultante, como se expresa en el siguiente resultado.

Lema 3.3.54. Sean m,>pl'Fu: A mp,>pOt,p: Ay {p\uj} =0. Luego, i, >p'Fo:6.

La compatibilidad debe ser interpretada en el contexto de un S-redex. Asumir que un argumento
u de tipo B es pasado a una funcion donde hay (al menos) dos ramas, definidas por los patrones p y
q, donde el ultimo tiene el mismo tipo que wu. Si el argumento es capturado por el primer patréon de
un tipo A (potencialmente) distinto, entonces ovl(p : A, q : B) debe satisfacerse. De ser asi, como los
patrones de una abstraccion tipada son compatibles y p precede a g, se tiene B <,, A y, por lo tanto
puede darse tipo A a u también. El lema de compatibilidad garantiza que efectivamente el predicado
de solapamiento se satisface en tal situacion.

Lema 3.3.55 (Compatibilidad). Sean m,>pl'F u: B, mp>plbyp: A, my>p0 Fpq: By {p\uj =o.
Luego, ovl(p : A, q: B).

Demostracion. Por induccion en p. Notar que p <1 ¢ implica mmpos(p, ¢) = 0, lo que a su vez implica
ovli(p: A,q: B) trivialmente. Se analizan tnicamente lo casos p 4 q.

» p=c#q.De {p\u}} =0 se tiene u = c y, por Lem. 3.3.52 (1), ¢ <, B. Luego, por Cor. 3.3.45,
cl, = {c} € BJ.. Mas aun, por Lem. 3.3.48 (2), A = c, lo que implica A}_= {c}. Se concluye
pues mmpos(p, q) = {e} y AL _NBL_#0.

= p=pop1. De {p\uj} =0 setienenu =du' y o =o9Woy con oy = {po\d}} y o1 = {p1\u'}}. Por
Lem. 3.3.48 (3), 0 = 6p;61 y A=DQA’ tal que mp, >p b Fppo: Dy mp, p b1 Fpp1 : A’ Més
atn, por Lem. 3.3.52 (2),3D', B’ € T talque D’QB’' <, B, mq>pl'+d: D'y my>pl' Fu' : B'.
Se procede analizando la forma de ¢:
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e ¢ = y. Luego, mmpos(p,q) = {e}. Por Cor. 3.3.45, D'@Q@B’|_ = {@} C BJ_. Luego, se
concluye pues Al = {@} y por lo tanto A}, N Bl_# 0.

e ¢ =d. Por Lem. 3.3.48 (2), B = d, lo que lleva a una contradiccion con D' @ B" <, B por
Teo. 3.3.31. Luego, este caso no es posible.

® ¢ =¢qoq1. Por Lem. 3.348 (3), ¢ = 6(;01 y B= D" QB" tal que myy bp Oy Fpqo: D" y
g, >pb1 Fp q1 : B”.De D'QB’' <, B, por Teo. 3.3.31 (2), se tienen D" <, D"y B' <,, B".
Mas atin, por (T-SUBS) con 7gq y Ty, se obtienen >pI'Hd: D" y >pI' o' : B”. Luego, por
h.i. se satisfacen ovl(pg : D, qo : D”) y ovl(py : A’,q1 : B”). Por tltimo, como ambos patrones
son aplicativos toda posicién de mismatch es interna, por lo que se concluye ovi(p : A,q : B).

O

Adecuacion del sistema

La presente secciéon aborda la adecuaciéon del sistema. Esto se refiere particularmente a dos propie-
dades: subject reduction y progress.
Primero de trata subject reduction. Es decir, que el tipo de un término se preserva por reduccion.

Teorema 3.4.1 (Subject Reduction). Sea m>pI'Ft: A. Sit — t/, entonces existe n' >p ' H 1t @ A.

Demostracion. Por definicion, t — ¢’ implica t = C(l) y ' = C(r) con [ —3 r. La demostracién es por
induccioén en C.

s C=0. Luego, t = (p; =0, Si)icntcon ({p; \u} =fail);cx, {pr \u}} =0y t' = os; para algin
k < n. Por Lem. 3.3.49 (3) hay dos posibles casos:

a)

dD,A" € T tal que DQ A" <, A, >p 'k (pi =g, Si)icn : Dy >p T Fu: A Luego, por
Lem. 3.3.49 (4), 3(A;)i<n, B € T tal que ©;.,4; O B <, D. Por Nota 3.3.4, D ~,, ®; ., D;
con D; € D no-unién para todo j < m. Més an, por (s-EQ) y (s-TRaNs), B;.,4; D B =,
@Dj<mD; y, por Lem. 3.3.33, ®,.,A; D B =X, D; para algin [ < m. Esto lleva a una
contracciéon con Teo. 3.3.31 y el hecho de que D; € D. Luego, este caso no es posible.

3I(Bj)j<m,B" € T tal que B' <X, A, >p 't (p; =g, Si)icn : DjemBj D By bpTFu: B
para algin [ < m. Por Lem. 3.3.49 (4), 3(Ai)i<n, A’ € T tal que B, ,A; D A’ <, D, Bj D
B, (7p, Bp 0 o it A icns cmp([p; = Ailicn) v (s, >p T30, F s+ A')jpp. Por Teo. 3.3.31
(3), DjemBj 2p DicnAi y A" 2, B'. Se quiere ver que puede derivarse I' - u : Ay, para lo
que se consideran dos posibles situaciones:

a) Si u es una matchable form, entonces

e y es un data structure. Luego, por Lem. 3.3.52, existe D € D no-unién tal que
DjuBly >pI'Fu:D.
e u es una abstraccion. Luego, por Lem. 3.3.49 (4), 3C’,C" € T tal que C' D C" <, B,
y>plku:C"'DC".
En ambos casos se tiene C' € T no-unién tal que C =, By y >p I'Fu:C. Luego,
C 2y DjcmB; y, por (s-TraANs), C =, D, A;. Mas atin, por Lem. 3.3.33, C =, Ay
para algtn k' < n y, por (1-suBs), m, >p I'Fu: Ag. Si k = F/, listo. Sino (i.e. k # E'),
por Lem. 3.3.53 con 7y, mp, ¥ {p; \u}} = fail, se tiene Ay A, A; para todo i < k. Luego,
necesariamente es el caso k < k'. Por Lem. 3.3.55 con my, 7, T, ¥ {px \ujj = o, se
tiene ovl(pg : Ak, prr : Arr). Entonces, de cmp([p; : A;]i<n) se tiene cmp(py : Ak, prr : Agr)
y, por lo tanto, A <, Aj. Luego, por (1-suss), m,, >p I' - u : Ay.
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b) Siwu no es una matchable form, entonces pr, = z. Mas atn, como {p;\u}} = fail implica u
en matchable form, necesariamente se tiene k = 1 (i.e. no puede haber ramas precedentes
que fallen). Por otro lado, x <1 p; para todo i < n, por lo que cmp([p; : A;]i<n) garantiza
A; 2, Ap para todo ¢ < n. Luego, ®,.,A4; =<, Ar. Mas atn, de B; =X, D;cnB;
Y @jcmBj 2 DicnAi se obtiene B; <, A por (s-TrRans). Entonces, por (r-suss),
m, >p I u: A

Finalmente, en ambos casos se tiene 7, >p I' - u: A;. Por Lem 3.3.54 con m,,, se tiene
>pI'Fo: 60y, por Lem. 3.3.51 con 7, >p 'Ft' : A’ Luego, de A’ <, B'y B’ <, A, se
concluye por (1-suss), 7' >p 't : A.

s C=C'u. Luego, t =suyt =s ucons— s Por Lem. 3.3.49 (3) se tiene dos posibles casos:

a) 3D, A’ € T talque DQA' <, A, my>pIl'Fs: Dy >pI'u: A’ Por h.i. se tiene my >p
'k s : D. Se concluye por (T-coMP) y (T-SUBS).

b) 3(Ai)i<n, A € T tal que A’ <, A, my>p 'k s: D, ,4; DA y bpI'Fu: Ay para algan
k <n.Por hi. mg >pI'ks :@;.,A; DA Se concluye por (T-apP) y (T-SUBS).

s C=35C". Luego, t =suyt =su conu— u'. Por Lem. 3.3.49 (3) se tiene dos posibles casos:

a) 3D, A’ e T talque DQ A" <, A, bp'Fs:Dym,>plFu: A Por hi. se tiene m, >p
't : A’ Se concluye por (T-comp) y (T-SUBS).

b) 3(Ai)icn, A € T tal que A" <, A, >pI'tFs: D, ,A; DA y 7, >p ' u: Ay para algin
k < n. Por h.i. se tiene 7, >p I'Fu' : Ag. Se concluye por (T-apP) y (T-SUBS).

f C = (pi =0, Cllicn Luego, t = (pi =, 5)icn ¥ ' = (Bs ~0, 5L)in con 55 — s ¥ 8 =
s; para todo ¢ # k < n. Lem. 3.3.49 (4), 3(Ai)i<n, A" € T tal que ©,.,4; D A" =X, A,
(DpbitppitA)icn, cmp([pi : Ailicn) ¥y (Bp T30 si: A')icp. Por hi. Dp ;0 s) 0 AL
Mas atn, como s; = s; para todo i # k <n, (>p I;0; F s, : A');.,,. Se concluye por (T-aBS) y
(T-sUBS).

O

Para formalizar la propiedad de progress es necesario introducir previamente la nociéon de wvalor
para CAP, dada por la siguiente gramatica:

v ou= zv...v|cv...v]|(pi—e, Si)icn

El siguiente resultado auxiliar garantiza que la operacién de matching tiene éxito cuando el argu-
mento es un valor cerrado (i.e. sin variables libres) y tipado. Notar en particular que los valores se
encuentran en matchable form.

Lema 3.4.2. Sean m,>p Fv:Aym,>p0tpp: A Luego, {p\vj} =o0.

Finalmente, progress establece que la reduccion en términos cerrados no queda estancada hasta no
alcanzar un valor.

Teorema 3.4.3 (Progress). Sea m>p Ft: A. Sit no es un valor, entonces t — t'.
Demostracion. Por induccién en t.
» ¢ = z. Este caso no es posible pues, por Lem. 3.3.50 (2), fv(t) = {z} C 0.

= t = c. El resultado es inmediato pues t es un valor.
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= { = ru. Hay tres posibles casos:

1. r no es un valor. Por Lem. 3.3.49 (3), A", A" e T talque 7. >p Fr: A’y >p Fu: A”.
Por h.i. r — r’. Se concluye con t' = ' u.

2. 7 esun valor y u no. Por Lem. 3.3.49 (3), 34", A” e T talque >bp b r: Ay my>p Fu: A”.
Por h.i. u — u'. Se concluye con t' = ru’.

3. r y u son valores. Si r es un data structure el resultado es inmediato pues ¢ también es un
valor. Suponer entonces 1 = (p; =g, Si)i<n. Por Lem. 3.3.49 (3) hay dos casos a considerar:
a) 3D, A" € T tal que D @ A" <, A, >p F (pi =0, Si)icn : Dy >p Fu: A’ Luego,

por Lem. 3.3.49 (4), 3(A)i<n,B € T tal que ®;.,4; D B =, D. Por Nota 3.34,
D ~, ®jcmD;con D; € D no-unién para todo j < m. Mas atin, por (s-EQ) y (S-TRANS),
DBicndi D B 2y BjcmDj y, por Lem. 3.3.33, D, ,A; D B =, D; para algin [ < m.
Esto lleva a una contracciéon con Teo. 3.3.31 y el hecho de que D; € D. Luego, este caso
no es posible.
b) 3(Bj)j<m, B’ € T tal que B" X, A, D>p F (pi =0, Si)icn : DjemBj DBy my >p

Fu: B; para algin [ < m. Por Lem. 3.3.49 (4), 3(A:)i<n, A’ € T tal que @;,4; D
A’ j# @j<mBj D) _BI7 (ﬂ—Pz‘ >p 0; l_p Di Ai)i<n7 cmp([pl : A1]1<n) y (7T5i >p 0;s; : A/)i<n~
Luego, por Teo. 3.3.31 (3), @<, Bj <, D;<,Aiy A" <, B'. Por otro lado, el Lem. 3.3.50
(2) con m, garantiza que u es un valor cerrado, i.e. un data structure o una abstraccion.
Por lo tanto, u es una matchable form y {p; \ u}} esta decidido para todo i < n. Luego,
se tienen dos casos posibles:

e u es un data structure. Luego, por Lem. 3.3.52, existe D € D no-unién tal que

D=,Bybbptu:D.
e u es una abstraccion. Luego, por Lem. 3.3.49 (4), 3C",C"” € T talque C' D C" <, B,
vy >p Fu:C"DC".

En ambos casos se tiene C' € 7 no-unién tal que C =, By y >p Fu:C. Luego,
C =2y DjemBj y, por (s-Trans), C =X, D, A;. Més atn, por Lem. 3.3.33, C' =, Ap
para algtin k' < n y, por (t-suss), m, >p Fu: Ap. Sea S = {i <n | {p; \u} = p}. Por
Lem. 3.4.2 con m, y mp,,,, se tiene {pp \uj} = 0. Es decir, S # ). Finalmente, basta
tomar k£ = min S para concluir con t' = {p \ u}}sk.

» ¢ = (p; =, Si)i<n- El resultado es inmediato pues ¢ es un valor.

3.5. Normalizacion fuerte

Los tipos recursivos permiten tipar términos no normalizantes, lo que puede ejemplificarse facil-
mente apelando a la derivacion my dada anteriormente para el operador de punto fijo Y:

—— (P-MATCH) ——  (T-VAR)
r:Abpz: A x:AFx:
(T-ABS)
1% F2—payr:ADA
(T-APP)
FYI:A

Es inmediato ver que Y I reduce a € expresado en términos de CAP. Luego, por subject reduction se
tiene m >p F Q: A para todo u-tipo contractivo A.

Existen en la literatura distintas restricciones [Men87, Cop98] que permiten caracterizar normali-
zacion fuerte para un sub-conjunto de los términos tipables. Estas restricciones se basan en un analisis
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sobre la positividad de las variables ligadas en las expresiones de tipo. Sin embargo, las mismas solo
son aplicables en sistemas que apelan a equivalencia débil de tipos recursivos [Cop98, BDS13], en con-
traposicion a la equivalencia fuerte aqui considerada (cf. Sec. 3.3.1). El motivo es que la equivalencia
fuerte es capaz de igualar tipos positivos con negativos: e.g. uX.(X D A) D A ~, pX.X D A. Mas
aun, no parece haber una formulaciéon natural de dichas restricciones para sistemas en presencia de
equivalencia fuerte de tipos recursivos [BDS13, pag. 515]. De hecho, si bien se han logrado avances al
respecto en el marco de esta investigacion [BV17], no fue posible atn dar con la restriccién adecuada
(independientemente del analisis de positividad sobre las variables) que permita garantizar normali-
zacion fuerte para un sub-conjunto de los términos del sistema sin descartar por completo el uso de
tipos recursivos.

3.6. Chequeo de tipos

Como primer paso hacia una implementaciéon de un lenguaje de programaciéon que incorpore path
polymorphism de manera nativa, se desarrolld un algoritmo de chequeo de tipos adecuado para el
sistema propuesto. Hay dos aspectos a tener en cuenta para tal desarrollo: por un lado, las reglas del
sistema presentado en la Sec. 3.3.3 no son facilmente invertibles, en especial por la presencia de la
regla (T-suBs), lo que queda de manifiesto en el Lem. 3.3.49 y dificulta la definicién de un algoritmo;
por otro, es necesario chequear sub-tipado, lo que a su vez lleva a un chequeo de equivalencia (regla
(s-EQ)). El primer aspecto motiva la introduccion de una variante del sistema dirigida por sintaxis, la
cual es desarrollada en la Sec. 3.6.2, mientras que el segundo lleva a un estudio sobre la factibilidad
y complejidad de chequear equivalencia y sub-tipado sobre u-tipos contractivos, los cuales denotan
arboles regulares infinitos. La siguiente seccion se centra en este segundo aspecto.

3.6.1. Chequeo de equivalencia y sub-tipado

Existen, a grandes rasgos, dos enfoques para implementar el chequeo de equivalencia y sub-tipado
en presencia de tipos recursivos, uno basado en teoria de autématas y otro basado en una caracteriza-
cién co-inductiva de las relaciones asociadas. El primero lleva a algoritmos eficientes [PZ01] mientras
que el ultimo, aunque no conduce a algoritmos tan eficientes, es mas abstracto en naturaleza y por lo
tanto més cercano al formalismo en si mismo. En el caso de sub-tipado de tipos recursivos en presencia
de operadores asociativos, conmutativos e idempotentes (ACI), no es claro si puede aplicarse el enfo-
que basado en automatas; en particular, el presentado en [PZ01] se sabe que no es aplicable [Zha02].
Sin embargo, el enfoque co-inductivo, desarrollado a continuacion, lleva a un algoritmo correcto. Pos-
teriormente, en la Sec. 3.6.3, se explora una alternativa al enfoque basado en autématas inspirada
en [DPRO5], adaptéandolo para soportar operadores ACI.

Las caracterizaciones co-inductivas de sub-conjuntos de 7 x 7 cuya funcién de generacion & es
invertible admiten un algoritmo simple (aunque no necesariamente eficiente) para verificar la perte-
nencia de un elemento, el cual consisten en "ejecutar @ al revés" (cf. Sec. 1.2.4). Esta estrategia se
sustenta en el hecho de que los p-tipos contractivos garantizan un espacio finito de estados a explorar
(i.e. sus desdoblamientos infinitos resultan arboles regulares, cuyo conjunto de sub-arboles es finito).
La invertibilidad de ¢ garantiza ademés que existe solo una manera de verificar la pertenencia de un
elemento a v®: si @ : (T x T) — (T x T) es invertible, entonces para todo par (A, B) el conjunto
{X €p(TxT)| (A B) € &(X)} es vacio o bien contiene un tnico elemento que es sub-conjunto de
todos los demas.
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Dl’ﬁD/ AZﬂA/ AZﬁA/ BZ[L‘B/
(E-REFL-AL) (E-COMP-AL) (E-FUNC-T)
a~ga D@A~;D @A A>B~; AAD B
C({V\uV.AlA) ~; B Ay P({W\uW.BIB) A# € (uV.C)
(E-REC-L-AL) (E-REC-R-AL)
€ (uWV.A) ~; B A~y P(uW.B)
(Ai =i Bf(2)>1<n f : [O,?’L) - [05 m) (A’L 7& 22 ea)7,<n
n+m>2
(Agi) =i Bi)icm _g:[0,m) = [0,n) (Bj # 11, ®)j<m

(E-UNION-AL)

69z<n =% EBj<mBJ
Figura 3.6: Equivalencia algoritmica de u-tipos contractivos.

Chequeo de equivalencia

Para chequear equivalencia de p-tipos contractivos con el enfoque actual es necesario dar una
caracterizacion co-inductiva de la relacion, al estilo de ~5 pero expresada sobre elementos de T .

Definicién 3.6.1. La relacion de equivalencia algoritmica ~; de u-tipos contractivos se define como
la interpretacion co-inductiva de los esquemas de regla de la Fig. 3.6.

Las reglas (E-REFL-AL), (E-cOMP-AL) y (E-FUNC-AL) son estandar, mientras que (E-UNION-AL) hace
uso de las funciones f y g para capturar la naturaleza ACI de la unién. Cabe destacar el uso de una
nueva clase de contextos en las reglas (E-REC-L-AL) y (E-REC-R-AL), denominado @-contexto left-to-right
(¢,2,...), dados por la gramatica:

¢ = 0O
| A®¥C siA#u®
|

CDA SiA#£D

Intuitivamente, €(A) con A # @ denota un tipo union @,.,A; tal que (4A; # ®);<n, A = A para
algin k < ny (A; # 1)<k (i.e. todos los elementos a la izquierda de A son tipos no-union). Estos
contextos ayudan a identificar la primera ocurrencia del constructor p dentro de una unién. A su vez,
esto permite garantizar la invertibilidad de la funcién generadora de ~j, pues las condiciones de las
reglas (E-UNION-AL), (E-REC-L-AL) y (E-REC-R-AL) resultan mutuamente excluyentes.

Formalmente, sea @~ : (T x T) = p(T x T) la funcién generadora asociada a las reglas de la
Fig. 3.6, definido como

D (X) £ {{a,a) |a€VUC}

U {(DQ@A,D'QAY|(D,D"),(AA)eXx}

U {(A>B,AD>B)|(AA),(B,B) e X}

U {{€(uV.A),B) | (€¢({V \uV.A}A), B) € X}

U {4, 2(uW.B)) | A# € (uV.C), (A, Z2{({W \uW.B|B)) € X'}

U {< z<nAZ’EB]<’mBj> ‘ Ai7Bj # p,&,n+m > 2
3f:[0,n) = [0,m).(A;, Byi)) € X,
3g:[0,m) = [0,n).(Ay(;), Bj) € X'}

Luego, ~; = v®. . Més atin, =~ coincide con =, (cf. Teo. 3.6.9), lo que permite definir un algoritmo

de chequeo para esta tltima basado en la invertibilidad de &~ .. La prueba de esta propiedad recae
sobre algunos lemas técnicos y nociones preliminares que se presentan a continuacion.
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Se definen los u®-contextos multi-hole (A, B, ...) mediante la gramatica:
A:=0| A9 A| uV.A

Cuando A consiste tnicamente de constructores p (resp. @) se lo denomina p-contexto (resp. -
contexto). Al igual que con los tipos, se denota con @, ,,A; un pd-contexto independientemente de
como estén asociadas las uniones (binarias) en él.

Nota 3.6.2. Todo u-tipo contractivo A puede ser expresado univocamente como un pd-contexto ma-
ximal A = A(Ao, ..., A,_1), donde (A; # 11, D)icn.

Esta caracterizacién univoca de p-tipos contractivos como ud-contextos maximales aplicados de
la forma A(Ay, ..., A, 1) (abreviado A(A) para simplificar la lectura) resulta conveniente a la hora
de probar el isomorfismo entre ambas relaciones de equivalencia ~,, y ~;. En particular, resulta de
interés proyectar las sub-expresiones de tipo que ocupan posiciones de (] en A, para lo cual se definen

a continuacién la nocién de posicién proyectable y la operacién de proyeccion.

Definicion 3.6.3. El conjunto de posiciones proyectables de un p-tipo contractivo A se define como

ppos(4) £ {p | A= A(4), Al, = O}

Notar que no se requiere maximalidad sobre el péd-contexto en la definicién de posiciones proyec-
tables, por lo cualquier prefijo de una posicion proyectable en el u@®-contexto maximal que caracteriza
a un p-tipo contractivo A es a su vez proyectable. Luego, la operacion de proyeccion consiste en retor-
nar la sub-expresion de tipo en la posicion (proyectable) deseada, desdoblando previamente aquellos
constructores de tipos recursivos que se atraviesen en el camino, evitando asi liberar variables ligadas.

Definicién 3.6.4. La proyeccion de un p-tipo contractivo A en posicion p € ppos(A), notada Al., se
define como:

Al = A
(VA gy & {VA\uVATAL,
(Ao® Ay, = Aid,

Por ltimo, resulta de interés eliminar constructores recursivos de u-contextos, obteniendo asi
@-contextos.

Definicion 3.6.5. El borrado de constructores i en un u®-contexto A, notado A\, se define como:

O\ 2 [
(,LLV.A’)\H & g\
(.A() D Al)\# £ .A()\M &) A1\M

-,

Lema 3.6.6. Sean A = A(A) y po,.-.,Pn-1 € ppos(A) las posiciones de O en A (enumeradas de
izquierda a derecha). Luego, [A]* = A\“([[A%O]]T, AL, ).

El siguiente lema permite deducir la forma de un u-tipo contractivo cuya interpretacion como arbol
(infinito) regular sea una unién-maximal.

Lema 3.6.7. Sea A un p-tipo contractivo tal que [A]* = @, A;i con (A; # ®)icn. Luego, exis-
ten n' < n, @-contextos marimales A y (Ai)jcns, p-tipos contractivos (A} # &);,r y funciones
b.e:[0,n) = [0,n) tales que A = A(A) y ([A]* = A{Ap@ys- - Aet) ) 1cn -
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Estos resultados auxiliares sirven para demostrar que ~; puede ser determinado mediante ~s para
todos los truncados finitos de los arboles asociados.

Lema 3.6.8. A ~; B sii Vk € N.[A]* |, ~< [B]* |«
Finalmente, esto lleva al resultado de isomorfismo buscado entre ~, y ~.
Teorema 3.6.9. A~, B sii A~; B.

Demostracion. El resultado es consecuencia inmediata de los Lem. 3.3.27 y 3.6.8: A ~, B sii Vk €
N[[A]]fjk g [[BHTJ]C SiiAl"p; B. O

Por lo tanto, puede chequearse ~;, apelando a la invertibilidad de la funcién generadora ¢~ ,. El
algoritmo resultante es presentado en la Fig. 3.7, donde seq eg, ..., e, es un comando que evalia de
manera secuencial cada uno de sus argumentos retornando el valor del primero que tiene éxito. La
evaluacion de la expresion eqtype(, A, B) tiene dos resultados posibles: o bien falla (retornando fail),
lo que significa A 225 B; o retorna un conjunto @~ -denso S € (7 x T) tal que (A, B) € S, lo que
garantiza A ~5 By, por lo tanto, A ~,, B

Chequeo de sub-tipado

El enfoque para chequeo de sub-tipado es similar al presentado para la equivalencia. En este caso
se define una relacién co-inductiva de sub-tipado sobre u-tipos contractivos, que resulta de adaptar
de manera directa la relacién ~« (presentada anteriormente sobre arboles infinitos) para manipular el
constructor adicional pu.

Definicién 3.6.10. La relacion de sub-tipado algoritmica <; de u-tipos contractivos se define como
la interpretacion co-inductiva de los esquemas de regla de la Fig. 3.8.

Formalmente, sea @< : (T x T) = p(T x T) la funcién generadora asociada a las reglas de la
Fig. 3.8, definido como
< (X)

i

{{a,a) |a € VUC}
{{(D@A,D'@A)|(D,D", (A A) e X}
{{(AD>DB,AD>B)|(AA),(B,B)ec X}
{{(WV.A,B) | ({V\uV.A}A,B) € X}
{(A, uW.B) | A# p, (A, (W \uW.B|B) € X}
{< z<nAlaB>|A #EB B;E‘LL,TL>1 <AlvB> GX}
{<A 69J<m j> ‘A#Nv@ﬂBj#@am> 1

Ik <m.(A,By) € X}

cccccclie

Luego, <Xz = v®~ .. Para mostrar el isomorfismo entre <, y < se apela al Teo. 3.3.30 y el Lem. 3.3.21
junto con los siguientes resultados auxiliares.

El siguiente lema permite relacionar diferentes proyecciones no-unién de tipos unién-maximal que
estan relacionados en un conjunto @~ _-denso.

Lema 3.6.11. Sean (A,B) € S con S C &< .(S), (Ai)icn, (Bj)j<m p-tipos contractivos y A, B pud-
contextos mazimales tal que A = A(A) y B = B(B). Luego, existe una funcion f : [0,n) — [0,m) tal
que ((Alp,, Blq,.,) € S)icn, donde po, ..., pn—1 € PPos(A) y do,- -, Gm-—1 € ppos(B) son las posicio-
nes de D en A y B respectivamente.

Lema 3.6.12. A <; B sii Vk € N.[A]* | << [B]* .
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eqtype(S, A, B) £
if (A,B)e S
then S
else let So = SU{(A,B)} in
case (A, B) of
(a,a) —
So
(AA@ A", B'Q@B") —
if A’, B’ son datatypes
then let S = eqtype(Sy, A’, B') in
eqtype(S1, A”, B”)
else fail
<A/ S A", B' > B//> N
let S = eqtype(Sy, A’, B') in
eqtype(Sy, A", B”)
(@ (uV.A'), B) —
eqtype(Sy, €({V \uV.A’} A"), B)
(A, D(uW.BTY) -
eqtype(So, A, 2{({W \ uW.B'} B'))
<@i<nAi7 69j<mBj> —
let 81 = (seq eqtype(So, Ao, Bo), - - . , eqtype(So, Ao, Bm—1)) in

let S,, = (seq eqtype(Sn-1,4n-1,Bo),--.,eqtype(Sp—1,Apn_1,Bm-1)) in
let S,+1 = (seq eqtype(Sy, Ao, Bo), - . -, eqtype(Sn, An—1,Bp)) in

let Snerfl = (Seq eqtype(8n+mf27 A(), Bm72)7 e aeqtype(8n+mf27 Anfla Bm72)) in
seq eqtype(Sn-‘rm—h AOa Bm—l)a cee 7eqtype(8n+m—1a An—la Bm—l)
otherwise —
fail

Figura 3.7: Algoritmo co-inductivo para chequeo de equivalencia.
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(S-REFL-AL)
a=ga

D=;D A=<z A A'<; A B=; B
(s-comP-AL) (s-FUNC-AL)
D@AjﬁD/@A/ ADBjﬁA/DB/

V\uV.A}A <z B A= (W\uW.B}B A#p
(S-REC-L-AL) (S-REC-R-AL)
[LVA jﬁB Ajﬂ' [LWB

(Ai 2g B)icn n>1 B#pu (Ai# ®)icn
691’<nAi =i B

(S-UNION-L-AL)

A= By k<m m>1 A#p,® (Bj#®)j<m
A= DjemB;

(S-UNION-R-AL)

Figura 3.8: Sub-tipado algoritmico de pu-tipos contractivos.

Finalmente, esto lleva al resultado de isomorfismo buscado entre <, y <z.
Teorema 3.6.13. A =, B sii A <z B.

Demostracion. Por Teo. 3.3.30, Lem. 3.3.21 y 3.6.12: A <, B sii [A]* =g [B]* sii Vk € N.[A]* ], <<
[[BH‘IJk sii Ajﬁ B. O

Desafortunadamente la funcion generadora @<, no es invertible: notar que (s-un1on-r-aL) se solapa
consigo misma. Por ejemplo, ¢ < (c © d) @ (e @ ¢) pertenece a dos conjuntos @~ -densos:

Xo = {(c.(cdd)® (e@c)), (c,cdd),(c,c)}
X = {<C7 (ced)®(edc)), <c,e @ c), <C7C>}

Sin embargo, dado que ésta es la tinica causa de pérdida de la invertibilidad, puede facilmente adaptarse
el enfoque para obtener un algoritmo de chequeo de sub-tipado adecuado: en el caso de la regla
(s-UNION-R-AL) simplemente se verifican todas las combinaciones posibles. El pseudo-codigo de tal
algoritmo es presentado en la Fig. 3.9. Al igual que eqtype((), A, B), la evaluacién de subtype(, A, B)
puede fallar (i.e. A Z; B) o retornar un conjunto @< -denso que garantiza A <; B, y por lo tanto
A=, B.

3.6.2. Algoritmo de chequeo de tipos

Esta seccion introduce una variante dirigida por sintaxis del sistema de tipos P. La misma se
obtiene esencialmente tomando las regla de la Fig. 3.5 y eliminando (T-suss). Esto conlleva, a su vez,
la adecuada modificacién de las reglas (T-aBs) y (T-APP), para preservar la expresividad del sistema.

La relacion de sub-tipado cumple dos roles fundamentales en P. Por un lado el de compatibilizar los
tipos del dominio de una funcién y sus argumentos, de modo de poder aplicar adecuadamente ambas
expresiones. Por otro lado, en (T-aBs) se requiere que el cuerpo de todas las ramas de una abstraccion
tengan el mismo tipo, lo cual no es una restricciéon en presencia de sub-tipado, pues siempre se puede
generalizar el tipo individual de cada rama mediante uniones. Ambas situaciones se ilustran en la
derivacion de tipo m,pq dada en Sec. 3.3.4, donde a cada rama de la abstraccion interna se le asigna un
tipo propio (1@ B, Fp @ Fp y nil ® cons@ node resp.) y todos estos son igualados a Fg por sub-tipado;
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subtype(S, A, B) £

if (A,B)€ S
then S

else let So = SU{(A,B)} in
case (A, B) of

(a,a) —
So

(A'@ A", B'QB") —
if A’, B’ son datatypes

then let S; = subtype(Sp, A, A”) in
subtype(S;, B, B”)

else fail

(A A", B'">B"y—

let S; = subtype(Sy, B', A’) in
subtype(S1, A", B")
(uV.A", B) —

subtype(Sp, {V \uV.A'} A’ B)
(A, uW.B') —
subtype(Sy, A, (W \ uW.B'} B')
<®i<nAi’ B> -

let §; = subtype(Sy, 4g, B) in
let S = subtype(S1, 41, B) in

let S,—1 = subtype(S,,—2, Ap—2, B) in
subtype(S,—1, An—1, B)
<Aa @j<mBj> -

seq subtype(Sy, 4, By), . . ., subtype(So, A, Byn—1)
otherwise —
fail

Figura 3.9: Algoritmo co-inductivo para chequeo de sub-tipado.

69
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Reglas de tipado para patrones

Otpp:D 0 Fpq: A
———— (P-MATCH-AL) ——  (P-CONST-AL) (P-cOMP-AL)
x:Abpz: A Fpc:C 0;0' -y pg: DQA

Reglas de tipado para términos

Nax)=A T'kr:D Thu:A
——— (T-VAR-AL) —— (T-CONST-AL) (T-COMP-AL)
F'kFz: A T'kFc:c 'Fru:DQA

(0i Fopi Ai)icn cmp([pi : Ailicn) (T30 b 850 Bi)icn
L' F (pi =0, Si)icn : Dicndi D Dicn B

(T-ABS-AL)

Pbr:A A~, @.,(4i D B)

I'kFru: @i<nBi

(T-APP-AL)

Figura 3.10: Reglas de tipado del sistema C para CAP.

del mismo modo que el dominio de esta abstraccién es Fs, pero resulta aplicable tanto a List4 como
a Treey apelando, nuevamente, al sub-tipado.

Bajo estas consideraciones se define el sistema de tipos algoritmico de CAP, llamado C, con las
reglas presentadas en la Fig. 3.10.

Las reglas (P-MATCH-AL), (P-CONST-AL), (P-COMP-AL), (T-VAR-AL), (T-CONST-AL) ¥ (T-COMP-AL) son
idénticas a sus contra-partes en el sistema P, mientras que (T-ABs-AL) y (T-APP-AL) introducen las
modificaciones necesarias para contemplar las situaciones descritas anteriormente. Cabe destacar que
para (T-ABsS-AL) basta con tomar la unién de los tipos individuales del cuerpo de cada rama, sin
necesidad de apelar a la relaciéon de sub-tipado. Sin embargo, (T-app-aL) involucra el chequeo tanto
por sub-tipado como por equivalencia. La complejidad de esta regla se debe a que, desafortunadamente,
la variante ingenua de (T-APP)

Phr:(B;cpA) DB Thu: A FA =<, A k<n
I'ru:B

no resulta completa. En otras palabras, existen derivaciones de la forma >p I' ¢ : A para las cuales
no existe A’ <, A tal que I' - ¢ : A’ pueda derivarse con esta variante. Por ejemplo, tomando I' =
{z:(coedd)d(cef>od)}, t =2cy A=d. Laderivacion >p I' - zc:d apela al hecho de que
(ceedd)@®(cef>od) <, cDdy, por (1-suss), se tiene >p I' -z : ¢ D d, concluyendo asi con
(T-aPP). Sin embargo, en 'z : (c@e D d) d (c®fDd) no puede aplicarse la regla ingenua dado
que ésta requiere un tipo funcional para x, el cual no puede obtenerse en la ausencia de (T-suBs). Mas
atn, en general de '-r: Ay A <, ©,.,4; DO B no puede inferirse que A sea un tipo funcional
por la posible presencia de uniones. Volviendo al ejemplo, de >¢T'Fz:(c@eDd)@(cafod)y
>¢ ' c: ¢ si puede deducirse >¢I'F 2 c: d por (T-aPP-AL), pues C <, CPeyc=,CcdT

El sistema C se demuestra correcto y completo con respecto a P. Cabe destacar, sin embargo, la
forma de completitud derivada, también conocida como tipado minimal [Pie02]. El sistema de tipos
‘P original permite asignar distintas expresiones de tipo a un mismo término, mientras que el sistema
algoritmico C asigna a lo sumo una expresion. Por lo tanto, es claro que la completitud clasica no
puede satisfacerse. Se muestra en su lugar que si un término tiene un tipo A en P, entonces tiene
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un tipo mds especifico A" en C, en el sentido de que A’ <, A. En otras palabras, el sistema de tipos
algoritmico asigna a cada término tipable su menor tipo posible. Es llamado alternativamente tipado
minimal dado que, junto al resultado de correccién, permite mostrar que todo término tipado en P
tiene un tipo minimo.

Teorema 3.6.14.
1. Sim>c'Ht: A, entonces eviste ' >p 't : A.

2. Simt>pl't: A, entonces existe A’ <, A tal que 7' >c T 1t : A'.

Demostracion. Notar que para el caso de los patrones se tiene 71 >¢ ObFpp: Asii n' >p Obpp: A
trivialmente, pues las reglas de cada sistema se corresponden una a una.

1. Por induccién en 7w >¢ I' F ¢ : A analizando la ultima regla aplicada.

= (1T-vaR-AL). Luego, t =z y I'(z) = A. Se concluye por (T-VAR).

= (T-coNsT-AL). Luego, t = c y A = C. Se concluye por (T-CONST).

s (T-comp-AL). Luego, t =ruy A=DQ@QA con . >cl’Fr:Dymy>cltu:A. Por
h.i. existen 7. >p 'k r: Dy 7wl >p T'Fu: A'. Luego, se concluye por (T-coMmP).

» (1-ABs-AL). Luego, t = (p; —o, Si)icn Yy A = Dicndi O DicnBi con (mp, ¢ 0 bp pi 0 Ai)icn,
cmp([pi : Ailicn) v (ms, >e T0i & 55 2 By)icy,. Por hii. se tiene () >p I';0; & 550 By)icy,.
Mas atn, por (s-UNION-R1) y (s-UNION-R2), (B; =<, @;.,,Bi)i<n. Luego, por (r-suss), se
tiene (7}, >p I';0; - 55 : D, Bi)i<rn. Finalmente, se concluye por (T-ABs).

» (1-APP-AL). Luego, t = ruy A =@, ., Biconm, e l'Fr: A, my>eTHu:C, A ~,
Dicn(Ai D B;) y (C =2 Aj)icy. Por hi. existen n. >p T'Fr: Ay 7w, >p ' u: C. Mas
ain, por (s-UNION-R1) y (S-UNION-R2), se tiene (B; =, @;.,,Bi)j<n ¥, POr (S-FUNC), se tiene
(A; D B; <, C D D;pnBi)j<n. Luego, por (s-EQ) y (s-unNion-L), A" <, D; (4 D B;) =<,
C > @;.,B;. Finalmente, por (r-suss), n,. >p I'tr:C D> @,.,B; y se concluye por
(T-APP).

2. Por inducciéon en w>p I' - ¢ : A analizando la ultima regla aplicada.

(1-var). Luego, t = x y T'(x) = A. Se concluye por (T-VAR-AL).

= (T-consT). Luego, t = ¢ y A = C. Se concluye por (T-CONST-AL).

s (rT-comp). Luego,t =ruy A= DQA conm,>pl'tr:Dym,>plFu: A’ Por h.i. existe
D' 2, DyA" <, Atalquen,>cl'Fr:D ym,>cTFu:A”. Mas atn, por (s-comp),
D'@A" <,, A. Luego, se concluye por (T-COMP-AL).

» (T-aBs). Luego, t = (pi =g, Si)icn ¥ A = ©icpndi DO B con (mp, Bp b Fppit Ai)icn,
cmp([ps : Ailicn) ¥ (s, Dp T30, F 85 B)iep. Por h.i. existen tipos (B; =, B);<, tal que
(mi, >c T;0; & si : Bi)i<pn. Luego, se concluye por (T-aBs-aL) con A" =@, ., A; O B, B;.
Notar que, por (s-union-L), @, B; <, By, por (s-runc), A’ <,, A.

= (1-aPP). Luego, t = ru con m, >p I'Fr:D,.,4; DAy my >p I'Fu: Ay para algin

k < n. Por h.i. existe B =%, @;.,4i D Ay C =X, Ay tal que m,. >c I'Fr: By m, b¢

I'-w:C. Por Nota. 3.3.4, existen (Bj);<, no-uniéon tal que B ~, @;,B;. Mas atn,

por (s-EQ) y (s-TRANS), BjcmB; =X, B, 4i D Ay, por Teo. 3.6.9 y (S-UNION-L-AL),

(Bj 2 DicnAi D A)j<m. Luego, por Teo. 3.3.31 (3), se tienen (B; = B} D BY);j<m tal que

(Bicndi Zu B;)Km v (B;’ =, A)j<m. Notar, en particular, que B =, @Km(B} D B;’).

Por otro lado, Ay <, ©;.,A4; por (s-UNION-R1) y (S-UNION-R2). Entonces, por (s-TRANS) se

tiene también (C' <, Bf)j<m. Finalmente, se concluye por (t-app-ar) con A" = @<, B

Notar que A" <,, A por (S-UNION-L).
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if x € dom(I") then I'(z) else fail
c

o+
(@]
©
—
—
(¢]
N

(1> 1> >

tep(I', pq) let A=tcp(I',p), B =tcp(I',q) in
if A es un datatype then A Q@ B else fail
tc(l,x) = if z € dom(T) then I'(z) else fail
tc(l',c) = ¢
L

let A; = th(@i,pi), B; =tc(T,0;,s;) in
if Vi < n.Vj € [i + 1,n].compat(p; : A;,p; : A;)
then B, ,A4; D D;.,,Bi else fail
tc(l,ru) = let A=tc(l,r),C =tc(T,u) in
if A es un datatype then A QC
else let @;.,(A; D B;) = unfold(A) in
if Vi < n.subtype((), C, A;)
then P, ,, B; else fail

te(T, (pi =0, Si)i<n)

Figura 3.11: Algoritmo de chequeo de tipos para CAP.

= (1-suBs). Luego, m>pI'Ft: B con B <, A. Por h.i. existe A’ <, B tal que mi>¢cI' ¢ : A'.
Luego, se concluye por (s-TRANS).

Este resultado permite obtener funciones de chequeo de tipos simples tanto para patrones (tcp(6, p))
como para términos (tc(T',t)), presentadas en la Fig. 3.11, de modo que tc(I',t) = A si y solo si existe
A" ~, A tal que >¢T'Ft: A Es interesante destacar el caso de la aplicacion, donde el sistema
no es estrictamente dirigido por sintaxis si se consideran unicamente los sujetos de las reglas: hay
solapamiento entre (T-coMp-aAL) y (T-APP-AL). Sin embargo, el resultado del llamado recursivo sobre r
en el término r u permite eliminar esa ambigiiedad al analizar sintacticamente el tipo resultante. Si el
tipo de r es un datatype, se estd necesariamente en el caso (T-coMpP-AL), mientras que si éste puede ser
reescrito (mediante equivalencia) como una union de tipos funcionales, se construye el tipo de 7 u como
la uni6n de los co-dominios, tal como lo indica (T-APP-aL). La expresion unfold(A) permite reescribir
el tipo de r apelando a las reglas (E-REC-L-AL) y (E-REC-R-AL) hasta obtener un tipo unién-maximal
EBi<n‘4i tal que (AL 7& s @)i<n:

unfoldADB) = ADB
unfold(B; ., 4;) = 1let @, (Ai; D Bjj) = unfold(A;) foreachi < n in
S i<n (Aij D Bij) sin>1y (A #®)icn
J<myq
unfold(uV.A) = unfold({V \uV.A}A)
unfold( ) £ fail

La terminacién de la funcién unfold estd garantizada por contractividad. Notar que el uso de esta
funcion, cuya correccion se justifica mediante reglas de equivalencia, resulta en la no necesidad de
utilizar el algoritmo de chequeo de equivalencia en si mismo.

Por su parte, los predicados de compatibilidad y solapamiento (c¢f. Sec. 3.3.4) admiten implemen-
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taciones directas dado el algoritmo para chequeo de sub-tipado presentado anteriormente:
compat(p: A,q: B) 2 (not overlap(p: A,q: B)) or subtype(), B, A)

overlap(pop1 : A,qoq1 : B) = let A=Ay@QA;,B=DByQDB in
overlap(po : Ao, qo : Bo) and overlap(py : A1, q1 : By)
overlap(p: A,q: B) £ (p==z)or(p=gq=c)or (Al _NBl #0)

En particular, overlap asume que las asignaciones p : A y ¢ : B ya fueron chequeadas, i.e. existen
0,0" tales que >¢cOFp: Ay ¢ b Fq:B. Luego, si ambos patrones son compounds, sus tipos
asociados son necesariamente aplicativos, mientras que los tipos unién solo pueden ser asignados a
variables (i.e. en posicion de hoja en el arbol sintactico de los patrones). Esta correspondencia es
aprovechada para recorrer simultaneamente patrones y tipos de manera lineal, lo que implica que el
orden de complejidad para chequear compatibilidad queda gobernado por el algoritmo de chequeo de
sub-tipado.

Analisis de complejidad

Durante la ejecucion de tc se realiza un recorrido sobre la estructura completa del término, resul-
tando de particular interés los casos de la aplicacion y la abstracciéon, pues incurren en verificaciones
adicionales que rompen el orden lineal de este recorrido.

Por un lado, al analizar una aplicacién r u se realizan los correspondientes llamados recursivos y,
de no ser el tipo asociado a r un datatype, se utiliza la funcién unfold para verificar que se trate de
una union de tipos funcionales y obtener asi sus componentes. Luego, se realiza un llamado a subtype
por cada tipo de la uniéon maximal resultante. Por otra parte, para términos de la forma (p; =g, Si)i<n
es necesario verificar la compatibilidad de la lista de asignaciones de tipo a los patrones [p; : A;]i<n
(siempre que n > 1), lo cual resulta en O(n?) llamados a compat. Esta funcién auxiliar realiza un
recorrido lineal sobre los patrones examinados al evaluar overlap y eventualmente efecttia un llamado
a subtype.

Observar, en primer lugar, que al utilizar la funcién unfold puede ser necesario desdoblar expresiones
de la forma pV. A para evaluar si se trata de un tipo funcional. Dependiendo de su estructura, el tamano
del resultado de dicha sustitucién podria crecer exponencialmente con respecto al de la expresion
original. Considerar, por ejemplo, la secuencia de desdoblamientos del tipo pXj.. .. uX,,.D; ., (X; D C):

Ay = /LXO .. ‘LLXTL@Z<”(X1 D C)

Al = /JXl .. ﬂXn@le[l,n)(Xz D) C) D (AO D C)

Ay = pXoe . X Dicipn)(Xi D €)@ (4o Dc) @ (A1 Do)
An = 69z<n(Al oc)

Aqui, en cada reescritura se remplaza una variable por la expresion de tipo completa, duplicando el
tamafo de la misma en cada paso, obteniendo un resultado final con tamano de orden 2".

Un problema similar surge en la funcién subtype, donde se deben realizar las sustituciones adecuadas
para desdoblar construcciones recursivas. Adicionalmente, en [Pie02] se argumenta que el esquema gfp
(¢f. Sec. 1.2.4), en el cual se basa el algoritmo de sub-tipado desarrollado, produce una cantidad
cuadratica de llamados recursivos, producto de explorar las combinaciones de los sub-términos del
par a verificar. Esta justificacion estd basada fuertemente en el hecho de que nunca se descarta el
conjunto de hipotesis confirmadas hasta el momento. Sin embargo, este no es el caso de la adaptacion
aqui propuesta. En efecto, al verificar tipos de la forma A <, @;.,,B; (con m > 1, A # p, @y
Bj # @) pueden efectuarse eventualmente m llamados recursivos realizando un backtracking en cada
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paso, producto de descartar el conjunto de hipotesis tras cada prueba del comando seq. Mas atn, el
hecho de que la cantidad de sub-problemas dependa de la estructura de los tipos involucrados dificulta
un analisis detallado sobre la cantidad total de operaciones en un algoritmo de naturaleza recursiva
como el presentado.

Si bien los algoritmos presentados anteriormente son claros e intuitivos respecto a la seméantica
de las relaciones que verifican, el anélisis expuesto sugiere la realizacion de un estudio méas acabado
respecto a dos aspectos puntuales: (1) la adopcion de una representacion adecuada para las expresiones
de tipo que evite el crecimiento exponencial de la representacion algebraica actual al desdoblar los
tipos recursivos; (11) el desarrollo de un esquema algoritmico donde sea posible realizar un analisis de
complejidad correcto en presencia de operadores asociativos, conmutativos e idempotentes (ACI).

3.6.3. Hacia un chequeo de tipos eficiente

El algoritmo presentado anteriormente es claro en cuanto a su correspondencia con el sistema C
y las relaciones de equivalencia de tipos y sub-tipado asociadas, pero resulta ineficiente en términos
de complejidad computacional. En particular, el nimero de llamados recursivos en eqtype y subtype
depende del tamano de los tipos en cuestion, y desdoblar estos tipos puede incrementar exponencial-
mente su tamano. En la presente secciéon se desarrolla un nuevo algoritmo de chequeo de tipos que
busca atender estos puntos débiles, tomando ideas de los siguientes trabajos:

[JP97] donde se aborda, entre otros temas, el problema de chequeo de sub-tipado en presencia de tipos
recursivos.

[PZ01] donde se propone una representacion para tipos recursivos sobre term automata, la cual resulta
maés conveniente que la algebraica adoptada en la seccion anterior.

[DPRO5] donde se aborda el problema de chequeo de sub-tipado para tipos recursivos en presencia de
productos asociativos y conmutativos (AC).

Estas ideas son combinadas y adaptadas al caso de operadores idempotentes (los tipos unién son ACI)
con el fin de mejorar el orden de complejidad de dos pasos clave en el algoritmo tc, a saber: subtype
y unfold; este ultimo particularmente sensible a la representacion adoptada. El resultado final es un
algoritmo de complejidad O(n”d) donde n es el tamafio de la entrada (i.e. I mas t) y d es una cota a la
aridad de las uniones (maximales) que ocurren en I' y ¢. Notar que toda la informacion necesaria para
tipar t se encuentra en el contexto o anotada en el mismo término. Por lo tanto, puede establecerse
una relaciéon lineal entre el tamafnio de la entrada y el del tipo resultante, lo que permite considerar a
n como el tamano de este dltimo.

Term automata

Los p-tipos contractivos pueden ser interpretados como grafos dirigidos dado que su desdoblamiento
infinito produce arboles (infinitos) regulares. Como una simplificacién adicional para una adecuada
representacion, se reemplazan las uniones binarias utilizadas hasta el momento por constructores n-
arios, colapsando miltiples uniones consecutivas en un tnico nodo de la aridad adecuada. Sea £, £
{a® |a e VUCIU{@2 D2} U{®"™ | n > 1}, se define T, como el conjunto de drboles n-arios (infinitos)
cuyos nodos son simbolos de £,. La construcciéon es analoga a la presentada en la Sec. 3.3.2 para
arboles binarios y, al igual que entonces, se distinguen los sub-conjuntos propios de drboles finitos
T v drboles regulares To? [Cous3|. En este caso, lo p-tipos contractivos son interpretados en Th
colapsando los tipos union-maximal en un tinico nodo unién n-aria. Para eso se apela a la Def. 3.3.22
y a una nueva funciéon de traducciéon de tipos infinitos (4rboles binarios) en arboles n-arios.
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Definicién 3.6.15. La traduccién de tipos infinitos en drboles n-arios infinitos requlares [ " : T — %y,
se define inductivamente de la siguiente manera:

[a]*(e) 2 a para a € VUC
[Aox A]™(e) & % para x € {@, D}
[Aox Ai]"(ip) = [A]"(p) parax € {@,D}
[BicnAil™(e) = @&"
[BicnAil™(ip) = [A]"(P)

A su vez, dado un p-tipo contractivo A, se define [A]™ = [[A]*]".
Estos arboles n-arios seran entonces representados como term automata [AC93].
Definicién 3.6.16. Un term automaton es una tupla M = (Q, %, qo, 9, ) donde:

1. Q es un conjunto finito de estados.
2. X es un alfabeto donde cada simbolo tiene un aridad asociada.
3. qo es el estado inicial.

4. 6: Qx N — Q es una funcion parcial de transiciones entre estados, definida sobre la aridad del
simbolo asociado a por £ a cada estado.

5. 0:Q — X es una funcion total de etiquetado sobre los estados.

Se denota con M4 el automata asociado al tipo A, que permite recorrer todos los caminos desde
la raiz de A a cualquiera de sus sub-expresiones. La Fig. 3.12 ilustra el arbol n-ario infinito y el
autémata asociados al tipo List4 = pa.nil @ (cons@ A @ ), i.e. [List4]¥ y My, respectivamente.
Si qo es el estado inicial de M, v 5 denota la extension natural de § a secuencias de simbolos, luego
4 (g(qo, 100)) = cons. Como se mencion6 anteriormente, la estructura regular de los arboles resultantes
de traducir u-tipos contractivos lleva a que le autémata tenga una cantidad finita de estados y, por lo

tanto, quede bien definido.

Chequeo de sub-tipado

Se presenta en primer lugar un algoritmo eficiente para chequeo de sub-tipado, postergando el caso
de la equivalencia, dado que esta tltima no es invocada finalmente por el algoritmo de chequeo de
tipos tc. Sin embargo, el desarrollo que sigue a continuacion es general y puede adaptarse a distintas
relaciones sobre arboles n-arios. Se utilizara el caso de la equivalencia para ilustrar esta situacion.

Se introduce a continuacién una nocién co-inductiva de sub-tipado sobre ¥, up-to un conjunto de
hipétesis.

Definicién 3.6.17. La relacion de sub-tipado <% de drboles n-arios infinitos up-to un conjunto de
hipdtesis R se define como la interpretacion co-inductiva de los esquemas de regla de la Fig. 3.183.

Formalmente, sea @< : p(T X T) — p(T x T) la funciéon generadora asociada a las reglas de la
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@2
/\ —( a2
nil @

Q 2
A A g
cons A nil @
. 0 1
K ' Ma
cons A

Figura 3.12: Representacion como arbol (infinito) n-ario y term automaton del tipo List 4.

(S-REFL-UP)

R
a=ya

D(=RUR)D ARRUR)A A (=ZRUR)A B(=RUR)B
= (s-comP-UP) =
DQA=<D @A ADB=FA DB

(s-FUNC-UP)

(A (RRUR)Bicy (Ai # ®)icn B#D
OFA; IR B

(S-UNION-L-UP)

ARRUR) By k<m A#& (Bj#®)jem
A =R @B

(S-UNION-R-UP)

(Ai (RRUR) Bsi))icn f:10,n) = [0,m) (A #B)icn (B # ®)jcm
epA; <X OB,

(S-UNION-UP)

Figura 3.13: Sub-tipado up-to R para é&rboles n-arios.
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Fig. 3.13, definido como

Por(X) = {{a,a)|acVUC}
U {(Dauy, D’@A)|(D,D’>,<AA’>6XUR}
U {(AD>B,A DB)|(A,A),(B,B)e XYUR}
U {(®PA;,B) | A, B#£®,(A;,B) e Y UR}
U {(A4,@]By) | A,B; #®,
3k<m<A,Bk>eXUR}
U {(ep A, @7'B;) | A, Bj # O,

3f:[0,n) = [0,m).(As, Byuy) € Y UR}

Luego, <R} £ v®~=. Esta nocién resulta conveniente para el posterior desarrollo y verificacion de
un algoritmo eficiente para chequeo de sub-tipado. Intuitivamente, A <® B expresa que A puede
demostrarse sub-tipo de B siempre y cuando se asuman como véalidas las hipotesis en el conjunto de
pares R. Para R = (), j?f coincide con <« via la traduccion de tipos infinitos a arboles n-arios.

Lema 3.6.18. A <1 B sii A < B.

Por lo tanto, jg también se corresponde con la nociéon de sub-tipado principal del sistema =<, a

través de la traduccion de p-contractivos a tipos infinitos.
Teorema 3.6.19. A <, B sii [A]" <Y [B]".
Demostracion. Por Teo. 3.3.30 y Lem. 3.6.18: A <, B sii [A]* << [B]* sii [A]" < [B]". O

Descripcion del algoritmo

El algoritmo de chequeo para esta nueva nocién de sub-tipado se desarrolla a partir de ideas
en [DPRO5]. La presentacion dada a continuacion es general, pudiendo ser no solo aplicada a sub-tipado
sino también a otras relaciones, como se hara con la equivalencia més adelante. Un par p € T, X T,
se dice wdlido si p € jg. El algoritmo consiste en dos fases. El objetivo de la primera es construir un
universo U C T, X T, que seré luego refinado para obtener un conjunto comprendido tnicamente por
pares validos. Se comienza con un par inicial (c¢f. Fig. 3.14, buildUniverse) y luego se exploran los pares
de sub-términos de ambos tipos en el par descomponiendo el constructor en cuestion (cf. Fig. 3.14,
children). Notar que, dado p, el algoritmo puede en principio agregar pares invalidos al universo. La
segunda fase es la encargada de eliminar estos pares no deseados. Notar también que la primera fase
puede adaptarse facilmente a otras relaciones simplemente re-definiendo la funcién children. I puede
ser interpretado como un grafo dirigido donde un eje p a g € children(p) es agregado para denotar que
g puede pertenecer al conjunto soporte de p (c¢f. Def. 1.2.7) en la relacion final 59. En este caso se dice
que p es un padre de q. Dado que los tipos representados como autéomatas pueden contener ciclos, un
par puede ser agregado a U méas de una vez y, por lo tanto, tener mas de un padre. Sea deg(p) el grado
de entrada de p, i.e. su nimero de padres.

Durante la segunda fase del algoritmo (Fig. 3.15, gfpj) se mantienen los siguiente conjuntos, los
cuales conforman una particion de U:

= W: pares cuya validez debe ser verificada.
= S: pares considerados validos condicionalmente.
= F: pares invalidos.

El algoritmo consiste en iterar sobre el conjunto de trabajo W y transferir el par seleccionado en
cada iteracion a S si su validez puede ser probada asumiendo vélidos todos los pares que no fueron
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children(p) :
case p of

(D@A,D @B) —

U=90 {(D, D), (A, B)}
W = {po} (A" DA, B DB") —
while W # 0) : {(B", A"), (A", B")}
p = takeOne(W) (7 Ai, ©]"'B;) —
ifpelU {(Ai,B;) [ i <n,j <m}
insert(p,U) (®7A;,B),B# & —

foreach ¢ € children(p)

insert(q, W)

return U

{(Ai,B) [ i <n}
(A, @mB,), A £ ® —
{{A,B;) | 7 <m}

otherwise —

0

Figura 3.14: Pseudo-cédigo del la primera fase: construccion del universo.

descartados hasta el momento (i.e. los pares en S U W). De no ser posible, p es transferido a F y
todos sus padres en S deben ser re-evaluados pues su validez up-to W pudo verse modificada. Por lo
tanto, estos padres son insertados nuevamente en W (Fig. 3.15, invalidate). Intuitivamente, S contiene
elementos en =<YV. El proceso termina cuando W se vacia. El tnico aspecto de esta segunda fase
especifico de la relacién <V es la funcion check, la cual puede ser re-definida para contemplar otras
posibles relaciones up-to.

Correccion del algoritmo

La correcciéon del algoritmo se basa en el hecho de que S puede ser considerado un conjunto de
pares validos asumiendo la validez de los elementos de VW. Mas precisamente:

Teorema 3.6.20. El algoritmo gfpj preserva la siguiente invariante:
= W,S,F) es una particion de U.
= F consiste unicamente de pares invdlidos.

L S Q 45_<W(8)

—n

Demostracion. Es inmediato ver que las tres condiciones se satisfacen al inicio de la segunda fase del
algoritmo, donde W =U y S = F = (). M4s atn, a lo largo del proceso los elementos son transferidos
entre estos conjuntos preservando la primera condiciéon.

Notar que en cada iteracion, la decisién de invalidar un par p o moverlo a S se toma analizando
si hay suficientes elementos en S U W para probar su validez (c¢f. Fig. 3.15, check). Esto se muestra
analizando la estructura de p:

= p = (a,a). Como se ve en (s-REFL-UP), la validez de p no depende de ningtan otro par (su soporte
es el conjunto vacio). Como es esperado, el algoritmo transfiere directamente p a S, sin chequeo
adicional alguno.

= p=(DA@A,D QB). Por (s-comp-upr), p es valido si y solo si los pares (D, D’) y (A, B) también
lo son. Esos son exactamente los pares evaluados para decidir si invalidar p o no.
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gfp=(p) : check(p, F) :
W = buildUniverse(p) case p of
S=190 (a,a) —
F=0 true
while W # () : (DQA,D"Q@B) —
q := takeOne(W) (D,D’) ¢ Fand (A, B) ¢ F
if check(q, F) (A" DA", B> B") —
then insert(q, S) (B, A') ¢ Fand (A", B") ¢ F
else invalidate(q, S, F, W) (7" A;, B), B #£ D —
returnp € § Vi.(A;, By ¢ F
(A, @B;),A# S —
Im.(A, B,,) ¢ F
invalidate(p, S, F, W) : (@7 Ai, ®7'Bj) —
insert(p, F) Vi.dj.(A;, B;) ¢ F
foreach g € parents(p) NS otherwise —
move(q, S, W) false

Figura 3.15: Pseudo-codigo del la segunda fase: refinamiento.

p= (A DA", B O B"). Este caso corresponde a la regla (s-Func-uP): p sera trasferido a S si y
solo si los pares (B, A’) y (A", B”) no fueron descartados ain.

p = (®A;, B) con B # ®. Como indica (s-UNION-L-UP), el proceso verifica que ningan par
((As, B));i<n haya sido invalidado atn.

p = (A, ®7"B;) con A # &. Por (s-UNION-R-UP), es suficiente con encontrar un par (A, By) para
algtn k € [0,m) no invalidado para mover p al conjunto de pares condicionalmente validos.

p = (BrA,, ®7'B ;)- El algoritmo verifica que para cada A; exista un B; atn no invalidado. Estas
son exactamente las hipotesis de (s-UNION-UP).

Si no hay suficientes elementos en SUW para considerar al par p vélido, entonces éste es efectivamente

invalido para la relacion <YV y por lo tanto movido a F, preservando la segunda condiciéon invariante.

Respecto a la tercera y tultima condicién, considerar el siguiente analisis por induccién en el na-

mero de iteraciones del ciclo principal del algoritmo. Como se comentd anteriormente, el caso base es
inmediato con Sy = (). Se usan indices ¢ sobre los conjuntos para identificar su estado al inicio de la
i-ésima iteracion. Hay dos casos a considerar segin la decision tomada sobre p:

= Sip es transferido a S (i.e. todos los elementos necesarios para probar su validez estan en S;UW;)

se tienen Wi 1 = Wi\ {p}, Sit1 = SiU{p} y Fiy1 = Fi. Por h.i. , §; C P, w, :(S;), por lo tanto
Siu{ptco, w; (Si) U{p}. Notar que S;11 UW,; 11 =S, UW,. Luego por deﬁn1c1on de d-r se
tiene ®_w, (8) o Win (Sit1)- Por lo tanto, S; U {p} C & Wi (Si+1) U {p}. El conjunto a la

1zqulerda dela de&gualdad es exactamente S; 1, Mas atin, dado que los elementos necesarios para
considerar valido a p se encuentran en S; 11 U W; 1, necesariamente se tiene p € ¢ Wit (Sit1)-

Finalmente, se concluye S; 11 C D_win (Sit1)-

Si p es transferido a F se tienen Wit = W \ {p}) U Q, Six1 = S \ {p} v Fit1 = Fi U {p},
donde QO contiene los padres de p que pertenecen a S;. Asumir en pos de una contradiccion que
existe s € Siq1 tal que s ¢ @_w, ;1 (Sit1). Luego, s no puede tener un conjunto soporte vacio.

Por otro lado, la h.i. establece lque S; es 915 w; -denso, por lo que existe al menos un elemento
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q en el soporte de s tal que ¢ € S; UW; pero q ¢ S;11 U W;41. Luego, por definicién de
Wit1 v Sit1, necesariamente es el caso ¢ = p, lo que implica que s es padre de p. Dado que el
algoritmo transfiere a W; 1 todos los padres de p que pertenecen a S;, y S;+1 € S; por definicion,
necesariamente se tiene s € Q, lo que contradice s € S;41. La contradiccion proviene de asumir
la existencia de tal elemento s, por lo que se concluye Siy1 € P_wi i, (Sit1)-

O

Cuando el ciclo principal de la funcién gfp= termina, el conjunto W se encuentra vacio, por lo que
se tiene S C @_o (S). Luego, por principio de co-induccion (Cor. 1.2.5 (2)) S € <? (i.e. todo par en S
es valido) por o que basta verificar si el par original pertenece a S (caso contrario, se encuentra en JF
por invariante).

Corolario 3.6.21. A <? B sii gfp=((A, B)) = true.

Basta entonces reemplazar los llamados a subtype por gfpj en el algoritmo de chequeo de tipos tc.

Complejidad del algoritmo

La primera fase del algoritmo consiste en identificar pares de sub-términos relevantes en ambos tipos
a analizar. Sean N y M los tamafios de tales tipos (considerando nodos y ejes en sus representaciones
como term automata). Luego, el tamaifio y el costo de construir el universo U puede ser acotado por
O(NM). Como se vera a continuacion, el costo total del algoritmo esta gobernado por las operaciones
de la segunda fase.

Como se indica en [DPRO05], dado que un par p solo puede ser invalidado una vez (en cuyo caso
se transfieren deg(p) nodos a W para su re-consideracion) el ntimero de iteraciones en la etapa de
refinamiento se encuentra acotado por

D1+ deg(p) =D (1+deg(p)) = sz(U)

peU peU peU

Asumiendo que las operaciones sobre conjuntos pueden realizarse en tiempo constante, el costo de
evaluar cada par en el ciclo principal del algoritmo es el de decidir si suspender o invalidar un nodo vy,
en el ultima caso, el costo del proceso de invalidacién en si mismo. La decisiéon de a déonde transferir
el par actual se computa en la funcién check, que siempre realiza un niimero constante de operaciones
sobre tipos no-union. El peor caso involucra verificar pares de la forma (®FA,, @;”B]), lo que puede
ser resuelto manteniendo en cada nodo una tabla indicando, para cada A;, el ntimero de pares (A;, B;)
que atn no fueron invalidados. Utilizando este enfoque, la verificacion puede ser realizada en O(d)
operaciones, donde d es una cota para el tamano de ambas uniones. Siempre que un par es invalidado,
las tablas presentes en sus padres (inmediatos) se actualizan adecuadamente.

777777777

| Ag : 3!
RV <ﬂ?ﬂl730@31\@9ﬁ2>
(Ao, Bo) (A1, Bs)

Figura 3.16: Verificacion de descendientes invalidados.

Finalmente, el siguiente argumento, presentado en [DPRO5]|, justifica que el costo de invalidar un
elemento puede entenderse como O(1) amortizado. Una nueva iteracion se ejecuta por cada uno de los
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(E-REFL-UP)

D(=RUR)D ACEFUR)A ARUR)A B(=RUR)B
(E-cOMP-UP)
DAA~RD @A ADB R A S B

(E-FUNC-UP)

(Ai (R UR)B)icn (Ai# ®)icn B#D

(E-UNION-L-UP)

(A (=X UR) B))jcm AF® (B #®)jcm
A~ @B,

(E-UNION-R-UP)

(‘A’l (ZZ? U R) Bf(i))z(n f : [Oan) - [Ovm) (‘Al 7£ 69)i<n
(Ag) R UR) Bjljcm g:10,m) = [0,n) (Bj # ®)j<m
OpA; ~F BB,

(E-UNION-UP)

Figura 3.17: Equivalencia up-to R para arboles n-arios.

deg(p) pares agregados a W al invalidar p. Dado que se asume que agregar un elemento a un conjunto
tiene costo O(1), puede entenderse que el costo de la invalidacion se cuenta como una operacion mas
en la iteracion que verificara a cada uno de los elementos en cuestion en la continuidad del algoritmo.
Luego, el costo total de cada iteracion resulta ser O(d) amortizado, por lo expuesto anteriormente sobre
el la funcion check. Esto da un costo global de O(sz(i)d) para el chequeo de sub-tipado, i.e. O(NMd)
en términos del tamano de los autématas de entrada.

Sean n y m el nimero de constructores en los u-tipos contractivos A y B respectivamente. Los
tamanos N y M de los autématas que representan a estos tipos pueden considerarse acotados por
O(n?) y O(m?) respectivamente. Por lo tanto, la complejidad del algoritmo de chequeo de sub-tipado
es O(n?m?d) en términos del tamafio de su entrada.

Chequeo de equivalencia

Si bien el algoritmo de chequeo de equivalencia no es invocado directamente por tc, se ilustra a
continuaciéon como puede adaptarse el esquema general desarrollado para sub-tipado, mostrando asi
la versatilidad del mismo y obteniendo finalmente una presentacién completa de algoritmos para el
sistema de tipos propuesto.

Anélogamente a lo presentado anteriormente, se introduce una nocién de equivalencia co-inductiva
sobre arboles (infinitos) n-arios, que se demuestra isomorfa a la relacién ~,, presentada en la Sec. 3.3.1.

Definicién 3.6.22. La relacion de equivalencia ~% de drboles n-arios infinitos up-to un conjunto de
hipdtesis R se define como la interpretacion co-inductiva de los esquemas de regla de la Fig. 3.17.

Formalmente, sea @~r : p(T X T) — p(T x T) la funciéon generadora asociada a las reglas de la
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Fig. 3.17, definido como

Por(X) = {{a,a)|acVUC}

U {{DaA,D' Q@A) | (D, ’),(AA’>6XUR}

U {(ADB,A DBY|(AA)(B,B)e XYUR}

U {(®&"A;,B) | A;, B # @, (A, B>eXUR}

U {<A@m3>\AB¢ @, (A, Bj) e YUR}

u {<EB”A17@’”B ) [ AiBj # ©,
3f :[0,n) = [0, )< zsz>€XUR
39:[0,m)—>[0, n).(Ag), Bj) € YUR}

Luego, ~~ = V@NR Notar que esta relacién resulta de reemplazar las reglas (s-FUNC-UP), (S-UNION-R-UP)

y (s- UNION UP) de la Fig. 3.13 por sus respectivas contra-partes de la Fig. 3.17, manteniendo las res-
tantes reglas inalteradas. Al igual que antes, la relacion up-to el conjunto de hipotesis vacio resulta
isomorfa a la relacion de equivalencia co-inductiva sobre tipos infinitos (i.e. arboles binarios) via la
traduccion.

Lema 3.6.23. A ~x B sit A ~ B

Por lo tanto, ~? también se corresponde con la nocién de equivalencia principal del sistema ~, 8
través de la traduccion de p-contractivos a tipos infinitos.

Teorema 3.6.24. A ~, B sii [A]" =~ [B]".
Demostracion. Por Teo. 3.3.28 y Lem. 3.6.23: A ~, B sii [A]* ~< [B]* sii [A]" ~? [B]". O

Asimismo, el algoritmo gfp™ es el resultado de adaptar el esquema presentado para sub-tipado
a la nueva relacion ~®. Esto se logra simplemente re-definiendo las funciones children y check de la
primera y segunda fase respectivamente (cf. Fig. 3.18). Para el primer caso la tnica diferencia se da en
la regla (B-Func-up), donde el nuevo par (A’, B’) es agregado al conjunto en lugar del original (B, A"
utilizado para sub-tipado. Esto podria haber sido evitado apelando a la simetria de la relacién de
equivalencia, pero busca enfatizar el hecho de que la primera fase del algoritmo puede ser adaptada
facilmente de acuerdo a la necesidad de cada relacion. Para la fase de refinamiento es necesario verificar
adecuadamente las premisas de las nuevas reglas (E-FUNC-UP), (E-UNION-R-UP) y (E-UNION-UP), siendo
esta ultima la mas interesante, mientras que las restantes no requieren modificaciones al pseudo-codigo.

Bajo estas consideraciones es inmediato ver que, en cada iteracion, el conjunto S consiste de pares

en la relacion ~V, obteniendo S C ~¥ al final del proceso.

Teorema 3.6.25. El algoritmo gfp™ preserva la siguiente invariante:
= W,S,F) es una particion de U.
= F consiste unicamente de pares invdlidos.

= SC QEKV(S)

Demostracion. El anélisis es exactamente igual al caso de sub-tipado. La tnica diferencia es al de-
mostrar la segunda condicién, donde se necesita garantizar que los pares son considerados validos de
acuerdo a las reglas de la Fig. 3.17. Se muestra a continuacion aquellos casos que difieren respecto a
{W.
—_n -
" p= <.A’ A", B" > B"). Este caso corresponde a (E-FUuNc-uP) y el algoritmo modificado verifica
(A’,B’) en lugar de (B’, A’). Esa es la razon por la que children fue re-definida (cf. Fig. 3.18).
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check(p, F) :
children(p) : case p of
case p of (a,a) —
(DQA,D'"QB) — true
{{D,D"), (A, B)} (DQA,D'QB)—
(A" D A", B D B") — (D,D') ¢ Fand (A, B) ¢ F
{<A,,B/>, <A//,'B/'>} <A/ 5 A//,B/ S B//> N
(®FAi, ®'Bj) — (A", B') ¢ Fand (A", B") ¢ F
[AB) i<nj<m}  (@PA,B)B £ —
(@TA;,B),B#D— Vi.(A;, B) ¢ F
(A, @TB;), A# O — Vj(A,B;) ¢ F
(A3, | <m) (@A ST D))
otherwise — Vi.3j.(Aq, B;) ¢ FandVj.3i.(A;, B;) ¢ F
%] otherwise —
false

Figura 3.18: Pseudo-codigo de las modificaciones necesarias para equivalencia.

= (A,®7B;). Por (E-UNION-R-UP), es necesario que ((A, B;) € S UW), i« para mover p al conjunto
j Pi J J
de pares condicionalmente vélidos.

= p = (BrA;, 69}"233). En el caso de sub-tipado, el algoritmo verifica que para cada A; exista un
B, tal que el par (A;, B;) no haya sido invalidado atn (cf. la funcién f en (s-union-up)). Al
extender el chequeo a equivalencia es necesario verificar también el sentido opuesto, i.e. para
cada B, existe un A; tal que el par (A;, B;) no haya sido invalidado atn, garantizando asi la
existencia de la funciéon g en (E-UNION-UP).

La correccién de la presentacion algoritmica de la equivalencia de tipos se sigue tal como en el caso
de sub-tipado (Cor. 3.6.21), pues gfp~ se comporta de modo similar a gfp= excepto que la funcion de
chequeo fue adaptada para la equivalencia.

Corolario 3.6.26. A ~? B sii gfp™((A, B)) = true.

Para el analisis de complejidad, recordar que N y M denotan el tamano de los automatas que
representan los tipos a chequear. Notar que el tamano del universo construido es el mismo que antes,
por lo que el costo total del algoritmo sigue estando gobernado por la segunda fase, que tiene a lo sumo
O(N M) iteraciones. Para el costo de cada iteracion es suficiente con analizar la complejidad de check,
dado que las funciones restantes no han sido modificadas. Tal como se remarco anteriormente, la tinica
diferencia significativa en check entre sub-tipado y equivalencia es en los casos que involucran uniones.
Alli, el peor caso es cuando se chequea (E-UNION-UP) pues requiere la existencia de dos funciones f y
g que relacionan las sub-expresiones de tipo. Esto se puede realizar en tiempo lineal manteniendo una
tabla con contadores de pares de descendientes no invalidados, como se detallé6 anteriormente. Por lo
tanto, el costo de una iteracion es O(d), resultando en un costo total de O(NMd) al igual que antes.
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Chequeo de tipos

Volviendo sobre el algoritmo de chequeo de tipos (tc), como se discutio anteriormente, éste recorre
de manera lineal el término de entrada siendo las clausulas mas costosas aquellas que resuelven los casos
de la abstraccién y la aplicacion. Estos casos involucran llamados a gfpj. Notar que estos llamados
no dependen directamente de la entrada a la funcién tc. Sin embargo, puede establecerse una relacion
lineal entre el tamano de los tipos considerados al invocar gfpj y el tamano de la entrada al algoritmo
de chequeo de tipos, dado que estas expresiones se construyen a partir de elementos en I' (el contexto
de entrada) o anotaciones de tipo en el propio término ¢. Considerar por ejemplo gfp=((A4, B)) con a y
b los tamaitios de cada tipo en cuestion. La complejidad de este llamado es O(a?b?d) y, por lo discutido
anteriormente, se puede considerar equivalente a O(n*d), donde n es el tamafio de la entrada a tc
(i.e. ' mas t).

Por otro lado, el cambio de representaciéon a term automata simplifica notablemente la funcion
unfold: ya no es necesario aplicar sustituciones para desdoblar el tipo, sino que basta con verificar que
el estado inicial del automata que representa al tipo A se encuentre etiquetado con un tipo funcional,
0 sea una unién n-aria cuyos hijos sean todos tipos funcionales. En el peor caso esto involucra una
cantidad lineal de chequeos y, dado que el tamano de A esta en relacion lineal con el tamano de la
entrada, se puede decir que la complejidad de unfold es O(n).

Considerar en detalle los casos de la abstraccion y la aplicaciéon en tc:

Abstraccion En primer lugar se realizan tantos llamados a tcp (el algoritmo de chequeo de tipos
para patrones) como ramas tiene la abstraccion. Notar que tcp tiene complejidad lineal en el
tamano de sus entradas y, ademas, estas llamadas son realizadas con argumentos p; y 0; que
ocurren en el término original. Todas estas llamadas juntas pueden considerarse, por lo tanto, de
una complejidad temporal lineal con respecto a la entrada de tc. Luego se realiza una cantidad
cuadrética (en el ntimero de ramas de la abstraccion) de chequeos de compatibilidad. Como se
analizd anteriormente, la compatibilidad involucra, en el peor caso, una llamada a gfpj. Si se
asume una cantidad lineal de ramas en la abstraccién, con respecto al tamano de la entrada, se
obtiene entonces una complejidad O(n®d) para este caso.

Aplicaciéon En primer lugar se realiza un chequeo lineal sobre el tipo para verificar que se trata de
un datatype. Si es el caso, se retorna. Si no, un segundo chequeo lineal es necesario (unfold)
para luego realizar tantas llamadas a gfp= como elementos haya en la union de tipos funcionales
resultante. Esto resulta en una complejidad local de O(n'd).

Finalmente, la complejidad total del algoritmo tc queda gobernada por el caso de las abstracciones,
resultando en un orden de complejidad O(n”d) (en el peor caso habria una cantidad lineal de llamados
recursivos sobre abstracciones).

3.6.4. Prototipos de implementaciéon

Existen dos prototipos del algoritmo de chequeo de tipos aqui propuesto, ambos realizados por
Juan Edi como parte de su Tesis de Licenciatura [Edil5]. Un primer prototipo implementa en lenguaje
Haskell la versiéon ingenua de tc utilizando una representacion algebraica de los u-tipos contractivos e
incluyendo los algoritmos para chequeo de equivalencia y sub-tipado propuestos en la Sec. 3.6.1. Una
segunda implementacion en lenguaje Scala se centra en la version eficiente de la Sec. 3.6.3 con la re-
presentacién de tipos recursivos como term automata. Adicionalmente, este tiltimo prototipo incorpora
una serie de optimizaciones avanzadas, sugeridas en [DPRO05], entre la que se destaca un algoritmo
para la seleccién del proximo par de W a ser analizado en gfp™ y gfpj, basado en la detecciéon de
componentes fuertemente conexas en los autématas, utilizando el algoritmo de Tarjan [DST80| de
costo lineal y ordenando dichas componentes en orden topologico inverso. En la ausencia de ciclos,
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este orden de seleccion resulta en la evaluacion de un par solo una vez que todos sus descendientes ya
fueron considerados. En presencia de ciclos, los pares para los cuales no puede determinarse un orden
son encapsulados dentro de la misma componente fuertemente conexa.

3.7. Conclusion

En el presente capitulo se introduce el Calculus of Applicative Patterns (CAP) como una variante
del fragmento estéatico de PPC donde la alternativa es una operacion nativa (i.e. un constructor de
términos del calculo) capaz, a su vez, de capturar path polymorphism. Se desarrolla un sistema de
tipos para el mismo donde términos path-polimdrficos son tipados estaticamente, garantizando el buen
comportamiento dindmico de los mismos: subject reduction y progress. El sistema combina distintas
herramientas como tipos constantes, aplicativos, unién y recursivos, al mismo tiempo que introduce
una nocién novedosa de compatibilidad entre patrones de la cual depende crucialmente la adecuaciéon
del sistema.

Adicionalmente, se estudia la posibilidad de chequear algoritmicamente la asignacion de tipos, lo
cual requiere de una reformulacion dirigida por sintaxis del sistema. A su vez, es necesario desarrollar
algoritmos para el chequeo de equivalencia de tipos y sub-tipado, lo que lleva a introducir formulaciones
co-inductivas e invertibles de dichas relaciones. Un primer enfoque es desarrollado derivando en un
algoritmo correcto pero ineficiente en términos de complejidad computacional. En una segunda etapa
se detectan los puntos débiles del algoritmo obtenido anteriormente y se desarrolla a partir de este
estudio un algoritmo eficiente. Este ultimo se logra principalmente mediante un adecuado cambio
de representacion, dejando de lado la version algebraica de la primera etapa e interpretando los u-
tipos contractivos como term automata. Finalmente, el algoritmo obtenido resulta tener complejidad
polinomial respecto al tamano de su entrada.

Respecto a posibles lineas de trabajo futuro relacionadas a esta investigacion, se busca principal-
mente enriquecer la expresividad del sistema con vista a la implementaciéon de un prototipo de lenguaje
de programacién funcional basado en él:

= Una primera extension busca incorporar polimorfismo paramétrico al desarrollo, en el estilo de
System F.. [CMMS91, Pie02, CGO05], lo que implica adaptar los resultados obtenidos a la presen-
cia de tipos polimorficos teniendo, a priori, un impacto directo en la nocion de compatibilidad.

= En los ultimos afios se han introducido estrategias de reduccién normalizantes para PPC [BKLR12,
BKLR17], las cuales deberian ser adaptadas al marco de CAP para el adecuado desarrollo de un
prototipo funcional. Cabe destacar que estos dos calculos comparten la misma operacion de
matching, la cual requiere de un chequeo en paralelo en el caso de la aplicacion (cf. Sec. 3.1.2,
pq\tu} = {p\t} W {qg\u}}) para evitar situaciones de no terminacién innecesarias producto

de la evaluacion secuencial de los sub-términos (cf. Sec. 3.1.1, p W fail £ failu yu £ fail).

= Es usual utilizar indices de de Bruijn [Bar85, BKvOO03] al representar términos del A-célculo,
para garantizar que no se realizan capturas indeseadas de variables libres producto de un mal
manejo de sus nombres. Recientemente se desarrollé una version ¢ la de Bruijn de PPC [MRV20],
la cual podria ser adaptada a CAP para obtener una representacion adecuada de sus términos en
el eventual prototipo.

= Garantizar normalizacién fuerte en presencia de tipos recursivos con equivalencia fuerte consti-
tuye un problema abierto en el drea por méas de 20 anos [BDS13, pag. 515]. Si bien se han logrado
algunos avances al respecto en el marco de CAP, no se ha llegado ain a un resultado definitivo.

= Una extensién mas ambiciosa es la de incorporar pattern polymorphism al desarrollo. Esto implica
reincorporar patrones dindmicos, tal cual lo hace PPC, manteniendo al mismo tiempo las buenas
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propiedades del sistema, que hoy en dia recaen en la nocién meramente estatica de compatibilidad.



Capitulo 4

Bisimulacion fuerte para operadores
de control

Un aspecto importante del estudio de la teoria de los lenguajes de programacion es el de identificar
similitudes estructurales en las expresiones que denotan programas. Esto se conoce comiinmente como
equivalencia estructural: expresiones diferentes que se comportan exactamente de la misma manera.
Los calculos de procesos son una fuente inagotable de ejemplos. En el Calculus of Communicating
Systems (CCS) [Mil80] las expresiones denotan procesos en un sistema concurrente. Por ejemplo,
P || Q denota la composicion paralela de los procesos P y Q. La equivalencia estructural en tal marco
incluye ecuaciones para identificar las expresiones P || @ y @ || P. Este minimo reordenamiento de
las sub-expresiones tiene poco impacto (sino nulo) en el comportamiento de la expresion general: la
equivalencia estructural es una bisimulacion fuerte para la reduccion de procesos. El presente capitulo
estudia estas nociones de reordenamiento de expresiones en el marco del A-cdlculo con operadores de
control. La nocién de equivalencia estructural inducida, denotada ~, debe identificar términos que
tengan exactamente la misma seméntica de reduccién, esto es, debe ser una bisimulaciéon fuerte con
respecto a la reduccién en el calculo propuesto. En otras palabras, ~ debe ser simétrica al mismo
tiempo que 0 ~ o' y 0 ~ p implican la existencia de p’ tal que p ~ p’ y o ~ p’, donde ~ denota
alguna nocién de reduccion dada para el calculo con operadores de control. Graficamente

o ~ p
é i
<
\
N
o ~ p

La formulacion de tales equivalencias estructurales en el A-célculo se encuentra obstaculizada por
la orientacion secuencial en que las expresiones son escritas (de izquierda a derecha). Considerar por
ejemplo los términos (Az.(Ay.t)u)v y (Az.Ay.t) vu. Podria decirse que estos términos contienen los
mismos redexes, solo que permutados; algo similar a lo capturado por las ecuaciones CCS mencionadas
anteriormente. Sin embargo, un andlisis en detalle revela que esto no es completamente cierto. El
primer término contiene dos redexes mientras que el segundo solo uno, resaltados a continuacion:

Az.(Ay.t)u)v y Az.(Ay.t))vu (4.1)

El redex indicado con la linea superior en el primer término no se encuentra visible en el segundo;
reaparecerd, sin embargo, como un redex creado al reducir el subrayado. Més alla del hecho de que la
sintaxis se interpone, Regnier [Reg94]| muestra que estos términos se comportan esencialmente de la
misma manera. Més precisamente, introduce una nocién de equivalencia sobre A-términos, conocida
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como o-equivalencia, y prueba que términos o-equivalentes tiene reducciones head, leftmost, perpetual
y, més generalmente, maximales de la misma longitud. Sin embargo, no se obtiene un bisimulacion
fuerte como puede apreciarse en el ejemplo (4.1). Esta bisimulacion parece estar subyacente pero no
se manifiesta debido a la poco conveniente notacion secuencial. Resulta ser que, mediante la intuicion
grafica provista por las proof-nets de logica lineal [Gir87], es posible definir un A-calculo con sintaxis
enriquecida que permite desvelar la bisimulaciéon subyacente para el caso intuicionista [ABKL14]. El
presente trabajo apela a esta misma intuicién para explorar hasta qué punto es posible obtener una
bisimulacién fuerte para una nocién adecuada de equivalencia estructural en el desafiante marco de
la logica clasica. Es por esto que no solo se busca capturar la equivalencia estructural sobre funciones
puras, sino que también sobre programas con operadores de control. En este caso, el criterio seméntico
estard guiado por las proof-nets polarizadas (PPN) [Lau02]. A continuacién se presentan las proof-
nets, para luego argumentar como ayudan a formalizar una bisimulacion fuerte para la equivalencia
estructural del A-célculo. Luego se exponen los desafios encontrados al estudiar el caso clasico.

Proof-nets

Una proof-net es una estructura en forma de grafo cuyos nodos denotan inferencias logicas y sus
ejes o aristas denotan las formulas sobre las que estas inferencias operan (cf. Sec. 4.1.3). Fueron
originalmente introducidas en el marco de la ldgica lineal [Gir87], la cual provee un mecanismo para
controlar explicitamente el uso de recursos al restringir la aplicacion de las reglas estructurales de
weakening y contraction. Las proof-nets tienen su propia semantica operacional, especificada como
reglas de transformacion de grafos, la cual captura la nocién de cut-elimination del calculo de secuentes.
Las reglas de cut-elimination resultantes sobre proof-nets se dividen en dos grupos: multiplicativas,
que esencialmente reconfiguran (linealmente) los ejes del grafo; y ezponenciales, que son las tnicas
capaces de borrar o duplicar (sub-)proof-nets. Estas ultimas se considera que introducen computo
significativo (meaningful). Es interesante destacar que las proof-nets abstraen el orden en que ciertas
reglas ocurren en una derivaciéon de secuentes. Por ejemplo, asumir tres derivaciones de los juicios
FT;A, - A; A+ By FII; B* respectivamente. Luego, en el célculo de secuentes pueden generarse
las siguiente derivaciones para F I'; A; Il mediante cuts:

FA; AN BRI B FT;A FAALB
FT; A FA AL T FT,A;B F1I; B+
FI; AL FT A

Sin embargo, estas diferentes derivaciones son abstraidas en una tnica proof-net:

O I‘;A) @ A AL; B] O II; BO

AI‘ ALBA BL

o Lo

En otras palabras, diferentes términos/derivaciones son representados por la misma proof-net. De este
modo, la similitud estructural a veces oculta entre distintos términos puede ser estudiada traduciéndolos
a proof-net. Més ain, mediante el isomorfismo de Curry—Howard, que relaciona la computacion y la
logica, esta correspondencia puede ser extendida no solo a los mismos términos [DR95, CKP00, KLO05,
AK12] sino también a su comportamiento dinamico [Accl8]. Este trabajo, sin embargo, se concentra
en identificar aquellas derivaciones diferentes de la logica clasica que pueden ser traducidas a la misma
representaciéon como grafo. Como es estandar en la literatura, la nocién de igualdad de proof-nets
adoptada incluye equivalencias simples como la asociatividad para nodos de contracciéon entre otras
similares (cf. nocién de equivalencia estructural para proof-nets en la Sec. 4.1.3).
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Az Adyt)u ~5 Iy.Qzt)u y&u
Aztv)u =~y Azt)uv x¢wv

Figura 4.1: o-equivalencia para términos del A-calculo.

Azt)[zy \v1] . Jxn \vn]u = tlr\ullzg \v1].. [z, \ vn]
tlx\u] —s {xz\ujt

Figura 4.2: Descomposicion de .

Sigma-equivalencia intuicionista

Como se mencioné anteriormente, Regnier introduce una nocioén de og-equivalencia, notada ~,, sobre
términos del A-calculo (cf. Fig. 4.1) y muestra que términos o-equivalentes se comportan esencialmente
de la misma manera. Esta relacion de equivalencia involucra la permutacion de ciertos redexes y fue
descubierta mediante el estudio de las proof-nets. En particular, siguiendo la codificacion de Girard
de la logica intuicionista en la logica lineal [Gir87], términos o-equivalentes son mapeados a la misma
proof-net (médulo cuts multiplicativos y equivalencia estructural).

La razon por la cual el resultado de Regnier no es inmediato es que algunos redexes presentes a un
lado de la igualdad pueden no estarlo del otro, como se ilustra en el ejemplo (4.1). Puede replantearse
esta observacion estableciendo que ~, no es una bisimulacién fuerte sobre el conjunto de términos
del A-calculo. Si lo fuese, establecer que dos términos o-equivalentes se comportan esencialmente de la
misma manera seria trivial.

Adoptando una mirada més refinada sobre el A-calculo, como sugiere la propia logica lineal al
separar el proceso de cut-elimination sobre derivaciones en pasos multiplicativos y exponenciales,
resulta en una descomposicion de la S-reduccion en pasos multiplicativos/exponenciales sobre términos.
La teoria de sustituciones explicitas (ES) [Kes09] proporciona una sintaxis conveniente para reflejar
estos pasos a nivel de términos. De hecho, la S-reduccién puede descomponerse en dos pasos tal cual
ilustra en la Fig. 4.2, a saber: dB (por distant Beta), que actta a distancia [AK12| en el sentido que
una abstraccién y su argumento pueden estar separados por un numero arbitrario de sustituciones
explicitas; y S (por Substitution).

La aplicacion de la regla dB genera una sustitucion explicita t|z \ u] donde la variable z esta ligada
en el cuerpo ¢ de la sustitucion y u es el argumento de la misma, tal cual sucede en (Az.t) u. De modo
que dB simplemente reconfigura simbolos. De hecho, dB se entiende como un cut multiplicativo al
traducirla a proof-nets. La regla S en cambio, ejecuta la sustitucion al reemplazar todas las ocurrencias
libres de x en t por u, por lo que es S la que realiza el computo significativo (o meaningful) y es
de hecho interpretada como cuts exponenciales en las proof-nets. Un término sin sub-términos de
la forma (Az.t)[zy \v1]...[zy \ vn] u es llamado una dB-forma normal. Alternativamente se denomina
a los mismos formas candnicas. Este criterio de descomposicion de la [S-reducciéon puede resumirse
graficamente como:

r . A

1 reduccién

/v ! canobnica !

L e e e - - - - — J

\ ro---- - i
reduccién

meaningful

Esto lleva a reemplazar ~, (Fig. 4.1) por una nueva relacion ~,z (Fig. 4.3). Esta tdltima resulta
esencialmente de tomar la dB-forma normal a cada lado de las ecuaciones de ~,, agregando la ecuacion
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z\ul =, Aytlz\ul yéu
(tv)z\u] ~,5 tlz\ulv )
z\u

|~ tle\ully\v] zdvy¢u

Figura 4.3: o®-equivalencia para términos del A-calculo con ES.

adicional ~,B que permite conmutar sustituciones ortogonales (independientes). Notar, sin embargo,
que la dB-expansion de ~,p resulta en términos o-equivalentes, pues t[y \v|[z \u| ~,5 t[z \ully \v],
conx ¢ vyy ¢ u, dB-expande a (A\y.(Az.t)u) v ~, (Az.(Ay.t) v) u, o-equivalentes por ~,, vy ~,.

Dado que la dB-reduccién corresponde tnicamente a cuts multiplicativos en las proof-nets, la tra-
duccién de términos oP-equivalentes simplemente tipados también resulta en proof-nets estructural-
mente equivalentes. En otras palabras, clases de términos del A-calculo con ES oB-equivalentes en
dB-forma normal estan en correspondencia uno a uno con las proof-nets de la logica lineal intui-
cionista [AK12|. Mas aun, ~,5 es una bisimulaciéon fuerte con respecto a la nocién de reducciéon
meaningful (i.e. S-reduccion) sobre el conjunto de términos extendido que incluye sustituciones ex-
plicitas [AK12, ABKL14]. En efecto, ~,z es simétrica y para todas dB-formas normales u ~,z v y
u —¢ v/ implican la existencia de un término v’ tal que v’ ~,5 v y v —g v'.

U ~yoB U
|
|
|

sl s
-
!/ /
u ~,B v

Notar que las dB-formas normales de los términos en (4.1) son ~,z-equivalentes, reparando asi el
contra-ejemplo.

Sigma-equivalencia clasica

Como ya se mencion6 anteriormente, el objetivo de este trabajo es estudiar la equivalencia es-
tructural para el A-cdlculo con operadores de control. Existen diversas extensiones posibles del A-
calculo con tales operadores, que permiten manipular el contexto en el cual un programa es ejecu-
tado [Lan65a, Lan65b, Rey70, FF87, Gri90]. En esta tesis el foco se pone sobre el Au-calculo de
Parigot [Par92], que extiende al A-célculo con dos nuevos operadores: [t (named term) y upo.c (u-
abstraccion). El primero puede entenderse como "llamar a la continuacion a con ¢ como argumento",
mientras que el segundo como "guardar la continuaciéon actual y continuar ejecutando ¢". La reduccion
en el Ap-célculo consiste en la regla 5 junto con:

(poc)u =, pafa\uje

donde {a \ ujj¢, lamado replacement, reemplaza todas las sub-expresiones de la forma [« ¢ por [a] (t u)
en c. La nocién de Regnier de o-equivalencia para términos del A-célculo fue extendida al Ap-célculo
por Laurent [Lau03| (¢f. Fig. 4.10 en Sec. 4.1.4). Como ejemplo de términos relacionados por esta
extension, considerar los siguientes casos, donde se resaltan a su vez los redexes presentes:

(Az.pa.[y]u) w)v =, (pa.[y] Az.au)w)v

Una vez mas, el hecho de que la permutacion de redexes es inofensiva para la semantica operaciones
dista de ser obvio. El término a la derecha tiene dos redexes presentes (u y 3 respectivamente), pero
el de la izquierda solo uno (). Otro ejemplo, méas sutil, de términos relacionados por la extension
de Laurent sugiere claramente que la indistinguibilidad operacional no puede recaer simplemente en
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(pa.c)xy \v1].. [z, \’UZL} U —an (,ua'.c/[[a \ )y \v1] .. [z \ vn)
cla\* u] g a\* ujic

Figura 4.4: Descomposicién de 5.

relacionar p-redexes arbitrarios; el p-redex subrayado a la izquierda no aparece (ni seré generado) a la
derecha:

(palajz)y ~; xy (4.2)

Es claro entonces que la o-equivalencia para términos del Apu-calculo falla en ser una bisimulacion
fuerte. Sin embargo, Laurent prueba propiedades para ~, en Au-célculo similares a aquellas dadas
por Regnier para ~, en A-cdlculo. Parece ser entonces que es posible refinar el planteo explicado
anteriormente en el caso intuicionista (cf. Sec. 4) para obtener una bisimulacion fuerte basada en ~,
para el Au-calculo apelando a la semantica de proof-nets.

Hacia una bisimulacién fuerte para operadores de control

Se busca formular una nociéon de equivalencia estructural para términos del Au-calculo, capaz de
lidiar con permutaciones inofensivas de redexes (posiblemente involucrando operadores de control) y
al mismo tiempo inducir una bisimulacién fuerte con respecto a una nociéon de reduccién meaning-
ful adecuada para el célculo. Tal como establece el isomorfismo de Curry-Howard, la normalizacién
de pruebas en la logica clasica se corresponde con el computo en A-calculo con operadores de con-
trol [Gri90, Par92]. Mas atn, dado que la logica clasica puede ser interpretada en las proof-nets polari-
zadas (PPNs) [Lau02, Lau03], se utilizara esta seméntica para guiar el desarrollo del presente trabajo.
Un primer paso hacia el objetivo involucra descomponer la regla de reduccién p al igual que se hace
con [ con la reglas de la Fig.4.2: esto produce una regla dM (por distant Mu), que introduce un repla-
cement explicito [ \O‘l s, que actuara a distancia; y otra regla R (por Replacement), que ejecutara
los replacements explicitos. La Fig. 4.4 ilustra esta descomposicion, donde { « \0‘/ u [ ¢ reemplaza cada
sub-expresion de la forma [a]t por [o/]tu en ¢. Analogamente al caso de 3, parece ser que la compu-
tacion meaningful es llevada acabo por R mas que por dM. Esta observacion es respaldada por el hecho
de que ambos lados de la regla dM seran traducidos en exactamente la misma PPN (c¢f. Sec. 4.4).

Por lo tanto, se fija tentativamente la nocién de reducciéon meaningful en SUR sobre el conjunto de
formas canénicas, definido por lo pronto como NFgsqu. Sin embargo, al contrario del caso intuicionista
donde la descomposiciéon de [ en la regla multiplicativa dB y la exponencial S es suficiente para desvelar
la bisimulacién fuerte subyacente a la o-equivalencia de Regnier, resulta ser que la descomposiciéon de
la regla @ en dM y R no es lo suficientemente refinada para el caso clasico. Hay numerosos ejemplos, que
seran desarrollados a lo largo del capitulo, que ilustran por qué esto no resulta en una bisimulacién
fuerte. Uno de ellos surge al considerar la dBdM-forma normal de los términos del ejemplo (4.2):

’

po ([ x)a\* y] ~ zy

| N

po [ zy ~ zy

Este uso particular de R a la izquierda parece inocuo. De hecho, se vera que en el célculo propuesto
y su correspondiente traduccion a PPNs, ambos términos pa’.([o] z)[a\* y] y po’.[o/] 2y denotan
PPNs estructuralmente equivalentes (cf. Sec. 4.4 para una discusion detallada). En cualquier caso,
este ejemplo lleva a indagar mas sobre la estructura de R. En particular, se vera (cf. Sec. 4.5) que
la regla R debe ser descompuesta a su vez en varias nociones independientes, cada una de ellas con
un rol diferente respecto a la seméntica de las PPNs y, por lo tanto, a la bisimulacion fuerte ~
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buscada. Identificar estas nociones y su interacciéon para exponer la bisimulacién fuerte detras de la
o-equivalencia de Laurent es el principal desafio del presente trabajo.

4.1. Preliminares

Se introducen a continuacion el A\u-célculo y su relacion de o-equivalencia asociada, junto con las
nociones estandar que seran referenciadas recurrentemente a lo largo del desarrollo.

4.1.1. El Au-céalculo

Dado conjuntos infinito numerables de variables V (x,y,...) y nombres N (¢, 3, ...), los conjuntos
de objetos Oy, términos Ty, comandos Cy,, y contextos del Au-calculo se definen mediante la siguiente
gramatica:

Objetos o == t]ec
Términos ¢ == zeV|tt|Azt|pac
Comandos ¢ == |[a]t
Contextos 0 == T|C
Contextos de término T == O|T¢|tT| Az.T | pa.C
Contextos de comando C == [&][a]T

La gramética extiende los términos de A-calculo con dos nuevos constructores: comandos [a]t y p-
abstracciones pa.c. Respecto a los contextos, se tiene dos tipos de agujeros O y [ para las clases de los
término (t) y comandos (c) respectivamente. Usualmente se decoran los contextos o funciones sobre
expresiones con su clase t o ¢ para clarificar. Por ejemplo, 0; es un contexto 0 con agujero de clase
término. El sub-indice es omitido cuando no hay ambigiiedad.

Los conjuntos de variables libres y ligadas de un objeto se definen como es esperado, en particular
fv(ua.c) 2 fv(c) v fv([a]t) £ fv(t). El conjunto de nombres libres y ligados de un objeto se definen
como:

fn(z) & 0 bn(z) £ 0
fn(tu) = fn(t)Ufn(u) bn(tu) £ bn(t)Ubn(u)
fn(Az.t) = fn(t) bn(Az.t) = bn(t)
fn(pa.c) = fn(c)\ {a} bn(,ua c) & bn(c)u{a}
fa(fa]t) = fn(t)U{a} bn([a]¢) = bn(t)

Se usan fv;(0) y fn,(0) para denotar el nimero de ocurrencias libres de la variable z y del nombre
a en el objeto o respectivamente. Adicionalmente, se denota con x ¢ o (o ¢ o) el hecho de que
z ¢ fv(o) Ubv(o) (respectivamente « ¢ fn(o) Ubn(o)). Esta nocién es extendida a contextos de manera
natural.

Como es estandar, se trabaja bajo la nociéon de a-conversion, i.e. moédulo renombre de variables
y nombre ligados. Luego, por ejemplo, [0] (pa.[a] Az.x) z =, [0] (uB.[6] Ay.y) z. En particular, cuando
se usan dos simbolos diferentes para denotar variables o nombres ligados, se asume que estos son de
hecho distintos sin mencionarlo explicitamente.

La aplicacion de una sustitucion {x \ u} a un objeto o, denotada {z \u}o, puede requerir a-
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conversion para evitar capturas indeseadas de variables/nombres libres, y se define como:

r\ulzx & wu
w\uly £ vy y#x
z\ul(tv) 2 (z\ult{z\u}v
z\ul(\yt) = Aylz\ult
r\u}(pa.c) = pafz\ulc
z\ul([a]t) = [o] {z\ult

La aplicacion de un replacement {{« \O‘/ u} a un objeto o donde a # o', denotada {« \O‘/ u o, pasa
como argumento el término u a todo sub-comando de o de la forma [«]t y reemplaza o por «’. Esta
operacion también se define modulo a-conversion para evitar la captura de variables/nombres libres.
Formalmente:

a\Yujr & =z
a/\"“/u (tv) = a\“lu,t o\ ujv
a\a/ ul(Azt) = Az a\a/u t xé¢u
a\a/u (uB.c) = wpBla\® ujje BEuf#apf#d
o\ ul(al) £ 1) (o uheu)
a\* u([fle) £ [Bl{a\* uje B#a

Por ejemplo, sea el término I = A\z.z, entonces se tienen {x \ I }((po.[a] ) (Az.zx)) = (pa.fa] I) (Az.2 1),
y o\ Ii([e]z (pB.[e]y)) =[]z (uB.[o/]y ) 1.
La relacion de reduccion en un paso — A S€ define como la clausura por contextos 0; de las reglas

de reescritura 8 y p a continuacion, i.e. =, £ 0 (g U, )

Azt)u —g {x\ujt
(noc)u  —, pa’ fa\* uje

Cabe destacar que la regla pu del Au-calculo de Parigot [Par92] apela a una operacion binaria de
replacement {{o \ u}} que asigna [a] ({a\u}}t)u a cada sub-expresion de la forma [a]t (y por lo
tanto no modifica el nombre del comando). Notar que pa.{a\ujlc =4 pa’ {a \a' u jfc; por lo tanto
e.g. pafa\ul([o] ) = pa.fa)zu =4 py.[y]zu = py. Lo\ ul([a] ). Se adopta aqui la presentacion
ternaria [KV19b] dado que ésta extiende naturalmente la utilizada para el AM-calculo en la Sec. 4.2.

El Au-calculo permite expresar diversos operadores de control [dG94, Lau03]. Un ejemplo tipico de la
expresividad del Au-calculo es el operador call-cc [Gri90] dado por el término Az.po.[a] x (Ay.pd.[o] v).
Esto da lugar a secuencias de reduccién como la siguiente:

call-cctug...u, —5
(poc[a t (Ay.po.[a] y)) ug - - - Up 4
(nocfa) tug (Ay.pd.[o] yug)) ur ... un >,
pofa] tug ..ty (Ay.pd.fa]yug ... uy)

4.1.2. Sistema de tipos simples para )\u-calculo

Se introduce a continuacion el sistema de tipos simples M para Ap-célculo. El conjunto de tipos T
se define mediante la siguiente gramatica:

Tipos simples A = |A— A
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'tt:A—B|A T'Fu:A|A

——— (vAR) (aPP)
x:AbFz: A0 FTrul’kttu:B|AUA’
Di(z:AS'Ht:B|A I'FelA;(a: A)S?
(ABS) (conT)
'FXxt:A—B|A 'k puac: A|A

THt:A|A;(a: A
F'kla]t] Aja: A

(NAME)

Figura 4.5: Reglas de tipado del sistema M para el Ap-célculo.

donde ¢ es un tipo base. Como es estandar, el tipo funcional — se asume asociativo a derecha. Se
utilizan dos clases de conteztos de tipado distintas: para variables (I') y para nombres (A). Las nociones
de union compatible, union disjunta y restriccion se extienden trivialmente a contextos de nombres
(cf. Sec. 1.2.2).

Las reglas de tipado para el sistema M del Au-calculo estan dadas en la Fig. 4.5. Hay dos clases de
juicios de tipado: T =t : A | A para términos y T' - ¢ | A. La notacion I'; (z : A)S! se usa para denotar
' o bien I';z : A, i.e. la asuncién z : A ocurre a lo sumo una vez en I'; (x : A)S!. Analogamente para
contextos de nombres. Los comandos no tiene tipo asociado, cf. regla (NAME).

Se denotan de forma genérica I' 0 : T'| A los dos tipos de juicios, resultando o =ty T' = A en el
caso de los términos; y o = ¢ y T ignorado para los comandos. Asi mismo se usa t >y THo: T | A
para indicar que el juicio I'F o : T | A es derivable en M y nombrar a la derivacion 7. En tal caso,
se dice que o es el sujeto de w. Por conveniencia, usualmente se abrevia con 7, a una derivacién con
sujeto o para contextos y tipo adecuados.

El Ap-célculo simplemente tipado resulta isomorfo a la logica clasica. Esto permite tipar, por
ejemplo, al operador call-cc, al cual se le asigna el tipo ((A — B) — A) — A (Peirce’s Law):

—————— (VAR)
y: Ay A|D
(NAME)
y:Abla]yla: A
(conT)
y: A pdlaly:Bla: A
(VAR) (aBS)
z: (A= B)—>Atz:(A—>B)— Al @l—/\y.ué.[a]y:A—)B|a:A( )
APP

z: (A= B)—> Atz (A\y.pd.la]y): Ala: A
x:(A— B)—= Ak [a]z(Ay.pd.la]y) |a: A
x:(A— B) = AF pafa]x (A\y.pd.fa]y): A0
0+ Av.pa.fa] z (Ay.pd.fa]y) : ((A— B) —A)— A0

(NAME)
(coNT)
(ABS)

El sistema de tipos M posee las siguiente propiedades principales.

Lema 4.1.1 (Relevance [Par92]). Sea 0 € Oy,. Simt >y TFo:T | A, entonces dom(T') = fv(o) y
dom(A) = fn(o).

Lema 4.1.2 (Subject Reduction [Par92|). Sea 0 € Oy,. Simt>pmTFo:T | A yo—,, 0, entonces
exvisten TV CT y A’ CA tal que 7' > TV E O T | A.

Notar que las variables y nombres libres de un objeto pueden disminuir si el paso de reduccion
aplicado borra el argumento. Por ejemplo, (Az.y) z = y o (na.[y]z) z = pa.y] .
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En adelante, siempre que o — A o' se hara referencia a m, y 7, como dos derivaciones de tipos
relacionadas, i.e. las obtenidas a partir de 7, por la prueba del Lem. 4.1.2.

4.1.3. Proof-nets polarizadas

La ldgica lineal polarizada (PLL) [Lau02| es un sistema de pruebas basado en las formulas de la
logica lineal, que incorpora polaridad a las mismas:

Foérmulas negativas N t|N®N|?P
Férmulas positivas P = | P P|!N

donde ¢ representa una formula atémica. PLL extiende el uso de reglas estructurales, usualmente
definidas tnicamente sobre 7, a todas las formulas negativas. Tiene asociada una nocién de proof-nets
polarizadas (PPN) que da lugar a un criterio de correccion simple.

Una caracteristica particularmente interesante de PLL es la posibilidad de capturar la légica clasica
interpretando A — B como !A — B, obteniendo asi una traducciéon que resulta ser una extension
directa del mapeo de la logica intuicionista en PLL y, por lo tanto, capturando también la interpretacion
del A-calculo en PLL. De hecho, esta traducciéon extiende el mapeo intuicionista a la logica lineal
estandar, i.e. no polarizada. En efecto, siguiendo la traduccién de Girard para féormulas clasicas pueden
interpretarse los tipos simples de la Sec. 4.3 como féormulas de PLL:

o
L

(A— B)°

> 1>

La imagen de esta traduccion es un sub-conjunto propio del de férmulas polarizadas, llamado formulas
output, generado por la siguiente gramaética junto a su nociéon dual de férmulas anti-output:

Férmulas output O == (|?7Q%0
Férmulas anti-output Q == :]!10®Q

A su vez, formulas de la forma 7@ son llamadas férmulas input, mientras que aquellas de la forma !0
se denominan formulas anti-input. Luego, la gramatica completa del conjunto de férmulas polariza-
das [Lau03] se resume como:

Foérmulas polarizadas F == N |P
Férmulas negativas N == O |7Q
Foérmulas positivas P == Q!0

Foérmulas output O == (|?7Q %0

Férmulas anti-output @Q == 1+ [10®Q

La negacion es involutiva (i.e. 1=+ =) con (7Q % O)L =1t 0ty (?Q)L =1Q"t.

Definicion 4.1.3. Una proof-structure es un grafo dirigido aciclico finito construido sobre el alfabeto
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de nodos (donde la direccion de las aristas es top-down):

Axiom Cut Weakening Contraction
N N
PR ACEE
0+ 0 @J N N
Tensor Par Dereliction Box
C )
O 1

'O®Q 7Q?O 10 0 0 7Q "Q

Notar que cada eje se etiqueta con una férmula. En particular, las conclusiones de un box tienen
una unica féormula positiva !0, siendo las restantes formulas negativas. Para abreviar, se usa como
meta-notacion el etiquetado de un eje con un conjunto de formulas T’ para indicar que hay |T'| ejes,
uno por cada féormula en el conjunto. Esto es particularmente ttil a la hora de definir la seméntica de
reduccion de proof-nets y la interpretacion de los términos en ellas.

Dada una proof-structure, su grafo de correccion se obtiene orientando hacia arriba las aristas
positivas, hacia abajo las negativas, y eliminando las boxes (manteniendo tinicamente el nodo ! corres-
pondiente). Luego, una proof-net polarizada (PPN) es una proof-structure que satisface el siguiente
criterio de correccién: (I) su grafo de correccion es aciclico; (1) el namero de conclusiones positivas
més nodos dereliction es uno; y (111) las boxes son recursivamente proof-structures correctas.

Definicion 4.1.4. La equivalencia estructural = de proof-nets polarizadas resulta de clausurar por
contextos las identidades de la Fig. 4.6, donde en las ultimas dos reglas se asume que el nodo weakening
es final (i.e. no es atrapado por ningin contexto de clausura).

La primera ecuacién define la asociatividad de los nodos de contraccion, la segunda axiomatiza la
permeabilidad de la contraccién respecto a las boxes, la tercera especifica la neutralidad del weakening
respecto a la contraccion, la cuarta permite extraer nodos weakening finales al top-level, mientras
que la quinta permite removerlos. En adelante, se asume igualdad de proof-nets modulo equivalencia
estructural, al igual que en [Lau03].

Por su parte, la relacion de reduccion —ppy de PPNs estd dada por el conjunto de reglas de cut-
elimination presentado en las Fig. 4.7, 4.8 y 4.9. Las primeras dos figuras contienen las reglas de cut-
elimination estandar para MELL [Gir87], separadas en multiplicativas y exponenciales respectivamente,
mientras que la tercera contiene las reglas de cut especificas de PPNs [Lau03| que también resultan
exponenciales. Las reglas de la Fig. 4.9 contemplan los cuts entre un nodo weakening/contraction/box
y un ®-tree: i.e. una estructura recursiva cuyo caso base es un axioma, y sus nodos internos son
tensores con premisas box a izquierda y ®-tree a derecha. Los ®-trees seran utilizados a continuacion
para interpretar stacks (cf. Sec. 4.4). Notar que las reglas C(®, w), C(®, ¢) y C(®,!) son analogas a
c(l,w), c(!,¢) y C(!,!) respectivamente, intercambiando tensor por box.

La relacion de reduccion —ppy es confluente (CR) [Lau03, Cor. 14| y fuertemente normalizan-
te (SN) [Lau03, Cor. 15]. Mas atn, la relacién resultante de considerar el sub-conjunto de reglas
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Figura 4.6: Equivalencia estructural de proof-nets polarizadas.

7 \ \

r 2Q 0 AWt ot I
Pre(®,9) @
Q90 19t ® 0+ &

Figura 4.7: Cut-elimination para PPNs: cuts multiplicativos (1/3)
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Figura 4.8: Cut-elimination para PPNs: cuts exponenciales (2/3)
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Q1% ... (7Qn % 0) Q1 @...(1Q, @ 04)
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Figura 4.9: Cut-elimination para PPNs: cuts exponenciales (3/3)
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{C(az),C(®,7®)} también es CR y SN, y sus formas normales se denominan formas normales multi-
plicativas. Esto constituye una técnica utilizada a continuacion para definir la traduccion de objetos
tipados del AM-célculo a PPNs.

Traduccién a proof-nets

Las proof-nets polarizadas son usadas en [Lau02, Lau03] para interpretar los objectos del Ap-
célculo y asi motivar las reglas de la o-equivalencia (c¢f. Sec. 4.1.4) identificando aquellos programas
cuyas interpretaciones como proof-nets son estructuralmente equivalentes moédulo cuts multiplicativos.

La traduccion se define sobre términos simplemente tipados puesto que estos son, via el isomorfismo
de Curry—Howard, testigos de las demostraciones de los teoremas de la logica clésica y estén, por lo
tanto, estrechamente relacionados con las proof-nets polarizadas.

En primer lugar se define la traduccion del conjunto de tipos 7 a formulas polarizadas, mas preci-
samente en el sub-conjunto de féormulas output.

Definicién 4.1.5. La traduccion de un tipo simple A en una férmula output polarizada, notada A°,
se define inductivamente como:

<
L

(A— B)®

L
2A°") 9 B°

> >

Esta definicion también se extiende a contextos simplemente ignorando los sujetos de las asunciones

y traduciendo uno a uno sus tipos asociados: i.e. dados los contextos I' = {z1 : Ay,..., 2, Apt y
A = {ay:By,...,0m : By}, entonces T° = {A4,°,...,A,°} y A®° = {B,°,...,B,,°}. Ademas, se
abrevia ?(I‘QL) el conjunto {?(Aloj'), e ?(AnOL)}.

La traduccion de objetos tipados del Au-calculo a proof-nets polarizadas se define inductivamente
sobre derivaciones de tipos, considerando las reglas de tipado de la Fig. 4.5. Dado >y T o: T | A,

la proof-net polarizada resultante tendra una conclusion para cada férmula en ?(FOL) y A°, cada una
de ellas etiquetada con la correspondiente variable/nombre en I'/A. Se denota entre paréntesis una
variable/nombre borrada/o del paso inductivo durante la traduccion. Ademas, la proof-net resultante
de traducir un término tiene una conclusion distinguida para T, indicada con —, que resulta en
una formula output. La conclusion distinguida del paso inductivo (de existir) se denota con —>. En
resumen:

Nota 4.1.6. Para las derivaciones de tipo basadas en dos (o mds) premisas la traduccion agrega nodos
de contraccion en las variables y mombres compartidos, pero se omite escribir estos nodos explicita-
mente para facilitar la lectura. Mds ain, solo se muestran los ejes que participan activamente de la
construccion, omitiendo asi las conclusiones que no son relevantes para la traduccion en st misma.

Definicién 4.1.7. La traduccién de una derivacion de tipo n >y ' o: T | A (para un término o
comando) en una proof-net polarizada, notada ©°, se define inductivamente como:

» (VAR): le.mDpma: Az A|D.
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= (apP):ie. > MUY Fitu: Bl AUA' conpremisasm> I Ft: A— B|Aym,>pmI’Fu: A A

24°T % B° 14° ® B
N

cul)

Se agregan nodos de contraccion para las conclusiones correspondientes a variables/nombres co-
munes entre t y u.

= (aBs):le. m>pm D F Azt : A— B| A con premisa m:

o six €fv(t), entonces m>p iz AFt: B|A.

24" 9 B
o six ¢ fv(t), entonces mp>pm ' Ht:B|A conz ¢ dom(T

?F

A quL

24°" % B

= (cont): ie. m>a [ pac: A| A con premisa .:

e sia€fn(c), entonces m.>p T He|Aja: A

o sia¢fn(c), entonces m>p | A conxz ¢ dom(A).

L& T
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= (NaME): Le. mDm T F [a]t | Ay A con premisa my:

o siacfn(t), entoncesmi>p T HE: Al Aja: A

Notar que la tnica regla de tipado que introduce cuts al ser traducida es (apP), y resulta ser un
cut multiplicativo C(®, ).

Esta traduccion es capaz de simular la reduccién del A\u-calculo por medio de cut-elimination.

Teorema 4.1.8 (Simulacion [Lau03]). Sean o,p € Oy, tipados. Sio —, , p y 7o, ™, son las derivacio-
nes de tipos relacionadas correspondientes, entonces (m,)° —ppy (7p)°.

Adicionalmente se define una segunda traduccién para juicios de tipado, notada °, como la forma
normal multiplicativa de _°. Recordar que la reducciéon para PPNs es CR y SN (cf. Sec. 4.1.3). Esta
traduccion permite probar lo anteriormente mencionado: objectos g-equivalentes son interpretados
como proof-nets estructuralmente equivalentes moédulo cuts multiplicativos (cf. Sec. 4.1.4).

4.1.4. Sigma equivalencia para \u-calculo

Al igual que para el A-calculo, la equivalencia estructural en Ap captura permutaciones inocuas
de redexes, pero en este caso involucrando operadores de control. La nocién de o-equivalencia para
términos del Ap-célculo introducida por Laurent [Lau03] es presentada en la Fig. 4.10. Notar que
las primeras dos ecuaciones son aquellas de la o-equivalencia de Regnier para A-célculo, por lo cual
~, del Au-célculo extiende estrictamente a ~, del A-calculo. Las restantes ecuaciones involucran la
interaccion entre los operadores de control y los demas constructores del célculo. Resulta de particular
interés destacar la regla ~. en la cual aparece una nueva operacion de renaming, i.e. la sustitucion del
nombre libre « por § en el comando ¢, la cual no interviene en la semantica operacional del Ap-célculo
pero resulta necesaria para la correcta formalizacién de la equivalencia estructural.

Laurent muestra propiedades para ~, similares a aquellas dadas por Regnier. Mas precisamente,
t ~, s implica que ¢ normaliza si y solo si s normaliza (tanto para las nocion débil de normalizacion
como para la head y la fuerte) [Lau03, Prop. 3]. También muestra la preservacion de los tipos y la
seméntica de proof-nets polarizadas basandose en la codificacion de la logica clasica en la logica lineal
dada por Girard [Gir87|.

Lema 4.1.9 (|[Lau03|). Sea 0 € Oy,. Sim>pm o T|A yo ~, o, entonces existe ©' >y
THo :T|A.
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Az Ayt)u ~5 Ay.(Azt)u yé¢u
Aztv)u =, ()\x t)uw z v
(Az.pf.la]t)u ~o, pB.o] (Az.t)u BEu
(] (pe[B] (uB.c)v)u ~o, [ ] ( 5[ Tpac)u)v a¢gv,f¢uf#a,a#pf
(o] (pa. [ Ay.pBc)u =gy [B]Ay.pp.lo/] (pac)u y¢u,Bé¢uB#a a#p
(| Az.pe[B Ay.pB.c =5 [BAy.ppla/] Az pae B #a,a#f
Bl pa.e ~4. {a\Blc
pofa]t ~g aé¢t

Figura 4.10: o-equivalencia para términos del Au-calculo.

Al igual que para subject reduction (cf. Lem. 4.1.2), siempre que 0 ~, o' (w0 —,, o'), se hace
referencia a 7, y 7, como dos derivaciones de tipos relacionadas, en este caso por equivalencia estruc-
tural, obtenidas a partir de 7w, por la prueba del Lem. 4.1.9. Luego, la preservacion de la semantica de
proof-nets se enucia de la siguiente manera.

Teorema 4.1.10 ([Lau03]). Sean o,p € Oy, tipados. Luego, o ~, p sii (7,)° = (7p)°, donde 7, y m,
son las correspondientes derivaciones de tipo relacionadas.

Estos resultados distan de ser triviales dado que los objetos a cada lado de una misma ecuacién en
la Fig. 4.10 no necesariamente tiene los mismos 3/u-redexes. Por ejemplo, los términos (pa.[o]z)y y
xy estan relacionados por la ecuacion ~,, pero sin embargo el primero contiene un p-redex (lineal)
mientras que el segundo no tiene ningin redex. En efecto, como se menciona anteriormente en la Sec. 4
(¢f. ejemplo (4.2)), ~, no es una bisimulacion fuerte con respecto a la reduccion en el Au-calculo:

(po.jo]x)y ~0, Ty

% %

polalxy  ~5 Ty

Existen numerosos ejemplos que ilustran la insatisfacibilidad de la bisimulacion fuerte (cf. Sec. 4.6).
Resulta de particular interés el siguiente, generado a partir de la regla ~.:

(adalpBo)u =, (paB\alo)u

% ﬂl (4.3)

pe o] (pB.la\* ule)u 2y ped fa\ ul{B\ale

donde es necesario ejecutar un segundo paso de p-reduccion del lado izquierdo para obtener términos
o-equivalentes. En este caso la operaciéon de renaming interviene, eliminando todo rastro de la conti-
nuaciéon f§ al lado derecho de ~,.. Sin embargo, el renaming no participa de la semantica operacional
del Ap-célculo (i.e. no es introducido por las reglas 8 y ), lo que lleva a preguntarse hasta qué punto
es factible, tal como en el caso intuicionista, formalizar una nocién més refinada de reducciéon para el
Ap-célculo que permita salvar esta situacion.

4.2. El AM-calculo

Como primer paso para refinar el planteo en busca de nociones adecuadas de o-equivalencia y
reduccion meaningful para el A-calculo con operadores de control, se extiende la sintaxis del Ap-célculo
con operadores explicitos de sustitucion, replacement y renaming.
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Dado conjuntos infinito numerables de variables V (z,y,...) y nombres N (¢, 3,...), los conjuntos
de objetos Op s, términos Tans, comandos Cany, stacks y contextos del AM-céalculo se definen mediante
la siguiente gramatica:

Objetos o == t]|c|s
Términos ¢ == zeV|tt]|Axd|pac|tiz\t]
Comandos ¢ == [a]t|c[a\* s]|cla\f]
Stacks s u= t|t-s
Contextos 0 == T|C|S
Contextos de término T == O|T¢|¢T|Ax.T| pa.C| Tz \¢t| |tz \T]
Contextos de comando C == [ |[a]T|Cla\* s]|cla\* s]|Cla\s]
Contextos de stack S == T|T-s|t-S
Contextos de sustitucion L == O|L[z\{
R

@ | R[a\* ] | Rla\ f]

Contextos de repl. /ren.

Los términos del Au-calculo son enriquecidos con sustituciones explicitas de la forma [z \ u], mientras
que a los comandos se les agregan los operadores de replacement explicito [ \a/ s] (donde a # o y o/
es llamado el nombre del replacement) y renaming explicito [\ 8] (donde « es el nombre reemplazado
y B el introducido en su lugar). Los stacks son esencialmente pilas no vacias de términos que solo
pueden aparecer en el contexto de un replacement explicito.

La concatenaciéon de stacks se denota s - s’, sobrecargando asi el constructor de push, y se define

. A : 2
de la manera esperada: si s = ty - ...-t,, entonces s-s = ty-... 1, s; resultando la operacion
asociativa. Dado un término u, se denota con u :: s al término que resulta de aplicar u a todos los

. A . 3
elementos del stack s: si s = tg-...-t,, entonces u :: § = uty...t,. Recordar que la aplicacion es

asociativa a izquierda por convencién, por lo que esta operacién también lo es; es decir u :: s :: s’ se
interpreta (u :: s) :: s’

Los conjuntos de wvariables libres y ligadas de un objeto del AM-calculo se definen de la manera
esperada, siendo la sustituciéon explicita un ligador: i.e. fv(t[z \u]) £ (fv(t) \ {x}) Ufv(u) y bv(t) =
bv(t) Ubv(u) U{z}. En cuanto a los conjuntos de nombres libres y ligados, cabe destacar que no se liga

el nombre del replacement en un replacement explicito:

f(cla\* s]) £ (fn(c)\{a})Ufn(s)U{a’}  bn(cfa\* s])
fn(cla\8) = (fn(c)\{a}) U{B} bn(ca\ A])

Como es usual, se trabaja modulo a-conversion, de modo que variables y nombres ligados pueden
ser renombrados libremente. Luego, e.g. z[z \ u] =4 yly \ ul, ([Y]2)[v \* u] = ([B]2)[8\* u] ¥
(] 2)y \a] =a ([B]2)[B \ . En particular, se asume por a-conversion, que = ¢ fv(u) en t[z \ ul,
adfn(s)encla\* ],y a+pBencla\j.

Las nociones de variables y nombres libres/ligados se extienden a contextos considerando los casos
de O y @ definidos como el conjunto vacio. Luego, por ejemplo, x esta ligada en Az.0 y (Az.x)O,
y « esta ligado en B[« \a' s]. Un objeto o de dice libre para un contexto 0, notado fc(o,0), si las
variables y nombres ligados de 0 no ocurren libres en o, i.e. (bv(0) U bn(0)) N (fv(o) Ufn(o)) = 0. Por
ejemplo, fc(zy, Az.O[z" \w]) se satisface mientras que fc(xy, Az.0) no. Esta nocion es extendida de
manera natural a conjuntos de objetos, i.e. fc(S,0) significa que las variables y nombres ligados de 0
no ocurren libres en ningtn elemento de S.

bn(c) Ubn(s) U {a}
bn(c) U {a}

> 1>

4.2.1. Semantica operacional

La aplicacion de una sustitucion {x \u} a un objeto o de AM se extiende a objetos del Au-calculo
de manera natural, quedando definida modulo a-conversion para evitar capturas de variables/nombres
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libres, al igual que en la Sec. 4.1.1. En cuanto a las operaciones de aplicacién de un replacement o un
renaming, las mismas se formalizan a continuacion. Para el caso del replacement puede asumirse, por
a-conversion, a ¢ fn(s) y a # o:

a\Y shr & gz
ay‘ shtu) 2 fa\*s t o\ shu
a\* sh(Axt) £ Ax a\a/s t xés
o\ i) £ pBfa\ sl B¢ sB#0p#a
o\ shtle\u) £ (fa\ s\ [0\ s ogs
a\o‘ls ([a]t) & [o]( a\lo‘ sjit) s
o\ )8l 2 [Blia\sjt .y
o\ shel D) L [0\ sho)ly W fa\ s)alos] g ¢y #a,y £
AV shel ST A ({a\ shol P o\ shs] By sy FayFal
o\ sh(cly\al) £ ({a\* sho)ly ' s][B\a/] B fresca,y & 5,7 # o,y # o
a\¥ sh(cly\Bl) = (fa\* sho)ly\p a#By¢syFayEa
a\¥ sh(t-s) & fa\¥ sht-fa\* s)s

La mayoria de los casos de la definicién son directos. Se comentan a continuaciéon los més intere-
santes. Cuando un (meta-)replacement afecta a un operador de replacement explicito, i.e. el ca-
so {a\* s)(c[y\* s']), este ltimo se encuentra blogueando la operacién de replacement sobre -.
Es decir, v y a denotan el mismo comando, pero los argumentos de a no deben ser pasados a
v ain. Es por esto que se acumulan en el replacement explicito el pardametro adicional s de la
meta-operacion. De ahi la necesidad de utilizar stacks. Por su parte, cuando un (meta-)replacement
afecta a un operador de renaming explicito, i.e. el caso {a\* s} (cly\al), el renaming [y \ o es-
tad bloqueando el replacement de modo similar al caso anterior. En esta situacién, se memoriza
la necesidad de pasar los argumentos s al comando + mediante la creaciéon de un nuevo replace-
ment explicito [y \? s] sobre un nombre fresco 3 que luego es, a su vez, renombrado explicitamente
a o (i.e. el nombre del replacement sobre «). Vale destacar que se preserva el renaming explici-
to en pos de lograr el resultado de bisimulacion fuerte buscado (c¢f. Sec. 4.6). Por ejemplo, valen

o\ yo- g1} (o] 2) = Pl yoys, v o\ 50 ([a] @)[B\ 20]) = (112 90) [\ 2o - yol, mientras que se
tiene {a\V yo - 91} (([a] @)[B\ o)) = (] 2 9o y) I8 w0 - w1l (v \ .

Por su parte, la aplicacion de un renaming se define como:

a\Blr = =
a\Bl(tu) = [a\Bjt{a\Blu
a\BI(A\zt) = Az.{a\Bt
a\Bl(pyc) = pyla\Bic Y#E Y # B
a\Bi(tlz\ul) = ({a\Bit)z\{a\ply]
a\Bi(la]t) = [Bl{a\B}t
a\pi(e]t) = [o]{a\B)t a#o
a\Bi(c[y\*s]) = (la\Blo)ly\V {a\Bls] v#av#8
a\BHclyVs]) = ({a\Blo)[yV {a\Bis] a#dy#ay#8
a\Bi(cly\al) £ ({a\Bjo)y\s TEay#B
a\Bi(cly\d)) = ({a\Bleo)ly\J] aFdy#a,y#B
a\Bi(t-s) & [a\Bit-{a\B}s

. ’ .
Las tres operaciones {z \u}, {a\* s} y {a\ S} se extienden a contextos como es esperado.

La relacion de reduccion en un paso —,,, se define como la clausura por contextos O; de las
reglas de reescritura dB, S y dM, y por contextos 0. de la regla R a continuacion, i.e. —,,, =
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Dt<’_>dB U—s U ’_>dM> U OC<P—>R>Z

Lzt)u g L{tfxz \u]) L<ua.?>u —am L(,uo//.c[[a\o‘/ ul)
tlx\u] s x\ujt cla\* s] g a\* she

donde +—4p y —>an aplican bajo la condicion adicional fc(u,L), y —au requiere a su vez que ' sea un
nombre fresco (i.e. o/ # o, o' ¢ cy o ¢ L), de modo que ambas reglas extraen el contexto L evitando
la captura indeseada de variables/nombres libres en u. Dado X € {dB,S,dM,R}, se denota — la
clausura por contextos de — x.

Notar que dB y dM, presentadas anteriormente de manera informal, operan a distancia [AK12], en
el sentido que una abstraccién y su argumento pueden estar separados por un nimero arbitrario de
sustituciones explicitas; una caracteristica consistente con el hecho de que el desarrollo seméantico esté
guiado por las proof-nets. Ademas, siguiendo la presentacion de Parigot [Par92|, podria quererse sim-
plificar la sintaxis apelando a un constructor binario de replacement, obteniendo L(pa.ca \ u]) al lado
derecho de la regla dM. Esto resulta inadecuado en una presentaciéon con operadores explicitos dado que,
si bien la regla R dispara un reemplazo de todas las ocurrencias de « en ¢, podria quererse eventual-
mente realizar reemplazos individuales, al estilo de la regla 1sv del A-calculo call-by-need (cf. Sec. 2.7),
utilizando entonces el nombre del replacement (i.e. o’ en el operador ternario) para marcar aquellos
comandos que ya fueron reemplazados, preservando asi la correcta seméntica operacional [KV19b]. Por
ejemplo, considerar , ,

([a] pB.[ad )[a\* u] = ([o] pB.[]tu)[a\* u]
donde el reemplazo se realiza tinicamente sobre el comando interno, re-nombrando a éste tultimo por
o, al mismo tiempo que se preserva el operador explicito que ain liga la ocurrencia mas externa de a.

Cabe destacar también la inclusién del operador de renaming explicito en la sintaxis de célculo.
Como se mencion6 anteriormente, el (meta-)renaming no interviene en la semantica operacional del
Ap-calculo, por lo que el renaming explicito no es introducido ni ejecutado por las reglas del AM-
calculo. Sin embargo, se incorpora este ultimo a la sintaxis para salvar la situacién ilustrada en el
ejemplo (4.3) como se vera al formalizar la relacion ~ en la Sec. 4.6.

El AM-calculo implementa al Apu-calculo realizando pasos mas atomicos.
Lema 4.2.1. Sea 0 € 0y,,. Sio—,, o', entonces 0 —»pp 0.

Tal como el Ap-célculo, el AM resulta confluente.
Teorema 4.2.2. La relacion de reduccion — 5, es confluente (CR).

Demostracion. La propiedad se prueba usando el método de interpretacion de Hardin [CHL96], pro-
yectando el AM-célculo en una variante del Ap-calculo con renamings explicitos que, a su vez, se
demuestra confluente. Detalles en el Ap. C. O

4.3. Sistema de tipos simples para AM-calculo

Se introduce a continuacion el sistema de tipos simples para AM-célculo, que extiende al de Au-
calculo incorporando reglas para los operadores explicitos. El conjunto de tipos T es esencialmente el
mismo que el presentado en la Sec. 4.1.2. Simplemente se incorpora como categoria sintactica adicional
los tipos stack, los cuales seran utilizados para dar seméantica a los stacks introducidos en AM:

Tipos stacks S 1= A|A-S

El constructor de tipos - debe ser entendido como una conjuncién no-conmutativa, que se interpreta
como el tensor de la logica lineal (c¢f. Sec. 4.1.3). El rol de los stacks en el AM-calculo es el de acumular
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Di(z:B)S'Ft:A|A T'Fu:B|A
TUT' Ftz\ul: A|AUA

(suBs)

Ike|Aj(a:S— B)Sh (o :B)S! T"EFs:S|A (o B)S!

7 (REPL)
Tul’kcfa\* s] |AUA ;' : B
I'FelAj(a: ASH(B: A)ST FTFt:A|A T'Fs:S|A
(REN) ; - (sTK)
TEecla\B]|A;8: A Trurkt-s:A-S|AUA

Figura 4.11: Reglas de tipado adicionales del sistema £ para el AM-céalculo.

argumentos que seran eventualmente aplicados a un término de tipo funcional. Por lo tanto, se usa la
notacion Aj -...- A, — B como abreviatura del tipo 4; — ... — A4, — B.

Las reglas de tipado para el sistema £ del AM-céalculo estan dadas por aquellas del sistema M
(¢f. Fig. 4.5) mas las presentadas en la Fig. 4.11. Estas nuevas reglas involucran los constructores de
objectos introducidos en AM para lo que, en particular, se introduce una tercera clase de juicio de
tipado T'F s: S | A para stacks. Notar que todo juicio de tipado para términos es, en particular, un
juicio de tipado para stacks (de un solo elemento), actuando de caso base para la construccion de estos
ultimos. Al igual que en el sistema M, los comandos no tiene tipo asociado, cf. reglas (REPL) y (REN);
mientras que los stacks son tipados con tipos stack, resultando esencialmente en listas heterogéneas,
i.e. cada elemento del stack puede tener asociado un tipo diferente. Es interesante destacar la regla
(rePL) que se corresponde con la regla logica de modus ponens, donde el nombre o puede, en principio,
estar presente en el tipado del comando ¢ o el stack s.

Se denotan de forma genérica I' o : T | A los tres tipos de juicios, resultando o =ty T = A en
el caso de los términos; o = ¢ y T ignorado para los comandos; y 0o = s y T = S para los stacks. Asi
mismo se usa w>¢ ' o0 : T | A para indicar que el juicio 'k o : T | A es derivable en £ y nombrar a
la derivacion 7. En tal caso, se dice que o es el sujeto de . Por conveniencia, usualmente se abrevia
con 7, a una derivacién con sujeto o para contextos y tipo adecuados.

El sistema de tipos £ posee las siguiente propiedades principales.

Lema 4.3.1 (Relevance). Sea 0 € Oppr. Sim>g o :T | A, entonces dom(I') = fv(o) y dom(A) =
fn(o).

Teorema 4.3.2 (Subject Reduction). Sea o € Oppr. Sim>eTFo:T | A yo—y, 0, entonces existe
7 oe VO T | A tal que TV CT y A CA.

Demostracion. Por induccion en o —,,, o' apelando a lemas de sustitucion y replacement adecuados.
Detalles en el Ap. C. O

Adicionalmente, puede extenderse de manera directa el resultado de preservacion de tipos para la
relacion =, del sistema M (¢f. Lem. 4.1.9) a &.

Lema 4.3.3. Sea 0 € Oy,. Sim>gTFo:T | A yo~, o, entonces existe 7’ > T'Fo' : T | AL.
En adelante, siempre que 0 —, ,, 0 (1 0 ~, 0'), se hara referencia a 7, y m,» como dos derivaciones

de tipos relacionadas, i.e. las obtenidas a partir de m, por la prueba del Teo. 4.3.2 (o Lem. 4.3.3
respectivamente).
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4.4. Traduccién a proof-nets

Esta seccion presenta la traduccion de objetos de AM-célculo a PPNs, que resulta de extender la
introducida anteriormente para el Au-célculo (cf. Sec. 4.1.3).

En primer lugar se extiende la traduccion de tipos para contemplar el caso de los tipos stack. En este
caso, se hace considerando un tipo simple B como parametro adicional que representa el co-dominio
del funcional que consume el stack (cf. regla (repL)), obteniendo asi una féormula output valida.

Definicion 4.4.1. La traducciéon de un tipo stack S relativa a un tipo simple B en una férmula output
polarizada, notada S};, se define como:

A% (A— B)°
(A-8) 2 2A)® Sy,

> 1>

La traduccion de objetos tipados del AM-calculo a proof-nets polarizadas extiende a la presentada
en la Def. 4.1.7 incorporando los operadores explicitos de AM. Al igual que en el caso de los términos,
la proof-net resultante de traducir un stack tiene una conclusion distinguida que resulta ahora en una
formula anti-output. Ademas, del mismo modo que para las férmulas, las derivaciones de tipo para
stacks se traducen relativas a un tipo simple B. En resumen:

Término Una derivacion de tipo n>¢T F ¢ : A | A se traduce a una proof-net con conclusiones 7(FOL),
A®y A°, donde A° (una férmula output) es la distinguida.

Comando Una derivacién de tipo m>¢ I' F ¢ | A se traduce a una proof-net con conclusiones ?(I‘OL)
y A°. No hay conclusién distinguida.

Stack Una derivacion de tipo > ' s: S | A se traduce, relativa a un tipo simple B, a una proof-

net con conclusiones 7(F°l), (S — B)OL, B° y A®, donde (S — B)<>L (una formula anti-output)
es la distinguida.

Definiciéon 4.4.2. La traduccién de una derivacion de tipo # >g T'Fo: T | A (para un término o
comando) en una proof-net polarizada, notada 7r<>, se define inductivamente como ©° para las reglas
comunes a ambos sistemas, incorporando los siguientes casos para las reglas de la Fig. 4.11:

w (suBs): le. m>g DU Filx\u|l: A| AUA’ con premisas mp y m, > IV Fu: B|A:

o sixefv(t), entonces mi>eg iz BEt: A| A,
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o six ¢ fv(t), entoncesmi>g'Ft: A| A con x ¢ dom(T).

Se agregan nodos de contraccion para las conclusiones correspondientes a variables/nombres co-
munes entre t y u.

= (RePL): Le. T UT cfa \* s] | AUA;of : B con premisas me y o>l s : S | Al (o : B)S!,
Se detallan los casos donde o ¢ fn(s) y, por lo tanto, o/ ¢ dom(A’):

o sia,a €fn(c), entonces m. >¢ 'k e | Aja: S — B;a' : B.

e sia¢fn(c) ya €fn(c), entonces m. > T c| A;a’ : B con a ¢ dom(A).

Cw ) (s )
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o sia,a ¢ fn(c), entonces T >gT'F c| A con a,a’ ¢ dom(A).
(= ) (s )
O o o
= <a>@ J7

(S — B)° (S— B)*" B°

Se agregan nodos de contraccion para las conclusiones correspondientes a variables/nombres co-

munes entre ¢ y s. En los casos en que o' € fn(s) simplemente se agrega un nodo contraccion
extra contra la conclusion o .

s (REN): Le. g TF cla\B] | A;B: A con premisa w.:

e sia,fB efn(c), entonces me>e Tk e| Aja: A; 51 A.

o siagfn(c) yBefn(c), entoncesm.>e'Fc|A;8: A con o ¢ dom(A).
(m)°
B

Ao

o sia, ¢ fn(c), entonces m. > I'Fc| A con o, ¢ dom(A).

(71'9)0
7r<> £ B

donde la traduccion de una derivacion de tipo 7 >¢ 'k s: A | A en una proof-net polarizada relativa
a un tipo simple B, notada 71'%, se define inductivamente sobre s como:
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ns=trie et A A

3 (me)® |

I \V4 I

Lo !
oa O
14° Bt B°

1A°® B®" = (A— B)°*

ms=t-s:ie m>g TUT'FE -8 A-S"|AUA’ con premisas m e Tt A| A y 7y Dg
I'Es: 8| A por (sTK).

IA°® (5" = B = (4.5 = B)°"

Se agregan nodos de contraccion para las conclusiones correspondientes a variables/nombres co-
munes entre t y s.

Notar que las tnicas reglas de tipado que introducen cuts al ser traducidas son (aPP), (SUBS) y
(repL). La primera resulta en un cut multiplicativo C(®, ), lo que sustenta la decision (momenta-
nea) de considerar a las formas canoénicas como NFgpay. Por su parte, la segunda introduce un cut
exponencial, pues intervienen boxes y se aplican necesariamente las reglas de corte de la Fig. 4.8.

Maés interesante y sutil es el caso de (REPL) con sujeto c[a \a' s[, pues la naturaleza del cut resultante
depende del nimero de ocurrencias libres del nombre « en el comando ¢ (i.e. fn,(c)). Recordar que
la traduccion de un tipo funcional a una formula polarizada resulta en un par (*®), mientras que su
negacion es un tensor (®). Por construccion, la conclusion distinguida de (775)% siempre proviene de
un nodo tensor. Sin embargo, la conclusiéon « en (71'0)<> no necesariamente proviene de un nodo par,
pudiendo resultar en un cut multiplicativo (C(®,!)) o exponencial (Fig. 4.9) segun el rol de « en el
comando c.

A diferencia de la traduccion original para el caso del Au-célculo (c¢f. Def. 4.1.7), la cual preserva
la reduccién de PPN, la extension presentada aqui requiere resolver algunos cuts multiplicativos para
lograr una simulacién apropiada. Esto se debe a que los stacks son utilizados en AM para acumular
argumentos de un comando que, al momento de contraer un R-redex seran aplicados apropiadamen-
te (c¢f. definicién de replacement en Sec. 4.2). Sin embargo, dichos stacks son traducidos a ®-trees,
i.e. secuencias de nodos ® terminadas en un axioma, mientras que las aplicaciones del reducto son
interpretadas como un nodo ® seguido de un axioma y combinadas mediante nodos cut, resultando
asf en n — 1 cuts C(az) para un stack de n términos. Por ejemplo, considerar ¢ = [o] t[or \* u - v] con
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a ¢ fn(t) y ¢ un nombre fresco. Luego, ¢ — ¢/ = [@/] tuv pero (7rc)<> Soppy (1), como se ilustra en
el siguiente diagrama:

3 (7"u)O 3
oV : oo 1
A | | |
L e _____ | ! (771))0 !
@ G | T T . bV !
| | l l LA !
(WL)O ! () ! ! (7Tu,)<> ! L ‘
I \V/ I I I
| ° | Y | r.ﬂ o
o | oA 1 ol ® .
************* A— [ S 1A B° B
e~ o @
( ) IA/O BQL Bo o o R @ L
* () 1A* (A - B)°~ (A= B)° (A= B)°
” o~ ! © ——
(A" — B) (A= A — B)° (Ao A = B)oL
. N S

(A= A" = B)° (A> A - B)°"

Sin embargo, esto puede ser subsanado si se consideran las formas normales multiplicativas de las
PPNs en cuestiéon. Para eso, se introduce una nueva traduccién _’ (apelando a las propiedades CR y

SN de la reduccién de PPNs; ¢f. Sec. 4.1.3) tal que 7* es la forma normal multiplicativa de 7.

Teorema 4.4.3 (Simulacién). Sean o,p € Oaps tipados. St 0 — 5, P Y T, Tp son las derivaciones de

tipos relacionadas correspondientes, entonces (7r0)‘ —»ppy (7rp)’.

Demostracion. Por induccion en o —,,, p adaptando los Lem. 11.7 y 11.8 de [Lau02]. Detalles en el
Ap. C. O

4.5. Reduccién meaningful para AM-calculo

Una vez introducido el AM-calculo y tanto su seméntica operacional como la interpretacion de
derivaciones de tipo en proof-nets polarizadas, se cuenta con todas las herramientas necesarias para
realizar un analisis acabado del rol de cada regla de reducciéon a la hora de definir adecuadamente las
formas canodnicas y la reducciéon meaningful.

El objetivo principal del presente trabajo es dilucidar una relacion de equivalencia estructural
sobre el sub-conjunto de términos del AM-calculo denominado formas candnicas, que sea a su vez
una bisimulacion fuerte respecto a la nocién de reduccion meaningful. De este modo, se obtendra
para logica clasica un resultado andlogo al presentado en [AK12| para el caso intuicionista. Como se
detalld anteriormente, el resultado en [AK12| se vale de una extension del A-calculo con sustituciones
explicitas cuya nocion de reduccion se obtiene separando la regla 8 en dB y S. En tal caso, la regla dB
se corresponde con cuts multiplicativos en la seméntica de proof-nets, mientras que S captura los cuts
exponenciales. Es asi que se consideran las N F g el conjunto de formas candnicas y —4 la reduccion
meaningful del caso intuicionista.

Tal como se observo en la Sec. 4.4, el hecho de que la regla (app) introduzca un cut multiplicativo
al ser traducida no solo implica que dB se corresponde con estos altimos, sino que también dM lo hace.
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Esto lleva a considerar, en principio, NF e como el conjunto de formas canénicas y —gz como la
reduccion meaningful en el caso clasico:

Fﬁf*fdfff,jfffj r---- - - - T T~ a
[ reduccion ! [ 10 [
aB | cel ! o reducciéon |
/’ ' candnica /v ' canbnica
Lo - 22— - L - o 2222222 -

8 Y
e [ \ r**.***”.’,’771
g reduccién R (reduccion

| |
|

i meaningful
L J

meaningful?
L

Sin embargo, al analizar la traduccion para la regla (REPL) se ve que dB y dM no son los tnicas reglas
de reduccion que resultan multiplicativas respecto a la semantica de proof-nets polarizadas. De hecho,
basta analizar el resultado de traducir un comando tipado de la forma c[a \* s| (i.e. un R-redex).
En particular, el eje a en la traduccién puede provenir de un nodo weakening (si fn,(c) = 0) o de
una contraccion (si fny(c) > 1), resultando ambos casos en cuts exponenciales (c¢f. reglas C(®, w) y
C(®, c) de la Fig. 4.9 resp.). A su vez, cuando fn,(c) = 1 se tiene dos posibilidades. Si « se encuentra
dentro del argumento de una aplicacién o una sustitucion explicita, su eje correspondiente al traducir
proviene de un box, lo que lleva nuevamente a generar un cut exponencial (en este caso C(®,!)). En el
caso contrario, se tiene efectivamente un par (*®) en el nodo origen del eje «, resultado asi en un cut
multiplicativo C(®,9).

El siguiente analisis busca esclarecer qué instancias de la regla R deben ser consideradas para el
computo de las formas candnicas, y cuales otras como parte de la reduccion meaningful del caso clasico.

En primer lugar, dado el comando tipado c[[a\a/ s], la linealidad de « es un factor determinante para
que la traduccién del R-redex resulte en un cut multiplicativo o exponencial. Esto fue remarcado para
el Ap-célculo en [Lau03, Teo. 41], al identificar los pasos de p-reduccion lineales como aquellos que no
reflejan computo significativo: i.e. si o p-reduce linealmente a o, las formas normales multiplicativas
de sus interpretaciones como proof-nets polarizadas son estructuralmente equivalentes. Es por esto
que se considera una nueva regla exponencial Rnl para el caso de los replacement no-lineales, i.e. con

fn,(c) # 1:

cla\ s] . fa\Y she fag(e) £1

Pero, como se remarco anteriormente, el namero de ocurrencias libres de « en ¢ no es el unico factor
a considerar. Incluso en el caso fn,(c) = 1, si o ocurre dentro del parametro de una aplicacion, la
traduccion del R-redex también resulta en un cut exponencial. Para caracterizar debidamente esta
situacion, se introduce la nocién de conteztos lineales, generados por la siguiente graméatica:

Contextos TT lineales LTT := [O|LTT¢|A2z.LTT | pc.LCT | LTT|x \ ¢]
Contextos TC lineales LTC LTCt | Az.LTC | pa.LCC | LTC[z \ ¢]
Contextos CC lineales LCC @ | [a]LTC | LeCfa \* 5] | LeClar\ A]
Contextos CT lineales LCT := [o|LTT | LCT[a\* s] | LCT[ar\ 3]

donde cada categoria LXY representa el contexto lineal que toma un objeto de sort Y y retorna otro
de sort X. Por ejemplo, LTC es un contexto que toma un comando y genera un término. En efecto, la
gramética no permite la ocurrencia el agujero del contexto dentro del pardmetro de una aplicacion o
una sustitucion explicita.

Analizando el lado izquierdo de la regla R para los casos fn,(c) = 1 se obtiene las siguientes formas:

o t)fa\ s] (BN S Dla\ s]  c(dB\al)[a\* 5]



114 CAPITULO 4. BISIMULACION FUERTE PARA O.C.

donde « no ocurren en C, ¢, ¢’ ni s’; lo que deriva en tres posibles reglas de reduccién al aplicar la
meta-operacion de replacement al lado derecho correspondiente:

C{[a] t) | x \O‘: S| name C{[&]t ::/s> agCad¢t
C<CIH5 \a S/]D[[O[ \a/ Sﬂ F comp C<C/[ﬂ \a s - Sﬂ> (e ¢ C,« ¢ Cl, « ¢ s’
C{[B\af)la\* 5| —auep CI[B\*s]la\]) a¢Cadd

La primera resuelve el replacement explicito al encontrar el (inico) llamado al nombre «a; la segunda
compone los replacements concatenando sus stacks, notar que el externo actiia sobre el nombre del
replacement interno; mientras que la tercera realiza el swap entre un replacement y un renaming expli-
citos, donde el nombre « del lado derecho resulta fresco, como pide la definicion de (meta-)replacement,
pues no hay otras ocurrencias en el comando (recordar que fn,(c) = 1). A su vez, el contexto C puede
ser lineal o no-lineal, lo que da lugar a seis posibles reglas (disjuntas) en total. En adelante, se deno-
minan N y Nnl a las instancias lineal y no-lineal de Name respectivamente; anélogamente se tienen P y
Pnl para comP; y por dltimo W y Wnl para sWap.

Resulta entonces que R puede ser particionada en siete reglas de reduccién, de las cuales Rnl,
Nnl, Pnl y Wnl constituyen la porcién que introduce cuts exponenciales al traducir; mientras que N,
P y W capturan su parte multiplicativa. La relacion de reduccion de replacements meaningful —ge
se define como la clausura por contextos de las reglas no-lineales Rnl, Nnl, Pnl y Wnl, i.e. —pe =
Oc{gn1 U 1 U —pp1 U —yn1). Por su parte, las instancias lineales de R permiten manipular repla-
cements explicitos cuya traduccion a PPNs introduce cuts multiplicativos, lo que junto con dB y dM
seran consideradas para el computo de las formas canoénicas.

Lec([a] t)a \* s] —y  LCC([a]t ::
Lec(d [B\ s']) [ \O‘: s| e LCC(I[B\ & - s]) ag¢lcC,aé¢d,ad¢s
Lee(d(B\al) e\ s| —=u LCC([B\* s]la\a']) o ¢ LCC, v ¢ ¢/

s) a¢LCC,aédt

La relacion de reduccion candnica —, del AM-célculo se define como la clausura por contextos de las
reglas dB, dM, N, P y W, i.e. = 2 0t(>gp U Fay) U Oc(—y U —p U —>y). Luego, el conjunto de formas
candnicas del AM-calculo queda dado por NFe = NFgpqmey. Mas atn, la relacion de reduccion —
resulta fuertemente normalizante y confluente.

Teorema 4.5.1. La relacion de reduccion — es fuertemente normalizante (SN).

Demostracion. Detalles en el Ap. C. O

Teorema 4.5.2. La relacion de reduccion — es confluente (CR).

Demostracion. Se prueba que relacion de reduccion — 4 es débilmente confluente (WCR) y se concluye
por Lema de Newman [BN98] apelando al Teo. 4.5.1. Detalles en el Ap. C. O

Luego, es vélido referirse a la (tinica) forma candnica de un objeto como €(0) £ nfe (o). Finalmente,
la relacion de reduccion meaningful ~~ para el AM-calculo queda definida sobre formas canénicas en
términos de S y R®:

0~ 0 sii t—gepAd =E(p)
donde —>gpe €8 —g U —ge. Adicionalmente, se usa ~»g y ~»ge para explicitar la regla aplicada en el
paso en cuestion.
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A modo de resumen, el siguiente diagrama ilustra la descomposicion realizada sobre la regla R para
terminar obteniendo nociones adecuadas de reduccion meaningful y canonica:

cfa\" s

A

fna(c) #1 fna(c) =1
B
c=C([a]?) c=C{[B\* ) c=C(c[B\al)
— — —
C non linear C linear C non linear C linear C non linear C linear
R Lo Lo Lo Lo Lo
" reduccion w:ﬁ reduccién X reduccion X reduccién X reduccién X reduccién X reduccion
1 meaningful ' 1 meaningful 11 canoénica 1 meaningful 11 canénica 11 meaningful 11 canoénica
| | 1 1 1 1 1
b (Pra) 0 (Fwm) (=) v (Fpa1) (—p) e () (=)

Finalmente, se define —ge 2 0c (a1 U 1 U —pay U 1)

4.6. Equivalencia estructural para AM-calculo

Esta seccion introduce la relacién de equivalencia estructural ~ para términos del AM-célculo,
separando su presentacion en base a las herramientas clave en las que se basa el desarrollo: formas
candnicas, contextos lineales y renamings explicitos. Por dltimo se presenta ~ en si misma.

Formas candnicas

Como se discutié en las motivaciones del presente capitulo, la intuicién inicial para definir una
bisimulacién fuerte sobre términos de AM surge del caso intuicionista: la o-equivalencia introducida
por Regnier no resulta en una bisimulacion fuerte, pero al descomponer la regla 8 y considerar las dB-
formas normales a ambos lados de las ecuaciones de la Fig. 4.1 se obtiene la relacién de o Z-equivalencia
sobre términos del A-cilculo con ES que resulta ser efectivamente una bisimulacién fuerte respecto a
la nocién adecuada de reducciéon meaningful (en tal caso S).

En el caso clasico, una primera aproximacion a la solucién es considerar las reglas resultantes de
tomar la €-forma normal a cada lado de las ecuaciones de la o-equivalencia de Laurent (cf. Fig. 4.10).
La relaciéon ~, 5 obtenida se ilustra en la Fig. 4.12 pero, desafortunadamente, no satisface la propiedad
de bisimulacion fuerte buscada, como se explica a continuacion.

Renamings explicitos

Como se ilustroé en la Sec. 4.1.4, la introduccién de la meta-operacién de renaming por parte de la
regla =~z resulta problemética para la propiedad de bisimulacion fuerte buscada (cf. ejemplo (4.3)).
Es por esto que se introduce en el AM-calculo el operador de renaming explicito y se reemplaza en ~
la regla >,z por una nueva variante:

[Blwee =, cla)\f]
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Ayt)lz\ul =8 Ayt[z\u] y¢u
(tv)lz\u] =~ tlz\uv x¢wv
(pB.lat)le \u] =5 pp.lo]tlz\u] ) . Bdu
o] pa” (8] pB"c[BN" o)\ u] =pp [B1uB".([0/] pa” cla\* ul)[B\ 0] o ¢ v,a” ¢v,B¢u, B ¢u, B’ #a 0" #p
[T pa” ([B] Ay.pB.c)[a\* u] =5 [B]Ay.puB.[a] pa” cla\* u] ye¢u,Béup’ ¢u ' £, #p
(o] Az.pee [B Ay.pB.c 5 [B] Ay.pB.[a'] Az.pa.c B#d,a#p
Bluce =5 la\Ble

pafat ~gp 1 adt

ty\vllo\u] = o \ully\o] yduzdo

Figura 4.12: oB-equivalencia para términos del AM-célculo.

de modo que la situaciéon es ahora resuelta apelando a ~, y la reduccién canénica. Considerar el
ejemplo (4.3) con fny(c) > 1y fng(c) # 1, tomando la €-forma normal de los objetos iniciales:

ped([a] p.c)[a \* u] ~p ped e[\ alfa \* u]
pa o] (uBfa\* uje)u pa E(fa\ uj(cls\al)

GL —«
pad [o/ B (o \ w8\ u]) =, pe’.€({a\* uje)[B\ u][B \ o]

Notar como el comportamiento del (meta-)replacement sobre el renaming explicito juega un rol clave
para la a-equivalencia resultante en la parte inferior izquierda del diagrama.

Contextos lineales

Los contextos lineales resultaron de gran utilidad para descomponer la regla R en la Sec. 4.5. Aqui
vuelven a ser utilizados para reducir la cantidad de reglas de la relacién, al mismo tiempo que se
extiende la misma para soportar conmutaciones de renaming explicitos.

Las ecuaciones ~, 5, ~,5, o5 Y 25 de la Fig. 4.12 pueden ser generalizadas en una tnica ecuacion
que refleja el hecho de que una sustitucion explicita conmuta con contextos lineales. La misma situacion
se da con las reglas ~ B Y ~g5, entre los contextos lineales y los replacements explicitos. Més atn, los
contextos lineales pueden ser atravesados por cualquier operador explicito (sustitucion, replacement o
renaming) siempre que éste resulte independiente, i.e. no haya captura indeseada de variables/nombres
libres.

Por lo tanto, se incorporaran a la relaciéon ~ final tres ecuaciones que reemplazan a ~_g, ~_»

o Y T O b
o5, MoB, MoB Y ~oB, A la vez que extienden su comportamiento a renamings explicitos: ' ’
LTT(t)[z \u] ~exsuws LTT(t[z \ul) x ¢ LTT, fc(u, LTT)
Lec(e)[a\* s]  ewrepr LCC(c[a\* s]) a ¢ LCC,fc(a/,LCC), f(s, LCC)
LCC(c)[a \ ] ~exren LCC{c[ax\ 5] a ¢ LCC, fc(B,LCC)

Equivalencia estructural

Finalmente, se estd en condiciones de definir la relacion de equivalencia estructural ~ buscada,
tomando como base ~,& (cf. Fig. 4.12) e incorporando las consideraciones anteriormente mencionadas.
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LTT< >[ \u} exsubs LTT<t[m \’U/D x ¢ LTT, fc(u, LTT)
LCC< >[[OZ \a Sﬂ exrepl LCC<C[[04 \o/ 3ﬂ> (07 ¢ LCC, fC(O/, LCC), {'-C(S7 LCC)
LCC< >[ \/8} exren LCC<C[OC \6]) @ ¢ LCC,fC(B,LCC)
[ z.pa [B) Ay.pb.c  ~p Bl Ayppld | Ax.poe f# o a# B
[Bluae =, cla\f]
pea) t P t adt

Figura 4.13: Equivalencia estructural ~ para términos del AM-calculo.

Definiciéon 4.6.1 (Equivalencia estructural para formas canonicas). La relacién de equivalencia es-

tructural ~ es la congruencia sobre formas candnicas del AM-cdlculo generada por las reglas de la
Fig. 4.13.

De este modo, las reglas de conmutacion ~_5, ~_ 5, ~ 5 v >~ 5 de la Fig. 4.12 son reemplazadas
1 2 3 9

POT ~exsubs, MieNtras que ~eyrep1 sustituye a ~oB Y N5, Y ~p hace lo propio con o5 A su vez, se
5

incorpora la nueva regla ~.,,., discutida anteriormente, y solo se preservan las reglas ~,B Y ~o5, aqui

llamadas ~, (por pop/pop) y ~ respectivamente (ver [Lau03| para el origen de estos nombres). La

siguiente tabla resume esta relacion entre las distintas reglas:

Regla introducida | Reglas de o¢P-equivalencia que captura
“exsubs 20-{3; 2025 —o-B y= —of
':exrepl :Uf y ";JU?
~
—eXxren
~pp ok
Ep 2043
~ ~

La relaciéon de equivalencia ~ resultante es de hecho una bisimulaciéon fuerte con respecto a la
nocién de reduccion meaningful, como se demostrara en la Sec. 4.8.

Se presentan a continuacion algunas equivalencias admisibles que resultan de interés. En primer
lugar los resultados de conmutacion entre contextos lineales y contextos de operadores explicitos:

Lema 4.6.2.
1. Seat € Tapn. Luego, €(L(LTT(t))) ~ C€(LTT(L(t))) si bv(L) ¢ LTT y fc(L,LTT).

2. Sea ¢ € Cpps. Luego, €(R(LCC(c))) ~ €(LCC(R{c))) si bn(R) ¢ LCC y fc(R,LCC).

Una consecuencia de este resultado es la admisibilidad de las reglas reemplazadas de la Fig. 4.12:
w (Ayt)[z\u] ~ Aytlx\u] con y ¢ u, L =0[z\u] y LTT = Ay.[0.
s (tv)[z\u] =tz \ulvcon x ¢ v, L =0z \u] y LTT = Ow.

(nB.la]t)[a \u] = pB.[o] tia \u] con a ¢ u, L = Ol \u] y LTT = pB.[a] O
= tly\vlz\u] = tf \ully\v] con y ¢ u, x ¢ v, L= Ol \u] y LTT = Oy \ .
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o [ pa ([B) B [BN o) [a " ] = [ pp" ([0 pacla\* u])[B\ 0] con @ ¢ v,a” ¢
v, ¢ u B’ ¢ up’ #a,a"” # 3. Este caso es particularmente interesante porque interviene
también la regla ~,. Aplicando precisamente ~, dos veces a cada lado, basta ver que

(c[B\" )87\ B DIa " ulla” \ o] = (c[a\*" ul[a” \a/D[B\" 0][8"\ 5]
lo cual se sigue del Lem. 4.6.2 (2) tomando R = @[a \*" u][a” \ /] y LcC = @8\ 0] [\ B'].
= (o] pa ([B) Ay.pB.c) o\ u] ~ (B y.pB.le/] pe .cla \* u] con y ¢ u,B & u,B" ¢ u,B" #

o,/ # /. Como en el ejemplo anterior, por ~, basta ver que

(1A y-uB.0)a \*" ulla” \ o] = [F]Ay.pB.cla \*" ul[a” \ o]
y se concluye por Lem. 4.6.2 (2) tomando R = E[a \*" u][o”’ \ /] y LCC = [#'] Ay.uf.00.

Por ultimo, asi como ~, preserva el tipado de objetos del Ap-calculo (Lem. 4.3.3), la equivalencia
estructural aqui definida hace lo propio para objetos de AM.

Lema 4.6.3 (Preservacion de tipos para ~). Sea 0 € Oppy. Sim>egT'Fo:T| A yo~ o, entonces
existe v’ > T o T | A

4.7. Dos resultados de correspondencia

En esta seccién se estudia como se relaciona la equivalencia ~ introducida en la Sec. 4.6 con
la relacion ~, presentada por Laurent y, por lo tanto, con la equivalencia estructural de proof-nets
polarizadas =. En particular, se busca entender si existen permutaciones capturadas por ~, que sean
rechazadas por ~. Como se vio en la seccién Sec. 4.6, las reglas de ~, son capturadas por ~ una
vez adaptadas al marco del AM-calculo (i.e. tomando la €-forma normal de los objetos relacionados),
salvo por el caso de la regla ~,.:

Bl ua.c ~4, {a\B}c

Como se discuti6é en la Sec. 4.1.4, esta ecuacién rompe la propiedad de bisimulacién fuerte buscada
(¢f. ejemplo (4.3)), motivando asi la introduccion del operador de renaming explicito en el AM-calculo
y la inclusién de la regla ~, en ~. Se tiene entonces:

Bl pa.c 5, {a\B}c en Au VS. [B) wac ~, cla\ ] en AM

lo que da lugar a preguntar si estas permutaciones capturadas por ~, son las Gnicas que representan
un obstaculo a la hora de obtener una bisimulacion fuerte. Se prueba en esta seccién que ese es
precisamente el caso. Esta observacion se materializa en la siguiente propiedad (cf. Teo. 4.7.8)

0, p sii €(0) ~e €(p)
donde ~,; es la equivalencia resultante de extender ~ con una nueva regla que resuelve los renamings
explicitos:

cla\B] ~en {a\B}c
Este resultado pone en evidencia la importancia (inesperada) del renaming explicito a la hora de
obtener el resultado de bisimulacion fuerte.

El siguiente lema representa el resultado de correccién de ~, respecto a =~ (i.e. la ida del
Teo. 4.7.8), lo cual es relativamente directo de demostrar.

Lema 4.7.1. Sean o,p € Oy,. Si o ~, p, entonces €(0) ~er €(p).

En adelante se pone el foco en la vuelta del Teo. 4.7.8, i.e. el reciproco del lema anterior. El estudio
sera en dos etapas: por un lado estableciendo formalmente la relacion entre ~,, y = (Teo. 4.7.7); para
luego formalizar la correspondencia entre ~¢, y ~, (Teo. 4.7.8).
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Correspondencia entre ~., y =

En una primera etapa se estudia la correccion y completitud de ~,, con respecto a la semantica
de PPNs. Este resultado se basa en la propiedad de completitud de ~, [Lau03], la cual se describe
a continuaciéon. La relaciéon de o-equivalencia tiene la interesante propiedad de que dos objetos o y
p tipables del Au-calculo son o-equivalentes si y solo si sus correspondientes derivaciones de tipo son
estructuralmente equivalentes al traducirlas con _°. En otras palabras, dos objetos o-equivalentes tiene
la misma representacion como PPN médulo cuts multiplicativos (cf. Teo. 4.1.10).

En la Sec. 4.4 se extendio la traduccion _° de objetos tipados del Au-célculo para el caso de AM,
obteniendo la funcién 70. Del mismo modo, la Sec. 4.3 presenta una extension del sistema de tipos
simples M del Au-calculo para contemplar los operadores explicitos incorporados en AM . Luego, dado
que Op s contiene estrictamente a Oy, es evidente que para todo objeto o € Oy, se tiene (71'0)<> = (m,)°.

Sea 0 € Oppr un objecto en €-forma normal, y 7, una derivacion de tipos para o. Resulta que
0 € NF¢ no necesariamente implica que (7r0)<> estd en forma normal multiplicativa. Considerar por
ejemplo el comando ¢ = [o] z[a \* y]. Si bien ¢ se encuentra en forma canénica, (7.)° genera un
cut multiplicativo al conectar la PPN (W[a]l.)o con un box conteniendo (7ry)<> (¢f. caso (rePL) de la

Def. 4.4.2). Es por esto que se apela a la traduccion 7’ para objetos de AM-calculo.

Nota 4.7.2. Para todo o € Oy, tipado se tiene (m)* = (m0)°.

La siguiente tabla resume las distintas traducciones a PPNs mencionadas anteriormente:

Funcién | Calculo | Observacion
° AL Incluye cuts multiplicativos
° Al Forma normal multiplicativa de °
_<> AM Incluye cuts multiplicativos
_‘ AM Forma normal multiplicativa de _0

Un resultado esperado pero igualmente interesante es que las formas normales multiplicativas de
las PPNs son preservadas por la reducciéon candénica.
¢
)

Lema 4.7.3. Sean o,p € Opnr tipados. Si o —4 p, entonces (m,)" = (wp)’, donde 7, y ™, son las

correspondientes derivaciones de tipo relactonadas.

Por otro lado, la equivalencia ~, también preserva las formas normales multiplicativas de las PPNs
asociadas. Esto constituye el resultado de correccién de ~,, respecto a =.

Lema 4.7.4. Sean o,p € Oaps tipados. Si 0 ~cr p, entonces (7‘(‘0). = (Wp)’, donde m, y m, son las
correspondientes derivaciones de tipo relacionadas.

Para obtener el resultado buscado de completitud de ~¢, respecto a =, es necesario relacionar
los conjuntos Oaps y Oy, mediante una funcion de expansion e(_), que elimina todos los operadores
explicitos de un objecto mediante dB, dM o p expansiones:

(x

X

e(z) = .
e(tu) 2 e(t)e(u eq?‘] t) = [a]e(t)
e()\(f: t; 2 A(;)e(i)) e(cfa\* s]) =[] (pae(c)) ::e(s)
e . ) £ .e( ) e(cla\B]) £ [B]pa.e(c)
pa.c " po.e(c e(t-s) = e(t) e(s)
e(tlz\u]) = (Az.e(t)) e(u)
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Observar que, e(_) no es inversa a izquierda de €(_), i.e. dado o € Oy, no necesariamente e(€(0)) = o
Por ejemplo, tomar o = (pa.[a]z)y z. Luego, €(0) = pa’.([o] z)[a \* y - z] mientras que e(¢(0)
pa! [of] (nojo] ) y z. Sin embargo, se vuelve a un objeto equivalente gracias a la regla ~,.

Dado que los pasos de expansion en el AM-calculo son traducidos a cuts multiplicativos en las
proof-nets polarizadas, se tiene:

Lema 4.7.5.

1. Sea 0 € Oy,. Luego, (7ro)‘ = (ﬂ-Q‘(O))’, donde T, y Te(o) s0n las correspondientes derivaciones de

tipo relacionadas.

<&

2. Sea 0 € Oppr. Luego, (7,)" = (we(o))‘, donde m, Y Te(o) s0n las correspondientes derivaciones

de tipo relacionadas.

Luego, como corolario inmediato se tiene:
Corolario 4.7.6. Sean o € Oy, y o’ € Oxnr. Luego, (wo)’ = (’R’e(@(o)))’ Yy (WO/)’ = (WC(e(o’)))"

Todo estos resultados auxiliares llevan a la correspondencia buscada entre ~,, y la equivalencia
estructural de las proof-nets polarizadas.

¢

Teorema 4.7.7. Sean o,p € O,,. Luego, €(0) ~er €(p) sii (Te(0))’ = (7T¢(p))’, donde Te(0) Y Te(p)

son las correspondientes derivaciones de tipo relacionadas.
Demostracion. =) Por Lem. 4.7.4, €(0) ~¢ €(p) implica (7¢ ) = (ng(p))’.
<) Sean (re(o))* = (Te(p)* Por Lem. 4.7.5 (2), (Te(e(0)) ) = (Te(e(p))* ¥, por Cor. 4.7.6, (m,)* =
= (mp)".

(T(p)‘. Mas atin, por la Nota 4.7.2, (m,)* = (,)° y (7 ) (mp)°. Luego, por Teo. 4.1.10, 0 ~, p y se
concluye por Lem. 4.7.1, €(0) ~¢r €(p). O

Correspondencia entre ~., y ~,

Finalmente, se apela a correspondencia entre ~,,. y la equivalencia estructural de proof-nets po-
larizadas (Teo. 4.7.7) para terminar relacionando la nocion de equivalencia para AM-calculo aqui
desarrollada con la usual en la literatura para el Au-calculo.

Teorema 4.7.8. Sean o,p € Oy,. Luego, 0 ~; p sit €(0) ~er €(p).

Demostracion. =) Por Lem. 4.7.1, o ~, p implica €(0) ~er €(p).

<) Sean €(0) =, €(p). Por Lem. 4.7.4, (1¢(0)* = (me())* v, por Lem. 4.7.5 (1), (m,)* = (m,)*.
Més atin, por la Nota 4.7.2, (m,)* = (7,)° vy (m,)* = (7,)". Luego, por Teo. 4.1.10, (7,)° = (r,)°
implica 0 ~, p. O

Esto constituye el resultado principal de la presente seccién, que puede ser resumido graficamente
por el siguiente diagrama:

0~y D < Teo. 478 €(0) ~er €(p)

A A

Teo. 4.1.10 Teo. 4.7.7

(70)° ) = (re)?*

~

(Wp). (We(o)

Resulta particulamente interesante resaltar el hecho de que ~, contiene estrictamente a ~, pero la
diferencia entre estas relaciones radica exclusivamente en el manejo que se hace del renaming (implicito
vs. explicito). Esto es sucintamente capturado por la regla ~ye,.
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4.8. El resultado de bisimulacion fuerte

Tal como establece el Teo. 4.1.10, los objetos del Au-célculo que son mapeados a la misma proof-net
polarizada (moédulo equivalencia estructural) son capturados exactamente por la relacion de equivalen-
cia ~, introducida por Laurent, que puede ser vista también como la nocién natural de permutacién
de redexes para el caso de la logica clasica. Desafortunadamente, como se expuso en anteriormente,
~, no es una bisimulacion fuerte respecto a la nocion de reduccion del Ap-célculo.

Se propuso en el presente trabajo desarrollar una nocién adecuada de equivalencia en donde esta
permutacion de redexes resulte una bisimulacion fuerte, manteniendo al mismo tiempo la seméntica
estandar de PPNs. La relacion ~ obtenida es efectivamente una bisimulacion fuerte sobre formas
canoOnicas respecto a la nociéon de reduccion meaningful definida, i.e. términos equivalentes tienen
exactamente los mismos redexes. Este resultado se formaliza en la presente seccion.

Un aspecto crucial del resultado es la descomposicién de —y identificando aquellas instancias de
replacements lineales de las no-lineales (cf. Sec. 4.5), donde las primeras no involucran computo signi-
ficativo (i.e. representan PPNs estructuralmente equivalentes modulo cuts multiplicativos) y son por
lo tanto incluidas dentro de la relacion de equivalencia ~. Por su parte, las instancias no-lineales se
corresponden con pasos de cut-elimination exponenciales en la semantica de PPNs, siendo consideradas
de este modo parte de la reduccion meaningful.

En primer lugar se mencionan dos resultados técnicos importantes:

Lema 4.8.1. Sea 0o € Opys. Si 0o ~ 0o, entonces para todo contexto O del sort adecuado se tiene

€(0(0)) == €(0(0')).

Lema 4.8.2. Sean u,s,0 € Oxpr en €-forma normal tales que o ~ o', u ~ v’ y s ~ s con u,u’
términos y s, s’ stacks. Luego,

1. €({z\ujo) ~ €({z\u}o') y €({x \ujo) ~ C€({z \u }o).
2. €(fa\¥ sho) ~ e(fa\¥ s)o) y e(fa\* s)o) ~ e({a\* s }o).

Por ultima, se estd en condiciones de establecer el resultado principal del presente capitulo. Es
decir, el hecho de que ~ es una bisimulacién fuerte respecto a la relacién de reduccién meaningful.

Teorema 4.8.3. Sea 0 € Oppy. Sio~p y o~ 0, luego existe p’ tal que p~p' yo ~p'.

Demostracion. La prueba es por induccién en o ~ p utilizando los Lem.4.6.2, 4.8.1 y 4.8.2. Todos los
detalles se encuentran en el Ap. C. O

4.9. Conclusiéon

Este trabajo refina el Au-calculo descomponiendo las reglas de reduccion en sus fragmentos multipli-
cativos y exponenciales. Esta nueva presentacion de Au permite reformular la nociéon de o-equivalencia
como una bisimulacion fuerte ~ sobre los términos del calculo extendido AM. Adicionalmente, ~ es
conservativa con respecto a la o-equivalencia original, y términos ~-equivalentes comparten la mis-
ma representacién como proof-net polarizada. Mas atn, la relacién de reduccién —,,, se demuestra
confluente (CR).

Mas alla de [Lau03], trabajo que inspiro al presente y fue extensamente discutido, cabe mencionar
otros trabajos relacionados. En [Acc13], la MELL polarizada es representada mediante proof-nets sin
boxes, usando la informacion de polaridad para transformar !-boxes explicitos en estructuras mas
compactas. En [KV17], el Au-calculo es reformulado en el Aur-calculo con operadores explicitos, junto
con una semantica operacional small-step para sustituciones/replacements a distancia. A primera vista



122 CAPITULO 4. BISIMULACION FUERTE PARA O.C.

Apr parece ser mas atomico que el AM-calculo aunque este tltimo incluye un operador de renaming
explicito adicional. Por otro lado, el Aur-célculo fuerza la evaluacion de los replacements explicitos de
izquierda a derecha, puesto que no cuenta con un mecanismo de composiciéon, y por lo tanto solo se
puede aplica el operador sobre named terms. Otros refinamientos del Au-céalculo fueron presentados
en [Aud94, Pol04, vBV14]. Otra referencia relacionada es [HL10], donde una correspondencia precisa
es establecida entre las PPNs y una versiéon tipada del w-calculo asincréonico. Mas atin, se muestra que
la relacion de equivalencia ~, de Laurent se corresponde exactamente con la equivalencia estructural
de los procesos del m-calculo (Prop. 1 en op.cit.). En [LR03], Laurent y Regnier muestran que existe
una correspondencia precisa entre las traducciones CPS de los calculos clasicos (como Ap) en célculos
intuicionistas y las traducciones de PLL en LL.

Ademaés de la confluencia, estudiada en la Sec. 4.2.1, seria interesante analizar otras propiedades
de reescritura del AM-célculo, como la preservacion de la normalizacion fuerte respecto a Ap para
las relaciones de reduccién —,,, y ~», o la propia confluencia de ~». Otro tema a estudiar es c6mo
la nocién de bisimulaciéon fuerte propuesta se comporta respecto a otros calculos clasicos, como por
ejemplo Apfr [CHOO]. Mas atn, siguiendo la interpretacion computacional de deep inference provista
por el A-célculo atémico intuicionista [GHP13], serfa interesante investigar una extension clasica y su
correspondiente nociéon de bisimulacién fuerte. También es natural preguntarse cuél seria una sintaxis
ideal para la logica clasica, que sea capaz de capturar la bisimulacion fuerte reduciendo los axiomas
sintacticos a un conjunto de ecuaciones sencillo.

Se cree también que la relaciéon de reduccién ~~ es adecuada para derivar una teoria de resi-
duos [Bar85| para el Au-célculo. Esto es, tratando ~» como un sistema ortogonal desde un punto de
vista diagraméatico [ABKL14], a pesar de los pares criticos introducidos por las reglas p y 0. Eso podria,
a su vez, aclarar el panorama en busca de una nocién adecuada de call-by-need para el Au-célculo via
la nocién estandar de reduccion necesaria definida por medio de residuos.

Finalmente, la nocién de equivalencia ~ puede facilitar pruebas de correcciéon entre el Au-calculo y
méaquinas abstractas (como en [ABM14] para el A-célculo) y ayudar a establecer si estas ultimas son
"razonables" [ABM14].
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Conclusion

En el presente trabajo se exponen tres estudios seméanticos realizados sobre el A-calculo y algunas
de sus extensiones. Este andlisis se encuentra enmarcado en el estudio de los fundamentos tedricos
subyacentes al desarrollo de lenguajes de programacion funcional. Por un lado se establecié una clara
relacion entre la estrategia de reduccion call-by-need del A-célculo y la nocién seméntica de reduccion
necesaria. En un segundo término se estudié la posibilidad de capturar la nocién de path polymorphism
por medio de un sistema de tipos para un céalculo con patrones estaticos que garantice la buena
semantica operacional del mismo (i.e. las propiedades de subject reduction y progress). Finalmente, un
tercer estudio permiti6 formalizar una nocién de equivalencia estructural entre términos de un A-calculo
enriquecido con operadores de control, garantizando que objetos relacionados poseen exactamente la
misma semantica operacional. A continuaciéon de elabora sobre los resultados obtenidos en cada uno
de estos estudios y sus posibles lineas de trabajo futuro.

Reducciones necesarias en A-calculo. Este estudio es desarrollado en el Cap. 2 de la presente tesis.
El principal resultado obtenido es la igualdad observacional entre la estrategia call-by-need y la nocién
de reduccién necesaria. Mas precisamente, se muestra que un término del A-calculo normaliza al reducir
con la estrategia call-by-need si y solo si normaliza para cualquier secuencia de reduccion necesaria,
i.e. que contraiga tnicamente redexes needed del término. Para obtener este resultado se hace uso de
un sistema de tipos interseccién no idempotente —una técnica poderosa capaz de caracterizar diferentes
propiedades operacionales— que permite, en particular, caracterizar los redexes (weak-head) needed de
un término dado. Dicho sistema se demuestra normalizante: la contraccion de redexes tipados lleva
siempre a una forma normal (weak-head). A su vez, esto garantiza la normalizacion de las secuencias
de reducciones necesarias, dada la caracterizacion de redexes (weak-head) needed mencionada. Como
resultado indirecto del estudio realizado fue preciso formalizar la nocién (no determinista) de reduccion
para arboles de derivaciéon de tipado.

Los tipos interseccién no idempotente proveen una herramienta simple y natural para mostrar la
equivalencia observacional obtenida. Sin embargo, existen otras técnicas aplicables a tal fin en la lite-
ratura. En particular, en [Ball2| se apela al uso de sistemas de reduccion combinatoria (CRS) [Klo80,
KvOvR93] para demostrar que nociones sintacticas de evaluacion lazy resultan optimales [Lév75]. Si
bien esta técnica seria aplicable para el fin del presente trabajo, resulta considerablemente més com-
pleja que el uso de tipos interseccién, al mismo tiempo que no es adecuada para el caso del A-calculo
no débil [Gue96].

Esto tltimo representa precisamente una de las posibles lineas de trabajo futuro que se desprenden
del estudio realizado. Por un lado, en [Gar94| se introduce originalmente el sistema de tipos interseccion
no idempotente con el fin de realizar un estudio sobre los redexes needed para la nocién de reduccion

123
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fuerte del A-céalculo. Por otro, recientemente se presentd la estrategia de reduccién strong call-by-
need [BBBK17|, que describe una estrategia call-by-need determinista a forma normal (full): i.e. se
permite reducir tanto en el argumento de una aplicacién como por debajo de las abstracciones. Esto
plantea el interrogante de hasta qué punto el resultado obtenido en el presente trabajo puede ser
extendido a la reduccién fuerte.

Otra extension interesante (y a la vez simple) del resultado de caracterizacion de los redexes (weak-
head) needed por parte del sistema de tipos utilizado, seria definir una nocion de reducciéon necesaria
adecuada para términos del A-calculo con sustituciones explicitas (ES) para asi poder establecer una
relacion mas directa entre los redexes needed y aquellos elegidos por la estrategia call-by-need (definida
sobre términos con ES). Una herramienta técnica para obtener tal resultado seria el sistema de tipos
A |Kes16|, una adaptacion directa del sistema A a la sintaxis del A-célculo call-by-need.

Calculus of Applicative Patterns. Esta linea de investigacién se desarrolla en el Cap. 3 de la
presente tesis, y tiene como motivaciéon la formalizacion de un prototipo de lenguaje de programacion
capaz de capturar la novedosa caracteristica de path polymorphism. Para ello se introduce el Calculus
of Applicative Patterns (CAP) como una variante del fragmento estatico de PPC donde la alterna-
tiva es una operacion nativa (i.e. un constructor de términos del calculo). Se desarrolla un sistema
de tipos para el mismo donde términos path-polimdrficos son tipados estaticamente, garantizando el
buen comportamiento dindmico de los mismos: subject reduction y progress. Dicho sistema consta
de una combinacién no trivial de herramientas conocidas como tipos constantes, aplicativos, unién
y recursivos. Las propiedades fundamentales de adecuacion recaen crucialmente en dos aspectos del
sistema propuesto: por un lado la invertibilidad de la relacién de sub-tipado asociada, que se garantiza
apelando a la semantica de tipos recursivos sobre arboles infinitos; y por otro una nocién novedosa
de compatibilidad de patrones que establece una relacién entre los tipos asociados a aquellos patrones
cuyos conjuntos de argumentos se superponen. Cabe destacar la falta de normalizacion fuerte en el sis-
tema, la cual se debe principalmente al uso de tipos recursivos con equivalencia fuerte y a la necesidad
de capturar la recursion, caracteristica intrinseca del path polymorphism.

En una segunda etapa del estudio se analiza la posibilidad de chequear algoritmicamente la asig-
nacion de tipos, lo cual requiere de una reformulacion dirigida por sintaxis del sistema. A su vez, es
necesario desarrollar algoritmos para el chequeo de equivalencia de tipos y sub-tipado, lo que lleva a
introducir formulaciones co-inductivas e invertibles de dichas relaciones. Un primer enfoque es desa-
rrollado derivando en un algoritmo correcto pero ineficiente. En base a este primer estudio se detectan
los puntos débiles del algoritmo obtenido y se desarrolla un algoritmo eficiente. Este ultimo se logra
principalmente mediante un adecuado cambio de representacion, dejando de lado la version algebrai-
ca de la primera etapa e interpretando los p-tipos contractivos como term automata. Finalmente, el
algoritmo obtenido resulta tener complejidad polinomial respecto al tamano de su entrada.

Si bien los resultados obtenidos han sido favorables, existen varias lineas de trabajo futuro con
vistas al desarrollo de un prototipo funcional de lenguaje de programaciéon. Por un lado seria deseable
incorporar polimorfismo paramétrico, en principio al estilo de System F.. [CMMS91, Pie02, CG05],
lo que implica adaptar los resultados obtenidos a la presencia de tipos polimorficos teniendo, a priori,
un impacto directo en la nocién de compatibilidad. Por otro lado, es usual utilizar indices de de
Bruijn [Bar85, BKvOO03] al representar términos del A-céalculo, para garantizar que no se realizan
capturas indeseadas de variables libres producto de un mal manejo de sus nombres. Recientemente se
desarrollo una version ¢ la de Bruijn de PPC [MRV20], la cual podria se adaptada a CAP para obtener
una representacion adecuada de sus términos en el eventual prototipo.

También resulta fundamental definir una estrategia de reducciéon conveniente para evaluar los térmi-
nos del calculo. En esta linea, recientemente se han introducido estrategias de reduccién normalizantes
para PPC [BKLR12, BKLR17|, las cuales deberian ser adaptadas al marco de CAP para el adecuado
desarrollo de un prototipo funcional. Cabe destacar que estos dos célculos comparten la misma opera-



125

cién de matching. Una extensién més ambiciosa es la de incorporar pattern polymorphism al desarrollo.
Esto implica incorporar patrones dindmicos a CAP, manteniendo al mismo tiempo las buenas propie-
dades del sistema, que hoy en dia recaen en la nocién meramente estatica de compatibilidad.

Por ultimo, cabe destacar que el estudio de la normalizacion fuerte en presencia de tipos recursivos
con equivalencia fuerte constituye un problema abierto en 4rea por mas de 20 afios [BDS13, pag. 515].
Si bien se han logrado avances al respecto en el marco de esta investigacion [BV17], no fue posible atn
dar con la restriccion adecuada que permita garantizar normalizacion fuerte para un sub-conjunto de
los términos del sistema sin descartar por completo el uso de tipos recursivos.

Bisimulacion fuerte para operadores de control. Esta tltima linea de investigacion se desarrolla
en el Cap. 4 y se basa en un refinamiento del Au-calculo, mediante la incorporacion de operadores
explicitos de sustitucion, replacement y renaming, y la descomposicion de las reglas de reducciéon en
sus fragmentos multiplicativos y exponenciales. Este nuevo formalismo es denominado AM-calculo,
y permite reformular la nocion de o-equivalencia como una bisimulacién fuerte ~ sobre sus objetos
(términos y comandos) respecto a la nocion de reduccion meaningful ~». Adicionalmente, ~ resulta
conservativa con respecto a la o-equivalencia original de Laurent, al mismo tiempo que objectos ~-
equivalentes comparten la misma representacion como proof-nets polarizadas (PPNs). Mas aun, la
relacion de reduccion general del Ap-célculo (—, ;) se demuestra confluente.

Cabe mencionar distintos trabajos relacionados de los cuales se tomaron elementos para el desarrollo
aqui realizado. En primer lugar [Lau03], donde se define la o-equivalencia original para logica clasica
y se introducen las PPNs. Por otro lado, en [KV17] el Ap-célculo es reformulado en el Aur-calculo con
operadores explicitos, junto con una seméntica operacional small-step para sustituciones/replacements
a distancia. A primera vista Aur parece ser mas atémico que el AM-calculo aunque este tltimo incluye
un operador de renaming explicito adicional. Por otro lado, el Aur-calculo fuerza la evaluacion de los
replacements explicitos de izquierda a derecha, puesto que no cuenta con un mecanismo de composicién,
y por lo tanto solo se puede aplicar el operador sobre named terms. La incorporaciéon de operadores
explicitos y la descomposicion de la relaciéon de reduccion en pasos multiplicativos y exponenciales esta
inspirada en [AK10, ABKL14| donde se aplican estas ideas para formalizar la o-equivalencia como una
bisimulacién fuerte para el caso intuicionista.

Entre otros trabajos relacionados que merecen mencion se destaca [Accl3], donde la MELL polariza-
da es representada mediante proof-nets sin boxes, usando la informacion de polaridad para transformar
I-boxes explicitos en estructuras mas compactas. Refinamientos adicionales del Au-calculo fueron pre-
sentados en [Aud94, Pol04, vBV14]. En [HL10] una correspondencia precisa es establecida entre las
PPNs y una versiéon tipada del m-calculo asincrénico. Mas atun, se muestra que la relacién de equi-
valencia ~, de Laurent se corresponde exactamente con la equivalencia estructural de los procesos
del m-calculo (Prop. 1 en op.cit.). Por ultimo, en [LR03| Laurent y Regnier muestran que existe una
correspondencia precisa entre las traducciones CPS de los célculos clasicos (como Ap) en célculos
intuicionistas y las traducciones de PLL en LL.

Respecto a lineas de trabajo futuro, ademés de la confluencia de AM, seria interesante analizar
otras propiedades de reescritura del calculo, como la preservacion de la normalizacion fuerte respecto
a Ap para las relaciones de reduccion —,,, y ~, o la propia confluencia de ~~, la cual no es aborda-
da en el presente trabajo. Otro tema a estudiar es la relacién entre la nocién de bisimulacién fuerte
propuesta respecto a otros calculos clasicos, como Aug [CHO0|. Més ain, siguiendo la interpretacion
computacional de deep inference provista por el A-célculo atémico intuicionista [GHP13], seria intere-
sante investigar una extension cléasica y su correspondiente nocion de bisimulacion fuerte. También es
natural preguntarse si la sintaxis del AM-célculo propuesto es realmente adecuada para la logica clési-
ca. En otras palabras, seria interesante buscar una sintaxis sencilla para un calculo que se corresponda
(via Curry—Howard) con la logica clasica y sea capaz de capturar la bisimulacion fuerte reduciendo las
ecuaciones sintacticas actuales a un conjunto sencillo de axiomas. Otro punto interesante a investigar
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es la posibilidad de derivar una teoria de residuos [Bar85] para el Au-calculo basada en la nocion de
reduccion ~». Esto podria ayudar a formalizar una nocién adecuada de call-by-need para el Ap-célculo
via la nociéon estandar de reducciéon necesaria definida por medio de residuos. Finalmente, la nocion de
equivalencia ~ puede facilitar pruebas de correccion entre el Au-calculo y maquinas abstractas (como
en [ABM14] para el A-calculo) y ayudar a establecer si estas tltimas son "razonables" [ABM14].



Apéndice A

Pruebas: Reducciones necesarias en
M-calculo

Reducciones needed

Residuos

Lema 2.2.2. Sean l,r;s € rpos(t) tal que | estd a la izquierda de r, s £ 1 ys : ¢ —g t’. Entonces,
| € rpos(t') y | estd a la izquierda de v’ para toda v € r/s.

Demostracion. Notar que s £ | implica |/s = {lI}, por lo que es inmediato ver que | € rpos(t’). Sis £ r,
entonces r/s = {r} y el resultado es inmediato. De lo contrario, s < r implica s < r’ para todo r’ € r/s
por definicién. Como | esté a la izquierda de r, se distinguen dos casos: r = Iq con q # ¢€; o bien r = plq
y I = p0q’. Ambos casos implican que | y r comparten un prefijo comin (I o p respectivamente). Sea p’
este prefijo. De s £ | y s < r se tiene que p’ es un prefijo propio de s. Por lo tanto, es un prefijo propio
de v’ también, i.e. r' = Iq” con q” # € o r' = plq” para todo r’ € r/s. Luego, | esta a la izquierda de r’
para todo r’ € r/s. O

Nociones de reduccién needed

Lema 2.2.5. El leftmost redex de cualquier término no en forma normal (head o weak-head) es needed
(head needed o weak-head needed respectivamente).

Demostracion. Dado que la prueba existente en [BKKS87] no se extiende a formas normales weak-
head, se da a continuacién una prueba alternativa que no solo cubre el caso estandar de reduccién
needed, sino que ademés abarca los nuevos de reducciéon head needed y weak-head needed.

Sea t un término no en forma normal (forma normal head o forma normal weak-head respectiva-
mente). Considerar p : ¢ - ¢’ tal que ¢’ es una forma normal (forma normal head o forma normal
weak-head respectivamente). Suponer en pos de una contradiccion que el leftmost redex | de ¢ no es
usado en p. Por el Cor. 2.2.3, | es el leftmost redex de t’. Esto lleva a una contracciéon con le hecho
de que t’ es una forma normal (forma normal head o forma normal weak-head respectivamente), en
particular porque el leftmost redex de un término no en forma normal head (forma normal weak-head
respectivamente) es necesariamente el head redex (weak-head redex respectivamente). O
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El sistema de tipos N/

Propiedades del sistema

Lema 2.3.5 (Sustitucion). Sean m >y Uizt {oiicr Ft:7 y (7l o Ai - u it 0y)ier. Luego, existe
una derivacion 7,y DN T +ier Ai b {x\ult: 7 tal que sz(m o\, 1) = sz(my) +ier sz(l,) — |1].

Demostracion. Por induccién en t.

» t = z. Luego, m = AX(z,7) lo que implica I' = 0, I = {ig} y 0;, = 7. Se concluye con
Tyt = 7,0 dado que sz(m;) = 1 = |1].

» t =y # z. Luego, my = AX(y,7) lo que implica ' = {y: {r}} e I = 0. Se concluye con

Ty = T dado que +esz(mi0) = 0 = [I].

» t = t's. Luego, my = APP(my, s, (m1)es) lo que implica T' =TV +c, T, [ = I'W (L—ﬂjeJ L)y
T={r;};cs — 7’ tal que

mp >a T {oi}icr th: {Tj}}je.f -7

(ﬂ'g > A Fj;x : {{Ui}}'iejj Fs: Tj)je]
Por h.i. se tienen
Tiz\ult’ PN I tiep Ai b {z\uit' - {7} jes — 7'

(7rj Da Ty tier, A {z\uls:7))jer

z\u}s
con Sz(T ) ¢r) = sz(my) +iep sz(rl) — |I'] y sz(wjx\u .) = sz(m) +iey, sz(rl,) — |I;] para todo
j € J. Se concluye con

Tio\uyt = APP(T pvujers {12 \ujs, (ij\u $)ie)

dado que

SZ(7T z\u t) = Tiz\ult/ +j€J ij\u s +1 ‘ .

(sz(my) +ier sz(my,) — [I']) + (+jeq(s2(ml) +ier, sz(my,) — |1;])) + 1
(sz(mr) +jes sz(ml) + 1) +ier sz(m,) — |1

= sz(m) +ier sz(m,) — ||

= ¢ = Ay.t'. Luego, y # x y se tienen dos casos posibles:

1. m = VAL(y,t'), lo que implica I' = () e I = (). Se concluye con 7(,\,;+ = VAL(y, {2 \u}t’).

2. my = ABS(y, 1), lo que implica T' = TV \ y y 7 = I"(y) — 7’ con la derivacion my >ar
IMs2: {oifier Ht' 2 7. Por h.i. se tiene i\, DA T'F {2\ ujt: 7" con sz(mp\u)e) =
sz(my) +ier sz(ml)) — |I]. Se concluye con 7 \uyt = ABS(y, T 5\ +) dado que

SZ(’/T z\u t) = Ti{x\u}t/ +1 )
(sz(me) + 1) +ier sz(m,) — ||
= sz(m) +ier sz(my,) — |1
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Teorema 2.3.6 (Weighted Subject Reduction). Sea m >n I't:7. Sir:t —4t', entonces existe
my > T Et 7. Mds atn,

1. Sir € tpos(mt), entonces sz(my) > sz(my ).

2. Sir & tpos(m), entonces sz(my) = sz(my).

Demostracion. Por induccion en r € rpos(t).

s r=c Luego, t = (Aw.s)u y t' = {x\u}s. Mas atin, se tiene m; = APP(mxz.s,u, (7%);c7) con
ms = ABS(x, 7). Se concluye pues, por Lem 2.3.5, existe 7y tal que sz(my) = sz(ms) +iersz(ml) —
|I| < sz(my) 441 sz(ml,) + 1 = sz(m;) (notar que r € tpos(m;) por Def. 2.3.1).

s r = 0r’. Luego, hay dos posibles casos:

1. Sit = su, entonces t' = s'u con ' : s =4 s'. Mas aim, se tiene 7, = APP (7, u, (7}, )icr)-
Por h.i. existe my tal que sz(ms) > sz(my) si ' € tpos(ms) o sz(ms) = sz(me) si no. Se
concluye luego con 1y = APP(my, u, (1¢);c;) dado que, por Def. 2.3.1 (3), r € tpos(m;) sii
r' € tpos(7s).

2. Sit= Az.s, entonces t' = Az.s’ conr' :s —p s'. Se tienen dos casos para 7;: T = VAL(x, s)
o m = ABS(z, 7). En el primero se concluye con my = VAL(z,s’) dado que r ¢ tpos(m:) y
sz(m;) = sz(my ). En el segundo, por h.i. existe 7y tal que sz(mws) > sz(mwy) sir’ € tpos(ms) o
sz(ms) = sz(my ) si no. Se concluye luego con my = ABS(x, my) dado que, por Def. 2.3.1 (2),
r € tpos(mt) sii ' € tpos(ms).

= r=1r. Luego, t = suyt =su' conr :u —p u'. Més atin, se tiene m;, = APP(mg,u, (7%);cr). Por

h.i. existen (7}, )scs tal que sz(m,) > sz(m,) sir’ € tpos(m,) o sz(m,) = sz(7},)
i € I. Se concluye luego con my = APP (7, v, (7}, );cr) dado que, por Def. 2.3.1

sii existe k € I tal que r’ € tpos(7F).

si no, para todo
(3), r € tpos(m)

O

Lema 2.3.7 (Anti-sustitucion). Sea 7 ,\uj¢ >a T'F {2\ uit: 7. Luego, existen derivaciones m; >xr
Iz : {oiierbt:Ty (o Aibu:oy)ier tal que T =T 441 A

Demostracion. Por induccién en t.

= t = . Luego, {x\ujt = u y se tiene I = {ip}, 0;, = 7. Se concluye con 7 = AX(z,7) y

0 —
Ty = T{z\ujt-

» t =y #x. Luego, {x\ujt =y y se concluye con m; = Tz, ¢ € I = 0.

J

» t =1's. Luego, {x \ujt = {2z \ujt' [z \u}s. Mas atin, 7\, ;¢ = APP(T 0 e, {2 \ujs, (m M $)jed)-
(]

Por h.i._existen Ty (ng)jEJ_tal que ctxt (7, ¢ ) = (ctxt(my) \\ @) +iep ctxt(ml,) y ctxt o\ s)
(ctxt(m)) \ @) +ier; ctxt(m,) para todo j € J. Se concluye con m; = APP(my,s,(7))jer) e

I'=1"U(Ue, 1j), dado que

COXE(T (p\u)t) = COXE(T (v )er) +yes COXE(T] 0,0 )
= ((etxt(m) \ ) +ier ctxt(my)) +jes ((ctxt(ml) \ @) +ier, ctxt(m,))
= ((ctxt(my) +jes ctxt(m?)) .\\ x) +icru 1) ctxt(7?)
= (ctxt(m) \ @) +ier ctxt(nh)

JjEJ
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= t = Ay.t'. Luego, {z \uit = Ay.{w \uit'y mut = ABS(Y, T p\u)e). Por h.i. existe 7y tal que
ctxt(m o\ ) = (ctxt(my) \ ) +4er ctxt(ml). Se concluye con 1 = ABS(y, 7¢) dado que

CtXt(Tr z\u t) CtXt(’]T z\u t’) \\ Yy

((ctxt(m) \ @) +ier ctxt(my)) \ y
= E(Ctxt(ﬂt') N o)\ 2) +ier ctxt(m,)

ctxt(my) \ ) +ier ctxt(n?)

O

Teorema 2.3.8 (Subject Expansion). Sea my >y 't 7. Sit — 51, entonces existe m>y It 7.

Demostracion. Por definicion t — 5 ¢' implica ¢t = C(l) y ¢ = C(r) con [ 4 r. La demostracion es por
induccién en C.

» C = [0 Luego, t = (Az.s)u y t' = {x\u}s. Por Lem. 2.3.7, existen 7y y (7' );c; tal que
ctxt(my) = (ctxt(ms) \ ) +ier ctxt(nl). Se concluye con m; = APP(ABS(z, ), u, (7)) dado
que ctxt(m) = ctxt(my) v type(my) = type(my ).

= C=C'u.Luego,t =suyt = s ucons —, s Masain, 7 = APP (s, u, (7}, )sc ). Por h.i. existe
75 tal que ctxt(m,) = ctxt(ry) y type(ms) = type(ms ). Se concluye con 7, = APP(7s, u, (78);cr)-

» C = sC. Luego, t = suyt' = su conu —5 u'. Mis atin, mp = APP(7s, v/, (7¢,)ier). Por
h.i. existen (7);c; tal que ctxt(n?) = ctxt(r’,) y type(n’) = type(n’,) para todo i € I. Se
concluye entonces con m; = APP (g, u, (7)scr)-

= C= Az.C’". Luego, t = Az.s y t' = Az.s' con s — s'. se tienen dos casos para my: 7y = VAL(z, s')
o my = ABS(z, 7y ). En el primero se concluye con m; = VAL(z, s). En el segundo, por h.i. existe
ms tal que ctxt(ms) = ctxt(my) y type(ms) = type(ms ). Se concluye con m; = ABS(z, ).

O

Sustitucion y reducciéon en derivaciones

Lema 2.4.2. Sean m; y (l);c; derivaciones tal que {z \ (7);cr}m estd definida, y p € pos(t). En-
tonces,
1. p € tpos(m) sii p € tpos({z \ (7)icr }me)-

2. q € tpos(7k) para algin k € T sii existe p’ € tpos(m;) tal quet|y = x yp'q € tpos({x \ (7%)ics }7t)-

Demostracion. Se demuestra por separado cada caso.
1. Por induccién en .
= 1, = AX(y, 7). Luego, t = y y pos(t) = {e} por Def. 2.4.1 (1). El resultado es inmediato

pues € € tpos(m) para toda derivacion .
» m, = VAL(y,t'). Por Def. 2.4.1 (2), {z\(7%)icr}m = VAL(y, {x \u}t'). Més atn, por

Def. 2.3.1 (1), tpos(m:) = {e} = tpos({z \ (7)1 }mt). Luego, el resultado es inmediato.
= 1, = ABS(y, 7). Luego, t = Ay.t’. Por Def. 2.3.1 (2), se tienen dos casos para p:
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a) p = e. El resultado es inmediato pues € € tpos(7) para toda derivacion .

b) p = 0p". Luego, p’ € pos(my). Mas atin, por Def. 2.4.1 (3), se tiene {z\ (7 )161 T =
ABS(y, {z \ (7%,)ier }7¢). Por h.i. se tiene p’ € tpos(m/) sii p’ € tpos({z \ (7)) ).
Se concluye por Def. 2.3.1 (2), dado que subj({z \ (7)icr }m) = Ay.{x \ut’.

mr = APP(my, s, () jes). Luego, t = t's. Por Def. 2.3.1 (3), se tienen tres casos para p:

a) p = e. El resultado es inmediato pues € € tpos(w) para toda derivacion .

b) p = 0p". Luego, p’ € pos(my). Mas atin, por Def. 2.4.1 (4), se tiene {x\ (7 ier i =
APP({z \ (7h);cp tmw, {z \uls, ({2 \ (7})icr, }78)jes) con I = I' @ W (W, 1;)- Luego,
por h.i. p’ € tpos(my) sii p’ € tpos({x \ (7%));cp 1 me). Se concluye por Def. 2.3.1 (3),
dado que subj({x \ (7%)ser}m) = {z \ujt' {z \u}s.

¢) p=1p". Luego, (p’ € pos(ﬂj))JeJ Por Def. 2.4.1 (4), existe una particién tal que I = I’y
Wies 1) v o\ (m)ierim = APP({z\(m)icy tm, {2 \uls, ({2 \ (7} )icr, }7l)jeu)-
Por h.i. se tiene p’ € tpos(m!) sii p’ € tpos( x \ (m},)icz, j7)) para todo j € J. Se
concluye por Def. 2.3.1 (3), pues subj({z \ (7)icr jm) = {z \u}t' {z\u}s.

nduccién en 7.

= AX(y,7). Si y # x, por Def. 2.4.1 (1), {2\ (7))icr}m = AX(y,7) vy el resultado
es inmediato pues I = . Si no (ie. y = ) por Def. 2.4.1 (1) se tiene I = {ig} y
T \( )ier e = m. Luego, se concluye con p’ = e.

= VAL(y, t'). El resultado es inmediato pues, por Def. 2.4.1 (1), se tiene I = §.

= ABS(y, my/). Luego, t = Ay.t'. Més atn, por Def. 2.4.1 (3), se tiene :C\( Dier T =
ABS(y, 2\ (78)ier 7). Por h.i. q € tpos(mX) para algtin k € I sii existe p” € tpos(my) tal
que |y =z y p’q’ € tpos({z \ (7)icr }m). Se concluye por Def. 2.3.1 (2), con p’ = 0p”.
= APP (s, u, (7 )zel) Luego, t =t sy, por Def. 2.4.1 (4), existe una particion tal que I =
Po,e, 1) v 12\ (wh)ier | m = APP(a\ (mh) e 7oy [\ u)s, (12 (7 )ier, 1 70)se.). Se
tienen dos casos para k € I:
11 7

a) k € I'. Por h.i. q € tpos(w¥) sii existe p” € tpos(my) tal que t|,» = x y p’q’ €
tpos({x \ (7%);cr }7¢). Se concluye por Def. 2.3.1 (3), con p’ = 0p”.
b) k € I para algtin [ € J. Por h.i. q € tpos(F) sii existe p” € tpos(rl) tal que s|p» = =
I/’

y p'q’ € tpos({z \ (7¢)icr, } 7). Se concluye por Def. 2.3.1 (3), con p’ = 1p”.
O

Redexes tipados vs. weak-head needed

Lema 2.5.

p’ € p/r ta

1. Seanr:m —5 7y y p € pos(t) tal que p #r y p # Or. Entonces, p € tpos(m;) sii existe
I que p’ € tpos(my).

ion. Sip = € el resultado es inmediato dado que, por Def. 2.2.1, e/r = {€} y, por Def. 2.3.1,

€ € tpos(w) para toda posible derivacion w. Luego, se asume p # €. La demostracion es por induccion

Demostrac
en r.
" r=c.

cont' =

Luego r < p y r € rpos(t) Ntpos(m;). Mas atn, t =t|, = (Az.s)u y
Ts
IVEXes: foidier =7 (7)ier _
e I'E(\z.s)u:T ~e o\ (Mier)ms =

x \u}s. Entonces, hay dos posibilidades para p.
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1. p=00p’. Luego, p/e = {p’}. Por Def. 2.3.1, p € tpos(m;) sii p’ € tpos(rs). Se concluye por
Lem. 2.4.2 (1), pues p’ € tpos(ms) sii p’ € tpos(my ). Notar que p’ € pos(s).

2. p = 1p'. Luego, p/e = {qp” | s|q = 2}. Por Def. 2.3.1, p € tpos(m;) sii p” € tpos(nF) para
algtin k € I. Se concluye por Lem. 2.4.2 (2), pues p” € tpos(7F) sii existe ¢ € tpos(7s) tal
que slq =z y p’ = qp” € tpos(my).

s r = 0r’. Luego, se analiza la forma de ¢:

e t = su. Entonces, t' = s'u con ' : s =4 s'. Mas atin,

T _Ts (Wi)iel _ st (Wz)ieI —
Pksu:Tt F-s'u:r
con Ts — 5 yr. Luego, se tiene dos posibilidades para p:

1. p = 0g. Por Def. 2.3.1, p € tpos(m) sii q € tpos(ws). Como p # r se tiene q # r'.
Entonces, por h.i. q € tpos(rws) sii existe ' € q/r' tal que q' € tpos(my). Luego,
se concluye por Def. 2.3.1, p € tpos(m;) sii existe p’ € p/r tal que p’ € tpos(my)
(i.e. p' =0q).

2. p=1q. Luego, r £ py p/r = {p} (i-e. p" = p). Més atn, por Def. 2.3.1, p € tpos(m;) sii
existe q € tpos(mX) para algtn k € I sii p’ € tpos(my).

e t = \z.s. Luego, t' = Az.s' con r' : s =5 s". Si rule(m;) = (vaL), el resultado es inmediato
pues tpos(m;) = {e} = tpos(my). Si no,
s el
T'FAlzs:T I'FAzs 71

con ms —4 Ty. Entonces, p = 0q y, por Def. 2.3.1, p € tpos(m;) sii q € tpos(ms). Por
h.i. q € tpos(ms) sii existe q’ € q/r’ tal que q’ € tpos(m ). Por lo tanto, se concluye como
en el caso anterior.

T = Ty

= r = 1r'. Este caso es simétrico al presentado anteriormente. Se tienen t = su y ' = su’ con
rou—gu'y
T = ms (T )ier . T (o )ier —
F'Fsu:Tt sy :7
con (7t —5 7t )ier. Luego, si p=0q (i.e. r £ p) se concluye por Def. 2.2.1 con p/r = {p}. Si no,
p = 1q y, por Def. 2.3.1, p € tpos(m;) sii q € tpos(7¥) para algiin k € I. Finalmente, se concluye
por h.i. y Def. 2.3.1.

O

Redexes weak-head needed son tipados

Lema 2.5.2. Sean p : my »g mpy y p € pos(t). Si existe p' € p/p tal que p’ € tpos(my), entonces
p € tpos(my).

Demostracion. Por induccién en p.

= p = nil. La propiedad se satisface vacuamente (m; = 7).

= p=rp'. Luego, se tienen r : m, —5 s y p' 1 75 =g M. Sea q € p/r (i.e. q € pos(s)). Por h.i. si
existe p’ € q/p’ tal que p’ € tpos(my ), entonces q € tpos(ms). Se concluye por Lem. 2.5.1, pues
q € tpos(7s) implica a su vez p € tpos(m).

O
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Redexes tipados principalmente son weak-head needed

Lema 2.5.5. Sean m, una derivacién con sujeto t, r € rpos(t) Ntpos(my) y p : w1 —»g mp. Si Ty e€s
principal normal, entonces p usa r.

Demostracion. Por inducciéon en p.
= p = nil. La propiedad se satisface vacuamente (m; = 7).

= p=1r'p. Sir =r el resultado es inmediato. Si no, por Lem. 2.5.1, existe r’ € r/r' tal que
r'” € tpos(my). Méas atn, r € rpos(t) implica r’ € rpos(s). Luego, por h.i. se tiene que p’ usa r” y,
por lo tanto, p usa r.

O

Lema 2.5.6. Sean t un término weak-head normalizante y w¢ un tipado principal. Luego, toda secuencia
de reduccion tipada leftmost desde m; es weak-head needed.

Demostracion. Sea p : m —»g T la secuencia de reduccién tipada leftmost con 7 normal. Se tiene
dos casos para p:

= p = nil. La propiedad se satisface vacuamente (m; = 7).

= p # nil. Suponer t € WHNFg. Por Def. 2.5.4, m; es principal normal, por lo que no tiene
redexes tipados. Esto contradice p # nil. Luego, t tiene un weak-head redex r (i.e. t ¢ WHNF3)
que es leftmost por definicion. Mas ain, r es tanto tipado (Nota 2.3.2) como weak-head needed
(Lem. 2.2.5).

O

Normalizaciéon weak-head needed

Lema 2.6.1. Sea m, > I'F t: 7. Luego, m normal implica t € WHNF 5.
Demostracion. Por induccién en 7; analizando la dltima regla aplicada.

= (AX). Luego, t = 2 € WHNF;.

= (vavr). Luego, t = Ax.t’ € WHNF 3.

= (aBs). Luego, t = Az.t' € WHNFp.

» (app). Luego, t =t'ucon ' =TV i1 Ay, mpy DN TV B {oifici > 7y (A Fu:oy)ier para
algtn I. m; normal implica 7, normal también. Por lo tanto, por h.i. se tiene t' € WHNF 3. Mas
atn, t' # Ax.s pues € € tpos(n) y 7 es normal. Luego, ' = xt;...t, con n > 0. Se concluye
cont=uaxty...tyu € WHNFs.

O
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Apéndice B

Pruebas: Calculus of Applicative
Patterns

Sintaxis de CAP

En primer lugar se introducen una serie de definiciones y resultados auxiliares necesarios para
probar la confluencia del célculo.

Lema B.0.1. Sean {p\u}} un match decidido y o una sustitucion tal que p evita o. Luego, {p\ou

es un match decidido y oo {p\uj} = {p\ouj} oo. Mds ain, {p\u}} = fail sii {p\ouj} = fail.
Demostracion. Se analizan por separado los cosos {p\uj} = py {p\u}} = fail.
= Si {p\uj} = p. Se procede por induccion en p.

e p=2x.Luego, p={z\u}y {p\ou}} = {x\ou}. Seay € V:
o Siy € fv(p) (i.e. y =), entonces oy = y, dado que p evitao,y (oo {y\u})y =ou=
y\ouly = {y\oujoy.
o Siy ¢ fv(p) (i.e. y # x), nuevamente dado que p evita o se tiene (c o {x \u})y = oy =
({x\ou}oo)y.

En ambos casos se concluye oo {p\u}} = {p\ou}} oo.
e p=c. Luego, u = c y ou = ¢, por lo que el resultado es inmediato.

e p = popi. Luego, u = wour y p = {po\uo} W {p1\u1j} = po W p1. Por h.i. se tiene
({pi \ou; |} = pl)ico con (o0 p; = p;00);<9. Luego, {p\ouj} = p{Wp) v se concluye dado
que 00 [p\u} = (00 po) & (070 p1) = (s 0 0) (4 0.0) = {p\ ou)} o 0.

= Si {p\u}} = fail. Luego u € Mcap. Se procede por induccién en p.

e p = zx. Este caso no aplica para un match fallido.

e p = c. Luego, u # c. Es inmediato ver que ou € Mcap y ou # c. Por lo tanto, {p\ouj} =
fail y se concluye por definicién de composicion del match.

® p = pop1- Se consideran dos casos segin la forma de u:

1. u = upu;. Luego, el mismatch es interno pues se asumen patrones lineales (¢f. Sec. 3.2),
por lo que la falla no se produce en la union disjunta. Es decir, se tiene {p \ u}} =
po \uo j} W{p1 \u1} con {po\ug}} =fail o {p1 \u1}} = fail. Asumir el primer caso
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(el anélisis para el segundo es simétrico). Por h.i. se tiene {pg \ oupj} = fail. Por lo
tanto, {p \ou}} = {po\ouo}} W {p1 \ous}} = fail también. Luego, se concluye por
definicion de composiciéon del match.

2. u # upu. Como en el caso de p = ¢, es inmediato ver que ou € Mcap y ou # uf uj.
Luego, {p \op}} = fail y se concluye por definicién de composiciéon del match.

O

La relacion de reduccion —cpp se extiende a sustituciones de modo que o —»¢pp ¢’ sii dom(o) =
dom(o’) y o(x) —cap 0’ (z) para toda = € dom(o).

Lema B.0.2. Seant € Tcap y 0 una sustitucion. Sit —cpp t' y 0 —cap 07, entonces ot —scpp o't
Demostracion. Por induccion en el nimero de pasos de reduccién m en la secuencia t —»scup t'.
= m = 0. Luego, t = ¢’ por lo que basta ver que ot —»¢up ot’. Se procede por induccion en t.

e t = 1z. Siz € dom(o), entonces ot = o(x) —»cpp o' (x) = o't por hipodtesis. Si no (i.e. x ¢
dom(o)), se tiene ot = & —»¢pp « = o't por reflexividad.
e t = c. Luego, ot = ¢ —»¢pp ¢ = o't por reflexividad.

e t = ru. Luego, ot = orou. Por h.i. se tienen or —cp 0'r y ou —cp 0’u. Por lo tanto,
ot = 0T oUu —cap O’ OU —cpp 01 0'u = o't

t = (pi = Si)i<n. Sin pérdida de generalidad se asumen (p; evita o);.,. Luego, ot =
(pi = 08i)i<n. Por h.i. de tienen (os; —cpp 078;)i<pn. Por lo tanto, se concluye como en
el caso anterior, ot = (p; = 08;)i<n —cap (Pi = 0'8i)icn = 0't.

= m > 0. Luego, t —ap 7 —cap t'. Por h.i. se tiene ot” —cp o’'t’. Basta ver entonces que
ot —¢up ot”. Por definicion ¢ = C(l) y t"" = C(r) con I —>¢pp 7. Se procede por induccion en C.

e C = [ Luego, t = (pi = si)icnu y t" = psg con ({p; \uj} =fail);cp y {pr \uj = p
para algin k < n. Sin pérdida de generalidad se asumen (p; evita 0);<,. Luego, ot =

(pi = 08i)i<n ou. Por Lem B.0.1, {p; \ou}} = p’ con oo p=p oc. Mas ain, también por
Lem. B.0.1, se tienen ({p; \ou}} = fail); ;. Luego, ot = (p; = 08;)i<n oU F—rcap P'OSE =
opsy = at”.

e C=Cu Luego, t =ruyt’ =1r"uconr —gp r'. Por h.i. se tiene or —yp or’. Por lo
tanto, ot = or ou —qup o1’ ou = ot”.

— / — n o __ ! !/ . 4 /
e C=17rC".Luego, t =ruyt’' =ru conu —qp v'. Por h.i. setiene ou —p ou’. Por lo
tanto, ot = or ou —gyp orou’ = ot’.

e C= (pi - Ck)z’<n- Luegov t= (pi - 5i)i<n y t = (pi - 5;)i<n con Sk —cpp 52 y (Si = Sé)ziz
7

para algin k < n. Por h.i. se tiene os; —cpp 08). Sin pérdida de generalidad se asumen
(pi evita 0);<,,. Luego, ot = (p; = 08;)icn —cap (Pi = 085)icn = ot”.

O

Del mismo modo, la relaciéon de reduccién —»cyp también se extiende al resultado de un match
decidido definiendo fail —»¢yp fail.

Lema B.0.3. Sea {p\u}} un match decidido. Si u —¢gp v, entonces {p\u'}} es un match decidido y
p\ujl e {p\0/

Demostracion. Por definicién u = C(l) y u’ = C(r) con I —>cpp 7. Se procede por induccion en C.
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= C = [ Luego, u = (p; = t;)i<n s. Notar que u ¢ Mcap. Por lo tanto, se tiene necesariamente
p = z, dado que {{p \ u}} se encuentra decidido por hipétesis. Luego, {p \u}} = {z\u} y
p\u'}} = {z\u}. El hecho de que {x \u} —cp {2 \ v} es inmediato.

= C=Cuy. Luego, u = uguy y v’ =ujuy con ug —>gp ug-

e Si {p\uj} = o, se distinguen dos casos:
1. p=z. Luego, 0 = {z \u} y se concluye con {p\u'}} = {z\u'}.
2. p=pop1. Luego, o = {po \ug jW{p1 \u1 }} = coWoy. Por h.i. se tiene {{po\ug |} = of, con
00 —cap 04 Més atin, dado que dom(o(;) = dom(oy), es seguro concluir {p\u’ }} = o{Wo.
e Si {p\uj} = fail, se tiene otros dos casos posibles:
1. p = c. Luego, se tiene también {c \uguyj} = fail.
2. p = pop1. Luego, el mismatch es interno pues se asumen patrones lineales (cf. Sec. 3.2),
por lo que la falla no se produce en la unién disjunta. Es decir, se tiene o0 = {{pg \ uo } &
p1\u1}} con {po \wuo}} = fail o {p; \ w1} = fail. Si vale el primer caso, por
h.i. se tiene {po \ uy}} = fail. Si no, vale {p; \ w1} = fail. En cualquier caso,
p\u'} = {po \u} W {p1 \uy )} = fail.

s C=wuoC". Luego, u = ugu; y u' =wupuj con u; —>gp u). Este caso es analogo al anterior.
m C=(pi = Ck)icn- Luego, u = (p; = S;)icpn CON Sk —cpp ), Y (Si = s;),;z para algiun k < n.
K2

e Si {p\uj} =0, entonces p = x. Se concluye con {p\v'j} = {z\u'}.

e Si {p\uj} = fail, entonces p = c 0 p = pgp1. En ambos casos se tiene {{p \ v |} = fail,
por lo que se concluye.

O

Corolario B.0.4. Sea {p\u} un match decidido. Siu —cpp u’, entonces {p\u'}} es un match decidido
y {p\ujf »ewe {p\ v/

La relacion de reduccion paralela =cpp para términos de PPC se define inductivamente como:

(R-VAR) ——  (R-CONST)
T Scap X CScar C
/ ! !
T=cap T U Scap U (si =cap 8i)i<n
— (R-APP) ; (R-ABS)
TUScpp T U (pi = 8i =cap Di = S)i<n

(Ipi\ul} =fail);.p {pr\u) =0 sp=caps, k<n u=cpu

(R-BETA)
(Pi = 8i)icnu Sarp {pr \U' )} s},

Notar que la relacién de reduccion paralela resulta reflexiva.

Al igual que —»¢pp, la nocion de reducciéon paralela =cp se extiende a sustituciones y matchings
decididos, de modo que: 0 =¢pp o sii dom(o) = dom(c’) y o(x) =cwp 0'(z) para toda z € dom(o); y
fail =¢pp fail.

Lema B.0.5. Seant € Tcap y 0 una sustitucion. Sit Scp t' y 0 =cap 0/, entonces ot ¢pp o't

Demostracion. Por inducciéon en t =cpp t'.
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= (R-VAR). Luego, t = x = t’ y se concluye por hipotesis oz =cpp o'
s (rR-consT). Luego, t = c =1ty ot = c = ¢'t’. Se concluye por (R-CONST).

s (rR-aPP). Luego, t =ruy t' =1 v conr Scp 1’ vy u Scpp v'. Por h.i. se tienen or S¢pp 0’1’ y
ou Scpp 0'u’. Se concluye por (R-APP), ot = or ou =cpp o1 ou’ = o't’.

= (R-aABS). Luego, t = (p; = $i)icn ¥ V' (i = $)icn cON (8; =cap S)i<n. Sin pérdida de generalidad
se asumen (p; evita 0);<, v (p; evita o’);,. Mas ain, por h.i. se tienen (08; Scap 0'8})icn-
Luego, se concluye por (r-ABs), ot = (p; = 08;)i<n =cap (Pi = 08})icn = 0't.

» (R-BETA). Luego, t = (p; = Si)icnuyt = {pr \ v} s}, paraalgin k < ncon ({p; \u}} = fail), .,
P \Ul} = p, Sk Scae S, ¥ U =cap . Por h.i. se tienen os; Scap 0’8}, y ou Scap 0’/ Sin pér-
dida de generalidad se asumen (p; evita 0);,. Luego, por Lem B.0.1, {px \ou}} = p’. Méas ain,
también por Lem. B.0.1, se tienen ({p; \ ou}} = fail),;.,. Finalmente, se concluye por (R-BETA),
ot = (pi = 08i)icn U =arr {pr \o'U |} 0's), = o't.

O

Lema B.0.6. Sea {p\u}} un match decidido. Si u =¢pp v, entonces {p\u' |} es un match decidido y
p\ujf Sap (p\v

Demostracion. Por induccién en u =cpp .
= (R-VAR). Luego, u = x = v y el resultado es inmediato.
= (r-consT). Luego, u = ¢ = u’ y el resultado es inmediato.
— [ / / / /
= (R-APP). Luego, u = upu; y v’ = uguj con ug Scap Uy ¥ U1 =cap U] -

e Si {p\uj} =0, se distinguen dos casos:
1. p==x. Luego, 0 = {xz \u} y se concluye con {p\v'}} = {x \v'}.

2. p=pop1. Luego, o = {{po \ uo JW{p1 \u1}} = ogWoy. Por h.i. se tiene ({p; \ v} }} = 0});<2
con (0; =cup 0})ico. Mas aun, dado que (dom(c}) = dom(c;));<2, s seguro concluir

p\u'} = o) Wol.
e Si {p\uj} = fail, se tiene otros dos casos posibles:
1. p = c. Luego, se tiene también {c \upwuy |} = fail.
2. p = pop1. Luego, el mismatch es interno pues se asumen patrones lineales (cf. Sec. 3.2),
por lo que la falla no se produce en la union disjunta. Es decir, se tiene o = {pg \ ug } &
p1 \u1 ) con {po\uo}} = fail o {p1 \u1j} = fail. Por h.i. se tiene {{pg \ vy |} = fail
o {p1 \u} )} = fail. Por lo tanto, {p\v'}} = {po \ui} W {p1 \ v} )} = fail.

= (rR-aBs). Luego, u = (p; = 8i)icn ¥ W (i = 8})icn con (si Scwp 57)icn-
e Si {p\uj} =0, entonces p = x. Se concluye con {p\v |} = {x\u'}.
e Si {p\uj} = fail, entonces p = ¢ 0 p = pgp1. En ambos casos se tiene {p \ v |} = fail,

por lo que se concluye.

= (R-BETA). Luego, u = (p; = t;)i<n s. Notar que u ¢ Mcap. Por lo tanto, se tiene necesariamente
p = x, dado que {p \ u}} se encuentra decidido por hipotesis. Luego, {p \u}} = {z \u} y
p\u'}} = {z\u}. El hecho de que {x \u} =cp {2\ v} es inmediato.

O
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Un complete development de un término ¢, notado t*, se define inductivamente como:

A
c* 2 ¢
pe \u* skt sit = (pi = Si)icn, Pk \uj =0y
(t U)* = ({pi\uj} = fail),;.;, para algin k <n
t* u* si no
(pi - Si)i<n* £ (pi - Si*)i<n

La nocién de complete development es utilizada para mostrar que =¢yp satisface la propiedad del
diamante [Nip90, BKvO03].

Lema B.0.7. Seat € Tcap. St t =cup t’, entonces t' =cpp t*.

Demostracion. Por inducciéon en t =cpp t'.
= (rR-vAR). Luego, t = 2 =t/ = t*. Se concluye por reflexividad de = cyp.
= (r-consT). Luego, t = ¢ =t/ = t*. Nuevamente, se concluye por reflexividad de =¢pp.
= (R-aPP). Luego, t =ruy t' =7r"u conr =cp 1’ y u cpp v'. Se distinguen dos casos:

1. Sit es un redex (R-BETA), entonces 7 = (p; = 8;)icn Y 7' = (Di = 8})icn con (8; cap 55)icn,
pe\u} =0y ({pi \u}} =fail);, para algin k < n. Por h.i. se tienen (s} Scap 5i*)i<n
v u Sep vt De u =cp v/, por Lem. B.0.6, {pp\v'}} =o'y ({p; \v'}} = fail); ;. Luego,
por (R-BETA), t' = (pi = 8})i<n ¥ Scap {pr \ 0"} 81" = t*.
2. Sit es un redex (R-BETA), por h.i. se tienen 1’ =¢up 7* y v/ Scpp u*. Luego, se concluye por
(r-appP), t' = 1" Scpp 7 Ut = t*.
= (r-aBs). Luego, t = (pi = $i)icn Y t'(Pi = 87)i<n cON (S; Zcap 87)i<n- Por hoi. (] Scap 8i)icn-
Luego, se concluye por (r-aBs), t' = (p; = 85)icn =cwp (Di = 8 )icn =1,

» (R-BETA). Luego, t = (p; — si)icnuyt' = {pr \ '} s} paraalgin k < ncon ({p; \u}} = fail);x,
pr\ul =0, Sp Scap ), ¥y U =cap . Por h.i. se tienen sj, Scup sx* y u Scap u*. Luego, por

Lem B.0.6, {pr\u}} =cap {pe\t' ) =cap {pr\u*}}. Mas atin, ambos matching son exitosos (i.e. re-
tornan sustituciones). Finalmente, por Lem. B.0.5, ¢ = {py \ v }} s}, Scap {pr \v* |} sp* = t*.

O

Corolario B.0.8. La relacion de reduccion paralela =cpp satisface la propiedad del diamante y, por
lo tanto, es confluente (CR).

Por ultimo, para deducir la confluencia de CAP mediante el método de Tait—Martin-Lo6f, basta que
ver =cup extiende a —q,p v al mismo tiempo esta incluida en su clausura reflexiva—transitiva —cpp.

Lema B.0.9. —¢p € =cap € —cap-

Demostracion. Para la primera inclusion (—qp C =cap) considerar ¢ —pp t'. Por definicion ¢ = C(I)
y t' = C(r) con [ —s¢pp r. Se procede por induccion en C para mostrar que ¢ =¢pp t'.

= C =0 Luego, t = (p; = Si)icnu y t' = o8 con ({p; \u}} =fail);cp v {pr \uj} = o para
algin k < n. Por reflexividad de =cpp se tienen s =cap Sk v © =cap u. Luego, por (R-BETA),
t=(pi = Si)icn U =cap Pk \ujsp =1

» C=Cu Luego, t = ruy t = r'uconr —gp r'. Por h.i. se tiene r =¢p r’. Mas atin, por
reflexividad de =¢pp también se tiene u =cpp u. Luego, por (R-aPP), t =r1u Scpp ' u = 1t'.
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= C=17rC. Luego, t = ruyt =ru con u —qp u'. Por h.i. se tiene u =¢p v'. Mas atn, por
reflexividad de = ¢pp también se tiene r =cpp 7. Luego, por (R-aPP), t =1u Scpp ru’ = t'.

m C=(pi = Ci)icn- Luego, t = (pi = 8i)icn Y t' = (Di = 8)icn cON S —cpp 5, ¥V (55 = si),;,}z para
1

algin k < n. Por h.i. se tiene s; =cap ). Més atn, por reflexividad de =cpp también se tienen
(8i =cap Si)?;;" Luego, por (r-ABS), t = (pi = Si)i<n e (Pi = 87)i<cn = 1.
3

Para la segunda inclusion (Z¢pp € —»cpp) considerar t =¢pp t'. Se procede por induccion en ¢ S¢pp ¢
para mostrar que t —¢up t'.

= (rR-vAR). Luego, t = = t'. Se concluye por reflexividad de —»cyp.
= (r-consT). Luego, t = ¢ = t'. Se concluye por reflexividad de —»¢yp.

= (rR-aPP). Luego, t = ruy t' =7'v conr =qp 7 y u =cpp /. Por h.i. se tienen r —gpp 77y
u —»cpp . Por lo tanto, t = ru —»ep 7' u —epp ' U = 1.

/ / / - !
» (rR-aBS). Luego, t = (pi = Si)icn ¥ U (Di = Si)icn cOn (S; Scap S;)icn. Por hi. (S; —~cap S)icn-
Por lo tanto, se concluye como en el caso anterior, t = (p; = $i)i<n —cap (Pi = S})icn = 1.

» (R-BETA). Luego, t = (p; = Si)icnuyt’ = {pr \v' |} s}, paraalgin k < ncon ({p; \u}} = fail),; 4,
P \uj} =0, sk =cap S, ¥ U =cap v Notar que (p; = $;i)i<n U —cap 0 Sg. Més atn, por h.i. se
tienen sy —cap S, ¥ 4 —cap @' Por Cor. B.0.4, 0 = {px \u}} —cap {pr \v' |} = 0’ y entonces, por

Lem. B.0.2, 0 s, —cap 0”5}, Es decir, t = (pi = 8i)icnt —cwe {pr \U'}} s}, = 1.
O
La confluencia de —,p es consecuencia inmediata del Cor. B.0.8 y el Lem. B.0.9.
Teorema 3.2.1. La relacion de reduccion —q,p es confluente (CR).

Demostracion. Dado que las clausuras son, por definicién, funciones monoétonas e idempotentes, del
Lem. B.0.9 se sigue ={p = —cap. Luego, se satisface el siguiente diagrama de confluencia:

S .
| \\\ /// I
S 2
\ AN ’, 7 1
\ NUN v 1
\ \\\\ ,/// /
\ SQ G ’
N \\j* *):// i
N WY L 7z
S~o / -7
—» o«

Relacion entre CAP y PPC

La traducciéon de términos CAP en términos del fragmento estatico de PPC se extiende a sustitu-
ciones de modo que dom(oPPC) =dom(o) y UPPC(:C) = (J(x))PPC para toda z € dom(o).

PPC

(o1)PPC = 67PC

Lema B.0.10. Seant € Tcap y 0 una sustitucion.

Demostracion. Por induccién en t.
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st =z Luego, tT"C=2.Size dom(o), entonces (at)PPC = (O’(IE))PPC = CTPPC(I) = o PPPC si
PPC PPC,PPC
no, (ot) "~ =xz=0 "t .
= ¢ = c. Luego, tPPC = ¢ y (Jt)PPC =c =g TEPPC,
= t = ru. Luego, (ot)"7C = (o1)""< (6u)PFC. Por h.i. se tienen (o7)7FC = o"P<rPPC v (ou)PPC =
PPC_ PPC PPC _ . PPC_PPC\, PPC 'PPCy _ _PPC,PPC
o “u . Porlo tanto, se concluye (ot) ~=(c s )(oc Tu )=o t .

m ¢t = (p; = Si)i<n. Sin perdida de generalidad se asumen (p; evita 0);.,. Por induccion en n (el
nimero de ramas de la abstraccion):

e n = 1. Luego, (ot)PPC = (o(po = 50))PPC = py — (aso)PPC. Por h.i. del lema se tie-

PPC PPC_ PPC PPC PPC
ne (osp) = o sy . Por lo tanto, se concluye (ot) = po — (0S0) =po —
PPC

PPC _ PPC PPC
o S0 =0 t

e n > 1. Luego, apelando a la codificacion de la alternativa en PPC (¢f. Sec. 3.1.1) se tiene
(Jt)PPC = 1z — (NoMatchy — y) ((pp = z — NoMatch (asO)PPC) z ((o(p; = si)ie[l,n))PPC x))

con x, y y z variables frescas. Notar que la abstraccion que se sustituye y traduce in-

ternamente contiene una rama menos que la original. Luego, h.i. (o(p; = 5i)ic[1,n)) =

PPC PPC qra. .- . . PPC PPC_ PPC
o (pi = Si)iep,n) - Mas atn, por h.i. del lema se tiene (os) =0 “so . Porlo

tanto, se concluye

PPC PPC PPC
(ot) = x — (NoMatchy — y) ((po = z = NoMatch (gso) )z ((0(pi = Si)iepr,n)) )
= 1z — (NoMatchy — y) ((po » 2z » NoMatch UPPCSOPPC) x (UPPC(pi - si)ie[l,n)P ¢ x))
PPC,PPC
ot
O
Del mismo modo, la traduccién se extiende al resultado de un match definiendo £ ail”PC 2 fail y
wait""C 2 yait. Notar, en particular, que la traducciéon preserva las matchables forms.
Lema B.0.11. Sean p € Pcap y u € Tcap. {p\u PPC P \uPPC )
Demostracion. Por induccién en p.
» p=a. Luego, {p\u)""C = (2 \u}"PC = (2 \u"7) = {p\u ") por definicion.
= p = c. Luego, se analiza la forma de u:
e u € Mcap. Se tienen dos casos posibles:
1. u = c. Luego, uPPC:cy p\u PPC=() = p\uPPC
2. u # c. Luego, u"Pe #cy{p\u PPC _ fail = p\uPPC
e u ¢ Mcap. Luego, u"Pe ¢ Mppc. Se concluye pues {p\u PPC _ wait = p\uPPC
= p = pgp1. Luego, se analiza la forma de u:
e 1 € Mcap. Se tienen dos casos posibles:
PPC PPC PPC PPC
1. u = uguy. Luego, u = wur y {p\u = {po \uo W {p \ug . Por

h.i. se tienen ({p; \u; PPC _ i \uipPC )i<2, Por lo que se concluye, {p\u PPC _

» \uPPC
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2. u # ug uy. Luego, uPPe Zugur y {p\u PPC _ fail = p\uPPC

PPC PPC

e u ¢ Mcap. Luego, uPPC ¢ Mppc. Se concluye pues {p\u =wait = {p\u

Lema 3.2.3. Seat € Tcap. Sit —gp t', entonces tPPC BC PPe.
Demostracion. Por definicion, t — ¢’ implica t = C(l) y t' = C(r) con [ —g r. La demostracién es por
induccioén en C.

= C=0. Luego, t = (pi = Si)icnuy t =0osg con ({p; \u}} = fail);, y {pr \u}} = o para algin
k < n. Por Def. 3.2.2, HPC = (pi = sZ-PPC)Kn apelando a la definicion de alternativa para PPC

. . PP PP PP . .
(¢f. Sec. 3.1.1). Se muestra a continuacion que ¢ ¢ —ppe (Di = S5 C)ie[k,n) U C, por induccién
en el indice k£ de la primera rama de matching exitoso:

e k= 0. Luego, tPPe = (pi = Sippc)ie[k,n) uPPe y se concluye por reflexividad de —»ppc.

PPC

e k> 0. Luego, {po \uj} = fail y, por Lem. B.0.11, {po \ u = fail. Entonces,

PPC PC PPC
t = (pi—si )i<nu
PC PPC
= (po = s0 | (pi = 84 )ie[l,n))u
PPC PPC PPC
= (v (NoMatchy — y) ((po = z —» NoMatchsy ) x ((pi = si )ie[in)T))) U
—ppc (NoMatchy — ) ((po = 2 = NoMatchso™ ) u"™" ((p; — 5" Viepm u”7C))
—ppc  (NoMatchy — y) (fail (z — NoMatch SOPPC) ((pi = SiPPC)iG[l,n) UPPC))
PPC PPC
—ppe (NoMatchy — y) (NoMatch ((pi = 8i iepmy = ))
PC PPC
—ppc (Pi si )ic[ln) U
Por h.i. se tiene (p; — siPPC)ie[Ln) uPPC e (pi = siPPC)ie[km) uPPC, por lo que se conclu-
ye.
Mas adn, por Lem. B.0.11, se tiene {{ py \uPPC = O’PPC, por lo que (p; - siPPC)iE[k,n) uPPe —ppC
PPC  PPC PPC PPC_PPC _ ,,PPC
o TSk . Se concluye por Lem. B.0.10, ¢ —»ppc O Sk =t .

. . PPC PPC
s C=C'u. Luego, t =ruyt =71 uconr—gpr'. Por h.i. se tiene r ~ —sppc " . Por lo tanto,
PPC _ _PPC_PPC /PPC_PPC _ ,,PPC
t =r U —»ppe T U =t .

. . PPC PPC
m C=35C". Luego,t =ruyt' =ru conu—gp v Por h.i. setiene v ~ —ppc u’ . Por lo tanto,
PPC _ _PPC_PPC PPC ,PPC _ ,,PPC
t =r U —»ppc T U =t .

= C=(pi = Ch)icn- Luego, t = (pi = $i)icn Y t' = (Pi = 8j)icn CON Sk —epp 53, ¥ (50 = 52)@;2 para
3

PPC

. , . PPC PPC PPC
algiin k < n. Por h.i. se tiene s —ppc S), . Por lo tanto, ¢ = (pi = Si )i<n —PPPC

(pz N SIPPC)z<n _ t//PPC.

O

Al igual que _PPC, la traduccion de términos del fragmento estatico de PPC en términos de CAP
se extiende a sustituciones de modo que dom(JCAP) = dom(o) ¥y JCAP(x) = (U(:E))CAP para toda
x € dom(o).
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CAP

(Gf)CAPi:iUCAPt

Lema B.0.12. Sean t € Tppc y 0 una sustitucion.

Demostracion. Por induccién en t.

» t =x. Luego, t*F = 2. Siz e dom(c), entonces (at)CAP = (a(x))CAP = JCAP(x) = o APIAP g
CAP CAP,CAP
no, (ot)™"" =x =0t .
= t =c. Luego, t*F =c y (ot)F = c = ¢“AP 1P,

)CAP = (ar)CAP (ou)CAP. Por h.i. se tienen (JT)CAP = g“APpCAP y UU)CAP
5 CAP CAP

CAP :Z(GCAPSCAP)(GCAPUCAP)

= { = ru. Luego, (ot

o“*Pu P Por lo tanto, se concluye (ot) t

= { = p — s. Sin perdida de generalidad se asume p evita o. Luego, (at)CAP = (o(p— 8))CAP =

)CAP | £ — NoMatch. Por h.i. se tiene (US)CAP = c““Ps“AP Por lo tanto, se concluye

p— (os =
CAP CAP 'CAP CAP,PPC
s) s .

ot CAP _ sy o xr — NoMatch =p — o x — NoMatch = o
p p

O

Asi mismo, la traduccién se extiende al resultado de un match definiendo como es esperado:

£ail“? 2 fail y wait“" £ wait. Al igual que el caso de  "°C, AP preserva las matchables

forms.

Lema B.0.13. Sean p € Pppc y u € Tppc. {p\u CAP — P \uCAP .

Demostracion. Por induccién en p.
= p =2z Luego, {p\u CAP _ 12 \u CAP — 1g \uCAP ={p \uCAP por definicion.
= p = c. Luego, se analiza la forma de u:

e u € Mppc. Se tienen dos casos posibles:
1. u = c. Luego, uCApzcy p\u CAP 1 = p\uCAP

2. u# c. Luego, u* £ cy p\u CAP _ fail = p\uCAP

AP CAP

e u ¢ Mppc. Luego, uhP ¢ Mcap. Se concluye pues {p \u AP — wait = {p \u
= p = pgp1. Luego, se analiza la forma de u:

e u € Mppc. Se tienen dos casos posibles:

1. u = wguy. Luego, U = upur y {p\u CAP — po \ o CAP p1 \u1 CAP Por
. . CAP CAP CAP
h.i. se tienen ({p; \ u; = {pi \u; )i<2, por lo que se concluye, {p\u =
CAP
p\u
2. u # ug uy. Luego, uAP Zugur y {p\u CAP _ fai1 = p\uCAP

AP CAP

e u ¢ Mppc. Luego, uAP ¢ Mcap. Se concluye pues {p \ u CAP _ yait = p\u

Lema 3.2.5. Seat € Tppc. Sit —ppe t', entonces AP —oap AP,
Demostracion. Por definicion, ¢ — ¢/ implica ¢t = C(I) y t' = C(r) con | —pp¢ 7. La demostracion es por
induccién en C.

CAP CAP

= C=0.Luego,t = (p— s)uyt = {p\u}} s. Por Def. 3.2.4, AP — (p—s
Se tienen dos casos posibles:

| z — NoMatch) u
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CAP CAP

1. {p\u}} = 0. Por Lem. B.0.13, {p\u =0“*" Luego, t“** —oap AP AP — pCAP g

e
concluye por Lem. B.0.12.
. CAP . CAP
2. {p\u} = fail. Por Lem. B.0.13, {p \ u = fail. Luego, ¢ —cap NoMatch =
., .CAP __ ,,CAP
fails =1t .
= C=Cu. Luego, t =ruyt' =r"uconr —pr'. Por h.i. se tiene AP —cap "““P_ Por lo tanto,
CAP _ CAP CAP /CAP CAP __ ,CAP
t =r U —epp T U =t .
. . AP
s C=5C. Luego, t = ruy t' = ru con u —ppg v Por h.i. se tiene u“" — ¢, w/“*F. Por lo tanto,
CAP _ CAP CAP JCAP /CAP _ /CAP
t = —ewp T u =1 .

m C=p—C.Luego,t=p—-syt' =p— s con s e s. Por h.i. se tiene sEAP —cap s'“AP Por

CAP CAP CAP CAP
lo tanto, t™ =p— s —=gpp— s =t

O

Sistema de tipos

Expresiones de tipo
Lema B.0.14. Sean A y A’ dos asociaciones distintas de la expresion ©,_,, A;. Entonces, A ~, A’.

Demostracion. Se prueba @, ., A4; ~, (... (Ao B A1)...® Ap_1) (i.e. toda union arbitraria es equiva-
lente a una asociada a izquierda), y luego se concluye apelando a las reglas (E-symm) y (E-TRANS).

= n =1o0n = 2. El resultado es inmediato, pues los tipos Ay y AgP A1 estan trivialmente asociados
a izquierda.

= n > 2. Entonces, B, A; = (D, Ai) © (Digpp,n)Ai) para algin k <n —1. Si k = n — 2 se tiene
Dicndi = Dijcn_14; ® A1 y se concluye directo de la h.i. Si no,

@i<nAi = ( z<kA ) ( i€k n)A )
~y (DickAi) © (o (Akp1 © Agg2) ... D Ap_1) D
= ( z<kA ) ((@ze[k,n—l)A ) D An—l)
> (Dicn—14i) © Ay (E-UNION-ASSOC)
>~y ( (Ao@Al)...EBAn,Q) D A,—1 h.i.

Lema B.0.15. Sea p una permutacion de [0,n). Entonces, ©; ., A; ~, DicpnAppiy-
Demostracion. Por induccién en n.
= n = 1. Este caso es inmediato con p = id.

= n > 1. Sea p la funcion
P (i) sit <k
pi)=4¢ n sii=k
p(i—1) sii>k
donde p’ es una permutacion de [0,n — 1) y k < n. Es decir, p permuta k con n y se comporta
como p’ para toda otra posicion. Entonces,

BicnAi = (Bicn—14i) © Ay Lem. B.0.14
~y (Bicno14pe) ©An  hi
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Si k = n, se concluye por Lem. B.0.14, (B;<p—1 4y (5)) © An =) DicpnAps). Sino, ie. k <n—1,

Bicndi = (Bicn_14p(i) © Ay
>~ (®z<kAp’(z)) &b ((@ie[k,n—l)Ap’(i)) b An) Lem. B.0.14
~y (BickApiy) © (An © (Dicpn—1)A4p (1)) (E-UNION-cOMM)

= @i<nAp(i) Lem. B.0.14

O
Lema B.0.16. Sea J,, = (J,m) un multi-conjunto® finito tal que J C [0,n), entonces B; p,A; =,
(Bicndi) ® (@ieJmAj)-
Demostracion. Por induccion en #(J,,).

» #(J) = 0. Este caso es inmediato por Lem. B.0.14. Notar que (E-REFL) no es suficiente porque
ambos lados de la equivalencia pueden estar asociados de diferentemente.

w #(Jpm) > 0. Sea k € Jp,, luego

(Bicndi) @ (Dicy, Aj) ~u (Dicndi)® (@i'E;ZII?LAj)) @ A, Lem. B.0.15
~, ( z<nA ) © Ak h.i.
>~ (@1<nA ) (Ak [S2) Ak) Lem. B.0.15
>~ (Dicndi) ® A (E-UNION-IDEM)
~, Dicndi Lem. B.0.15

O

Lema 3.3.5. Sean A = ®,.,Ai, B = @®jnB; pu-tipos contractivos con funciones f :[0,n) — [0,m)
yg: [Ovm) - [O,TL) tal que (Az = Bf(i))'i<n Y (Ag(j) = Bj)j<m' Entonces} A =p B.

Demostracion. Es inmediato ver que para todo multi-conjunto de indices I C [0,n) vale D;crA; ~,
®;c1 By, aplicando (E-UNION) tantas veces como sea necesario y apelando eventualmente al Lem. B.0.14.
Del mismo modo, @jcsB; ~, @jcsAy;) para todo J C [0,m). Considerar entonces los multi-

conjuntos de indices

I & {i|i<n,icimg(g)}
I' 2 {i|li<n,id¢img(g)}
G £ {g(j)1j<m}

F 2 {f(i)|i<n,i¢img(g)}

Notar que, por definicion, I e I’ no contienen elementos repetidos, y
G=Iudg (B.1)
donde G’ C I simplemente contiene los elementos repetidos de G. Por otro lado

F C[0,m) (B.2)

1Un multi-conjunto es un par M = (X, m) donde X es el conjunto subyacente de M y m : X — N es su funcion
de multiplicidad. Usualmente se denota M directamente con X cuando no hay ambigiiedad o el significado es claro por
contexto.
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Finalmente, se concluye apelando a los lemas presentados anteriormente

69Z'<7114'L'

(@161*4 ) (@igl’Ai) Lem. B.0.15

(Bicrli) @ (Bjer Ai)) @ (BiepAi) Lem. B.0.16 con (B.1)
(© zeGA ) @ (DierAi)
(B <m g(] )@ (DierAi)
( j<m ) @ (®161’Bf(1))
(@j<mB]) &b (@jeFBj)
DjemBj

B

A

LT

2
=

=

Lem. B.0.16 con (B.2)

=

[T

Invertibilidad del sub-tipado
Lema 3.3.9.
1. [V\B}V =B.
2. {[V\Bla=asiV#aecVUC.
3. [V\B}(Agx A1) = [V\B}Ag* [V \BlA; para x € {@, 5, ®}.

Demostracion. Los tres casos son por anélisis de las posiciones definidas en el tipo sustituido.

1. La tunica posicion definida en V es €. Luego, para toda p en B se tiene

((VABIV)(p) = ({V\B}V)(ep) = B(p)

2. La tinica posicion definida en a # V es €, por lo que se tiene ({V \ B}a)(e) = a(e) = a. Toda otra
posicién esta indefinida.
3. Aqui se tiene A = Ay x Ay con x € {@, D, ®}. Sea p una posicion definida en A.
= p = €. Luego,
((VAB} (Ao xAr))(€) = (Ao x Ar)(€) =+ = ({V\B Ao x [V \BJAL)(e)

= p=iq con i € [0,1]. Hay dos casos posibles
a) A(p) # V. Luego, A;(q) # V y se tiene

((V\B}(AgxA1))(p) = (A?*)Al)(z'q) Def. 3.3.8
= A
= ( Vq\B Ai)(q) Def. 3.3.8

= ({(V\BJAox [V \B}A1)(p)
b) A(p) = V. Luego, A;(q) = V y, por Def. 3.3.8, para toda posicion q’ en B
(a')

v\
v\

({(V\B} (Ao *A1))(pa’)

BjAi)(qq’)
Bl Ao * V\B A1) (pa’)
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Equivalencia de tipos infinitos
Lema 3.3.13. ~< es una relacion de equivalencia (i.e. reflexiva, simétrica y transitiva).

Demostracion. Las tres propiedades se prueban mostrando que los conjuntos que las definen son @~ -
densos (cf. Def. 1.2.2 (2)). Luego, se concluye por el principio de co-induccion (¢f. Cor. 1.2.5 (2)) que
éstas valen para ~«.

Reflexividad Sean Refl = {(A,A) | A€ T}y el par (A, A) € Refl. Se procede analizando la forma
de A:

s A = a. Inmediato pues (a,a) € P~ (Refl) para todo a € VUC.

= A=D@A Por definicion (D, D), (A’ A’) € Refl. Luego, (A, A) € Pr(Refl).

s A=A D> A". Del mismo modo, se tiene (A, A"), (A", A"} € Refl, por lo tanto (A, A) €
G- (Rel)

s A =D, A with A; # @ para todo i < n con n > 1. Luego, como (A;, A;) € Refl y

n+n > 2, se concluye (D, Ai, DicpnAi) € P (Refl) tomando f = g = id (la funcion
identidad).

Simetria Sea Symm(X) = {(B,A) | (A,B) € X'}. Se muestra entonces que Symm(~z) es @~ -denso
(i.e. Symm(~z) C P~ (Symm(~z))) para concluir Symm(~<) C ~< por Cor. 1.2.5 (2).
Sea (A,B) € Symm(~z), entonces (B, A) € ~¢ = P~ (~z). Siguiendo lo remarcado en la
Nota 3.3.7 basta considerar tipos unién-maximal

A=@;, A con A, #D,i<n
B=D;cmB; con B; #D,j<m

por lo que hay solo dos casos a analizar

1. Si n =m = 1, entonces ambos tipos A y B son no-unién. Luego, se analiza la forma de B
» B = a. Luego A = a por definicién de $~. y el resultado es inmediato, pues (a,a) €
b~ (Symm(~<)) para todo a € VUC.
= B = D’'QB’. Nuevamente por definicion, se tiene A = DQA’ con (D', D), (B, A’) € ~«.
Luego, (D, D’), (A', B’) € Symm(~z) y se concluye (A, B) € P~ (Symm(~z)).
= B =B D> B’ Luego, A = A" D A" con (B A", (B" A") € ~<. Por lo tanto
(A, By, (A", B") € Symm(~<) y se concluye (A, B) € D~ _(Symm(~z)).

2. Si no, se tiene n +m > 2 y solo aplica la regla (g-union-1). Luego,

Jg: [0,m) = [0,n) t.q. (B;,Ay;)) € ~g para todo j <m
3f:[0,n) = [0,m) t.q. (Bsp,As) € ~g para todo i <n

Aplicando simetria se obtiene (A;, By), (Ag¢j), Bj) € Symm(~x) para todo i <n,j < m.
Luego, (A, B) € &~ (Symm(~z)).

Transitividad Sea Trans(X) = {(A,B)|3C € T.(A,C), (€, B) € X}. Como en el caso anterior, se
muestra Trans(~z) C P~ (Trans(~z)) y se concluye por Cor. 1.2.5 (2). Sea (A, B) € Trans(~z),
luego existe € € T tal que (A, C), (C, B) € ~¢x = P~ (~x). Nuevamente se apela a la Nota 3.3.7
y se consideran tipos unién-maximal

A=OD;,Ai con A, #B,i<n

B=D;cmB; con B; #D,j<m
C=@rCr con Cp#d k<l
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1. Sin=m=1=1 (i.e. los tres tipos son no-unioén) se procede analizando la forma de C:
» € = a. Por definicion de $~., A = ay B = a. Luego, (A, B) = (a,a) € P~ (Trans(~z))

trivialmente.

» ¢ = D" @C" Por definicién de @~ nuevamente, A = DQA' y B = D' Q@ B’ con
(D, D"y, (A", €N, (D", D", (€', B') € ~«. Luego, (D,D"),(A’,B") € Trans(~z) y se
concluye (A, B) € P~ (Trans(~z)).

s ¢ = € D € Del mismo modo, se tiene A = A" D A” y B = B D B” con
(A e, (AT ey, (€, B, (€",B") € ~. Luego, (.A’,B’),(A”,B”) € Trans(~<), por
lo que se concluye (A, B) € P~ (Trans(~x)).

2. Sino (i.e. n +m+1 > 3), hay tres situaciones a considerar a) n+1>2y m-+1> 2;
b)) n>1lym=101=1,0¢) m>1yn =10=1. En cuanto a las reglas aplicadas
para derivar A ~¢ Cy € ~¢ B, en (2a) solo es posible usar (E-UNION-T) en ambos casos,
mientras que en (2b) y (2¢) se tiene (E-union-T) de un lado y cualquiera de las otras tres
reglas del otro ((E-REFL-T), (E-cOMP-T), (E-FUNC-T)). Notar que estos ultimos dos casos son
simétricos, por lo que solo se analizan (2a) y (2b) a continuacién:

a) n+1>2ym+1> 2. Por definicion de P~

3f :[0,n) = [0,1) t.q. (Ai,Cs()) € ~z paratodoi <n
3g:10,1) = [0,n) t.q. (Agm),Cr) € =~ para todo k <
3f":0,1) = [0,m) t.q. <Gk7‘Bf(k)>€ o~ para todo k < {
3¢’ : [0,m) — [0,1) t.q. (Cy(;),B;) € ~5 para todo j < m

Luego, se tiene (A;, Cray), (Cray, Brr(raiy)) € ~x para todo i < n, y también se tiene
Ao (1) Cor(3))s (Cyr (), Bj) € =3 para todo j < m.
Nuevamente hay dos posibles situaciones. Si n = m =1 (es decir [ > 1) es necesaria-
mente el caso en que (A, Cry), (Cr(1), B) € ~5 con los tres tipos no-unién. Luego, se
puede concluir con el mismo analisis hecho para el caso (1), (A, B) € P~ (Trans(~z)).
Sino (i.e. n+m > 2), se toma f” = f'o f:[0,n) = [0,m) para obtener (A;, By ;) €
Trans(~g). Analogamente, (Ag(;),B;) € Trans(~g) para todo j < m con g” =
gog :[0,m)— [0,n). Se concluye con la regla (g-union-1), (A, B) € P~ (Trans(~z)).
b) n > 1y m =1 = 1. Luego, por definicién de @~_, f:[0,n) — [0,1) es una funciéon
constante y se tiene (A;, C) € ~z para todo i < n. Por otro lado se tiene (€, B) € ~¢
por hipétesis. Aplicando se obtiene (A;, B) € Trans(~z) y se concluye con la misma
funcion constante f, (A, B) € P (Trans(~xz)).

O

Lema 3.3.14. Sean A, B € ¥ tipos no-union tal que A ~< B.
1. Si A = a, entonces B = a.
2. SiA=DQA, entonces B=D QB con D ~¢ D' y A ~5 B'.

3. SiA=A D>A", entonces B=B D B" con A’ ~¢ B’ y A" ~5 B".
Demostracion. Inmediato de la Def. 3.3.12. Notar que hay solo una regla aplicable en cada caso. [

Lema 3.3.15. Sean A ~g A’ y B ~¢ B’. Luego, {V \ B} A ~< {V \ B’} A"
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Demostracion. Sea S = {{({V\BJA, [V\B'IA") | A~z A/, B ~z B'}. Se muestra que SU~x es P -
denso.

Sea (C,€') € SU~¢. Si (€,€) € ~x el resultado es inmediato por monotonia de P~., pues
~r = P (~g) C Po (SU~g). Basta analizar entonces el caso (C,€) € S, d.e. C = {V\BJAy
¢ ={V\B'}A con A~z A"y B ~g B'. Sean (por Nota 3.3.7)

A=, Ai con A, #P,i<n

A" =@ jmA; con AL #£D,j<m

1. Sin=m=1 (i.e. A, A’ # @), se analizar la forma de A

= A =a. Por Lem. 3.3.14 (1), A’ = a y se tiene dos posibles casos. Si a # V, por Lem. 3.3.9
(2), €=a=C". Sino, por Lem. 3.3.9 (1), € = B ~¢ B’ = ¢’. Ambos casos son inmediatos
por definicién de ~¢ C o (S U ~x).

= A=D@A,;. Por Lem. 3.3.14 (2), A’ = D' @A} con D ~¢ D' y A; ~¢ A). Luego, por
definicion de S, ({V\B}D, {V\B'}D') y ({V\B} A1, {V\B' }A}) € SU~z. Finalmente,
(€, ") € P (S U~x) pues, por Lem. 3.3.9 (3),

C= [V\BI(D@A) = (V\BID@ [V \B}A
C = [V\B D @A) = (V\B D @[V \B A

= A = Ay D Aj. Al igual que el caso anterior, por Lem. 3.3.14 (3), A’ = A D A}
con Ag ~¢ Aj v A1 ~x Aj. Por definicion se S se tiene ({V\B}Ag, {V\B'}A[) v
({V\B}Ay, {V\B'}A}) € SU~x. Se concluye por Lem. 3.3.9 (3), (C,C) € P (S Ug).

2. Sin+m > 2, por (E-UNION-T) se tiene

3f +[0,n) = [0,m) t.q. A; ~5 A’y para todo i <n
3g : [0,m) — [0,n) t.q. Ay(j) ~g A para todo j < m

Luego, ({V\BJA;, (VB[ AL )) y (VB Ay, [V \B'JA)) € SU~g paratodoi < n,j < m.
Nuevamente, se concluye por deﬁnlci()n de @~ apelando al Lem. 3.3.9 (3), (€, C’) € P~ (S U ~x).

O

Lema 3.3.16. A ~¢ B sii Vk € N.A|, ~c Bx.

Demostracion. =) Se muestra que S = {(A]x, B) | A ~x B,k € N} es &~_-denso. Sea (A1, B|x) €
S. Si k =0, por Def. 3.3.10, A, = ¢ = B y trivialmente se tiene (g,&) € P~ (S). Se analizan a
continuacion los casos donde k > 0, teniendo A ~« B por definicién de S. Apelando a la Nota 3.3.7 se
consideran tipos unién-maximal

A=, Ai con A, #P,i<n
B=DjcmB; con B;#D,j<m

y se analizan por separado los casos donde tanto A como B son tipos no-union.
= Sin =m =0 se analiza la forma de A:

e A = a. Por Lem. 3.3.14 (1), B = a y a]r = a para todo k > 0. Luego, se concluye por
definicion de @~, (a,a) € P~ (S).
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e A=D@Q@A' Por Lem. 3.3.14 (2), B=D" QB con D ~¢ D' y A’ ~¢ B’. Por definicion
de 8, se tiene (D]p—1,D'|k-1), (A |k—1,B']k—1) € S. Luego, se concluye con (A|x, B|r) =
(D]p—1 QA 1, D' i1 QB [_1) € P (S).

e A=A D A". Por Lem. 3.3.14 (3), B =B’ D B” con A’ ~¢ B’ y A" ~5 B". Por definicion,
se tienen (A’|p_1,B |k—1), (A" ]k—1,B"]k—1) € S. Luego, se concluye con (A, B|r) =
(A =1 DA k=1, B k1 D B |1—1) € P (S).

= Sin+m > 2, por (E-UNION-T) se tiene

3f :[0,n) = [0,m) t.q. A; =5 By(;) paratodoi <n
3g:[0,m) — [0,n) t.q. Agj) ~x B; para todo j <m

Luego, por definicion de S, (A; |k, By lr)s (Agj) e Bjlr) € S paratodoi <n, j <myk>0.
Entonces, se concluye definicion de @~ apelando a la Nota 3.3.11, (A|k, Blx) € Py (S).

<) Para esta parte de la prueba se muestra que la relacion S = {(A, B) | Vk € N.A|j ~¢ Bx} es
&~ -densa. Sea (A, B) € S. Entonces, para todo k € N se tiene A ~x B |,. Nuevamente se consideran
tipos unién-maximal, apelando a la Nota 3.3.7

A=, A con A, #P,i<n
B = EBj<mBj con 'Bj 7é @,j <m

m Sin=m=1 (i.e. A,B # @), se analiza la forma de A:

e A = a. Entonces, A|; = a para todo k > 0y, por Lem. 3.3.14 (1), B]x = a. Por lo tanto,
B = a y se concluye por definicion de ~_, (a,a) € P~ (S).

e A =D @A Del mismo modo, se tiene A, = D]p_; @ A’'|x_; para todo k > 0. Por
Lem. 3.3.14 (2), Bl = D), @B} con D]y_1 ~z D} y A'|p_1 ~z B}. Notar que para
cada k se tienen sub-arboles D) y Bj. diferentes pero, dado que el Lem. 3.3.14 apela a la
igualdad de arboles (no equivalencia) al determinar la forma de B, es inmediato ver de la
Def. 3.3.10 que B = D' QB’ con D} = D’|;,_1 y B} = B'|x_1 para todo k > 0. Por lo tanto,
D01 =z D' g1y A']g—1 ~5 B'|r_1 para todo k > 0. Luego, por definicién se tienen
(D, D), (A, BYeSy(DQA D' Q@B € D.(S).

e A=A"D> A”. El analisis para este caso es similar al anterior. De A|, = A’ |1 D A" |x_1
se tiene B = B’ D B” con A’ |1 ~x B'|x—1 vy A" |k—1 ~x B"|x_1 para todo k > 0, por
Lem. 3.3.14 (3) y Def. 3.3.10. Luego, (A’, B'), (A", B") € Sy (A’ > B/, A" > B") € b._(S).

= Sin+m > 2,setiene Al = D, (Ailr) ¥ Blr = Bjem(Bj]x) paratodo k > 0. De A, ~5 By,
por (E-UNION-T), se tiene

3f :[0,n) = [0,m) t.q. A;|r ~5 Bsu)]r para todo i <n
3g: [0,m) = [0,n) t.q. Ag)|r >~z Bj]r para todo j <m

Mas atin, como CJo = ¢ pata todo C € T, set tiene A;]Jo ~x Bruylo vy Agiylo =~z Bjlo
por reflexividad. Luego, A;i]x ~3 Byu)le v Agyle =~ Bjlr para todo k& € N. Entonces,
(Ai, Briy)s (Ag(jy, Bj) € S para todo i < n, j <m,y (A, B) € P~ (S) por definicion.

O
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Sub-tipado de tipos infinitos

Lema 3.3.18. << es un pre-orden (i.e. reflexivo y transitivo).

Demostracion. Similar a la presentada para el Lem. 3.3.13. Se muestra que los conjuntos que definen
son las propiedades son @< _-densos (cf. Def. 1.2.2 (2)), para concluir por el principio de co-induccién

(¢f. Cor. 1.2.5 (2)).

Reflexividad Sean Refl = {(A,A) | A€ T}y el par (A, A) € Refl. Se procede analizando la forma
de A:

» A = a. Inmediato pues (a,a) € &< (Refl) para todo a € VUC.

» A=D QA Por definicién (D, D), (A’, A’) € Refl. Luego, (A, A) € P<.(Refl).

= A=A D> A" Del mismo modo, se tiene (A', A"), (A", A”) € Refl, por lo tanto (A, A) €
B (Refl).

» A = D, A with A; # @ para todo ¢ < n con n > 1. Luego, como (A;,A;) € Refl
y n+n > 2, se concluye (D;.,Ai, DjcpAi) € P<.(Refl) tomando f = id (la funcion
identidad).

Transitividad Sea Trans(X) = {(A,B)|3C € T.(A,C),(€,B) € X}. Como en el caso anterior, se
muestra Trans(=z) C &< (Trans(=<z)) y se concluye por Cor. 1.2.5 (2). Sea (A, B) € Trans(=<<),
luego existe C € T tal que (A, C), (€, B) € <z = $<_(=¢). Nuevamente se apela a la Nota 3.3.7
y se consideran tipos unién-maximal

A=, ,Ai con A, #d,i<n
B = @j<m3j con 'Bj 7é @,] <m
C=@rCr con Cp#d, k<l

1. Sin=m=1=1 (i.e. los tres tipos son no-unioén) se procede analizando la forma de C:

» € = a. Por definicion de <., A = ay B = a. Luego, (A, B) = (a,a) € P< (Trans(=z))
trivialmente.

» ¢ = D" @C¢" Por definicién de &<, nuevamente, A = DQA" y B = D' Q@ B’ con
(D, D"y, (A", C"), (D", D", (C',B"Y € =<g. Luego, (D, D), (A", B"Y € Trans(=Zz) y se
concluye (A, B) € &< (Trans(=z)).

= C = ¢ D € Del mismo modo, se tiene A = A" D A” y B = B D B” con
(C" AN, (A" ") (B ), (€, B") € =«. Luego, (B, A"), (A", B") € Trans(Zz), por
lo que se concluye (A, B) € &< (Trans(=<g)).

2. Sino (i.e. n+m +1 > 3), hay tres situaciones a considerar a) n+10>2y m-+1> 2;
b)) n>1lym=I0l=1;0¢) m>1yn=1[0=1. En cuanto a las reglas aplicadas para
derivar A <z Cy C =z B, en (2a) solo es posible usar (s-UNION-T) en ambos casos, mientras
que en (2b) y (2¢) se tiene (s-union-T) de un lado y cualquiera de las otras tres reglas del
otro ((S-REFL-T), (s-comP-T), (s-FUNC-T)). Notar que estos ultimos dos casos son simétricos,
por lo que solo se analizan (2a) y (2b) a continuacién:

a) n+1>2y m+1>2. Por definicion de &<

3f:[0,n) = [0,1) t.q. (Ai,Crpy) € Xz paratodoi <n
3f:10,1) = [0,m) t.q. (Ck,Bs(ry) € Xz para todo k < I

Luego, se tiene (A, Cray), (Cri), By (raiy)) € 2 para todo i < n.
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Nuevamente hay dos posibles situaciones. Si n = m = 1 (es decir [ > 1) es necesaria-
mente el caso en que (A, Cs()), (Cr0), B) € =z con los tres tipos no-unién. Luego, se
puede concluir con el mismo anélisis hecho para el caso (1), (A, B) € &< (Trans(=g)).
Sino (i.e. n+m > 2), se toma "’ = f'o f:[0,n) = [0,m) para obtener (A;, Bt (;)) €
Trans(=z). Finalmente, se concluye con la regla (s-union-t1), (A, B) € &< (Trans(=g)).

b) n > 1y m =1 = 1. Luego, por definicion de &<, f:[0,n) — [0,1) es una funcion
constante y se tiene (A;,C) € <z para todo i < n. Por otro lado se tiene (€, B) € <«
por hipotesis. Aplicando se obtiene (A;, B) € Trans(=<g) y se concluye con la misma
funcién constante f, (A, B) € &< (Trans(<z)).

O

Lema 3.3.19. Sean A,B € ¥ tipos no-union tal que A <z B.
1. A=a sit B=a.
2 A=DAQA sii B=D"QB', conD ¢ D' y A’ <« B'.
3 A=A DA" sti B=B DB, conB Xz A y A" <z B".

Demostracion. Inmediato de la Def. 3.3.17. Notar que hay solo una regla aplicable en cada caso. [

Lema 3.3.20. 51 A ~5 B, entonces A =g B.

Demostracion. Se muestra que ~g = P~ (~z) es P< -denso. Sea A ~z B. Apelando a la Nota 3.3.7
se consideran tipos unién-maximal

A=@; A con A #di<n
B=@;cmB; con B;#d,j<m
y se tiene dos posibles casos:

1. Sin =m =1, entonces tanto A como B son tipos no-unién. Basta analizar la forma de A:

s A =a. Por Lem. 3.3.14 (1), B = a y el resultado es inmediato, pues (a,a) € P<(~<) para
todoa € VUC.

= A =D@A". Por Lem. 3.3.14 (2), B =D @B con D ~¢ D' y A" ~¢ B’. Luego, por
definicion de &<, (DQA’, D' QB’) € P< (~x).

= A=A D A". Del mismo modo, por Lem. 3.3.14 (3), B =B’ D B” con A’ ~5 B’ y A" ~¢
B”. Mas aun, por simetria B’ ~¢ A’. Luego, por definicién de &<, (A’ D A", A" D B")
q)‘jt(zf)'

2. Sino (i.e. n 4+ m > 2), entonces aplica la regla (E-UNION-T) y

3f:[0,n) = [0,m) t.q. (A;,Bs;)) € ~ para todo i <n
3g:[0,m) = [0,n) t.q. (A4;),B;j) € ~x para todo j <m

Luego, se concluye con la misma funcion f, (A, B) € <. (~3).

Lema 3.3.21. A <z B sii Vk € N_AJk =g 'BJk
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Demostracion. =) Se muestra que S 2 {(A|x, B|1) | A <5 B,k € N} es < -denso. Sea (A, B|x) €
S. El caso k£ = 0 es inmediato, por lo que solo se analiza el k > 0. Apelando a la Nota 3.3.7 se
consideran tipos unién-maximal

A=, Ai con A, #D,i<n
B=D;cmB; con B;#D,j<m

= Sin=m=1 (i.e. A,B # @), se analiza la forma de A:

e A =a. Por Lem. 3.3.19 (1), B = a y el resultado es inmediato.

e A=D@A' Por Lem. 3.3.19 (2), B=D" @Q3B’ con D <¢ D’ y A’ <z B’. Luego, se tienen
(D]g-1,D"|k—1), (A" |k—1,B'|k—1) € S para todo k > 0, y se concluye por definicion de
P, (Alk, Blr) € @ﬁzz(‘s)'

e A=A D A" Por Lem. 3.3.19 (3), B =B D> B” con B’ <¢ A’ y A” <« B”. Como en el

caso anterior, se concluye por definicién de S y de la funcién generadora @<, obteniendo
(Ale, Blr) = (A'Je—1 D A" g1, B'J -1 D B" |i—1) € P<(S5).

= Sin+m > 2, por (s-UNION-T) existe funcion f : [0,n) — [0,m) t.q. A; <5 Bj(;) para todo i < n.
Luego, (Ai]x, Bfeiylr) € S para todo i < n por definicion, y se concluye (A, B|r) € P<.(S).

<) Al igual que en el caso anterior, se define S £ {(A, B) | Vk € N.A|, =« Bx} y se muestra
que es $<_-denso. Sea (A, B) € S. Entonces, para todo k € N se tiene A|; =g B]s. Sin pérdida de
generalidad se consideran tipos unién-maximal (Nota 3.3.7)

A=OD;,Ai con A, #B,i<n
B=D;cmB; con B;#D,j<m

m Sin=m=1 (i.e. A,B # @), se analiza la forma de A:

e A = a. Entonces, A|; = a para todo k > 0 y, por Lem. 3.3.19 (1), B|x = a. Por lo tanto,
B = a y se concluye por definicién de <., (a,a) € P<.(S).

e A =D @A Del mismo modo, se tiene Al = D]i_1; @ A’'|x_1 para todo k& > 0. Por
Lem. 3.3.19 (2), B = D}, @B} con D[y = D) y A’']r—1 < B). Notar que para cada k
se tienen sub-arboles D) y B} diferentes pero, dado que el Lem. 3.3.19 apela a la igualdad
de arboles al determinar la forma de B, es inmediato ver de la Def. 3.3.10 que B = D' Q B’
con D) = D'|y_1 y Bj, = B'|x_1 para todo k > 0. Por lo tanto, D|x_1 <z D'|p_1 y
A'|k—1 25 B']k_1 para todo k > 0. Luego, por definicion se tienen (D, D) (A’ By € Sy
se concluye (D @A, D' @ B') € &< (S).

o A=A D A”. El anilisis para este caso es similar al anterior. De A, = A’ |,_1 D A" |p_1
se tiene B = B’ D B” con B’ |1 2 A'|k—1 y A’ ]k—1 == B"]k_1 para todo k > 0, por
Lem. 3.3.19 (3) y Def. 3.3.10. Luego, (B', A"), (A", B"y € Sy (A’ D B, A" D B") € D<(S).

» Sin+m > 2,setiene Al = D, (Ailr) ¥ Blr = @jcm(Bj]x) paratodo k > 0. De Ay =<z By,
por (S-UNION-T), se tiene

3f:[0,n) = [0,m) t.q. Ai]x =5 Byq)|r para todo i <n

Mas atin, como €|o = ¢ pata todo C € ¥, set tiene A;]o =z Byp;)]o por reflexividad. Luego,
Ailr 2z Byaylr k € N. Entonces, (A;,By;)) € S para todo i < ny (A,B) € &< (S) por
definicién.

O
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Correspondencia con pu-tipos contractivos
Lema 3.3.23. [[V \ B A]* = (V\[B]*}[A]*.

Demostracion. Con un argumento similar al empleado en la demostracion del Lem. 3.3.16 puede verse
que, dados A, B € T, A = B sii Vk € N.A|r = B]i. Luego, basta probar la siguiente propiedad para
concluir: Vk € N.[{V \ B} A]* |x = {V \[B]* [A]* |-

La prueba es por induccién en el orden lexicografico (h([{V \ B} A]* |k), #ua(A)), con h : T — N
la funcion de altura para arboles finitos, y #,q(A) el namero de ocurrencias de p y @ a la cabeza del
p-tipo contractivo A.

Se analiza la forma de A asumiendo k& > 0 (el caso k = 0 es inmediato).

= A=V.Por Lem. 3.3.9 (1), [[V\BIVI¥)x = [B]%)x = (V\[B]%}V) .

» A=a#V.Luego, [[V\B}a]*|x = [a]* |k = a = ({V\[B]*}a)], por Def. 3.3.22 y Lem. 3.3.9
(2).
= A=D @A Luego,

[IV\BIA]®|, = [[V\BID@{V\BIA]*|
= (V\BID]* @[{V\B}A]*) i Def. 3.3.22
= [{V\BID]*|s—1 @Q[{V\B}A]* |1 Def. 3.3.10
= ({(VA\IBIYIDI) Je—1 @ ((V\[BI*HAT) Je—1 Do
= ((V\[BI*}[D]* @ (V\[B]*[AT®)]« Def. 3.3.10
= ((V\[BIFH([D]* @[AT))]x Lem. 3.3.9 (3)
= ([V\IB]*}[D @A) Def. 3.3.22

» A=A"D> A" Similar al caso anterior.

= A= Ay @ A;. El analisis para este caso es similar al anterior, pero cabe destacar que se tiene
el mismo k al aplicar la h.i. (en lugar de k — 1 como antes), por Def. 3.3.10. Sin embargo, la
hipétesis es aplicable de todos modos, pues se tiene

h((VA\IBI*HALF) = h((V\[BIF}[A]®) pero #ue(A) > #ue(Ai)
Por lo tanto, es seguro concluir [{V \ B}A]* |x = {V \ [B]*}[A]* |+
= A=puW.A’ Sin pérdida de generalidad se asume W evita {V \ B}. Luego,

[(VABIA]* i = [uW.{V\BJAT* ],

[[WA\uW.{V\B} A} [V\BJA]%|; Def. 3.3.22
[(VA\B} W\ AJAT* ],

((VA\IBIF W \ AL AT | h.i.

= ((V\IBI*A]®) e Def. 3.3.22

O
Lema 3.3.25. Sean A = uV.A’' y B u-tipos contractivos, y o sustitucion. Luego, Vk € N.[[A%)a}]fjk ~
[0 AT* ] -
Demostracion. Por induccién en k. Sin pérdida de generalidad, se asume o evita V.

= k=0. Luego, [A% ,]*]o =& = [0 A]* |o por Def. 3.3.10.
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k > 0. Por h.i. se tiene [A%S 1|, 1 ~¢ [0 A]¥ |5_1. Més atin, por ser A contractivo, la primer
ocurrencia de V en A’ se a profundidad n > 1. Luego, k < k — 1 + n y se concluye apelando a
los Lem. 3.3.15 y 3.3.23

[AR 0% = [ow{V\AL HAT |
VATAL D o AT) I Lem. 3.3.23

[
(
(VAIAE T k-1 o AT ) e k<k—1+n
(
(

VA\[eA]* Jk—1}[0AT*)]e  h.i.y Lem. 3.3.15

= (VA IAIT AT E<ho1in
= [(ew {V\cA)A]* | Lem. 3.3.23
= [[UA]]TJk

Lema 3.3.27. A ~, B sii Vk € N.[A]* | ~< [B]* .

Demostracion. =) Esta parte de la demostracion es por induccion en A ~, B, analizando la tltima
regla aplicada. Notar que el caso k = 0 es trivial por Def. 3.3.10. Por lo tanto, se asume k > para el
resto de la prueba.

(e-rEFL). Luego, B = A y se concluye por reflexividad de ~«, [A]* |z ~« [B]*]x para todo
ke N.

(E-TrANS). Luego, A ~, C'y C ~, B. Por h.i. [A]* | ~< [C]* |k y [C]* |k ~= [B]* ]\ para
todo k£ € N. Se concluye por transitividad de ~.

(E-symm). Luego, B ~,, A, Por h.i. [B]* | ~< [C]* |k para todo k € N. Se concluye por simetria
de jad;

(E-comp). Luego, A = DQA’y B = D'QB’ con D ~, D'y A’ ~,, B'. Por h.i. [D]* | ~< [D']* |«
v [A]*|r ~« [B']* |« para todo k € N (en particular para k > 0). Finalmente,

[AD* )i = [DI*Ji-1 @ [AT* Jimr =g [D'T*Ji—1 @ [B']*Js—1 = [B]* Ji

(e-runc). Luego, A= A" D> A"y B=B"D> B" con A’ ~, By A” ~, B"”. Como en el caso
anterior, se concluye directo por la h.i.

(e-untoN-1DEM). Luego, A = B @ B. Notar que B puede ser, a su vez, un tipo unién. Sean
[A] ) = Bicni ¥ [BI )k = ByemB; con (A; # @)icn ¥ (B; 7 ©)jm (f. Nota 33.7). Es
inmediato ver que A = B ® B implica n =2+m y A; = Aas; = B, para todo j < m. Luego, se
concluye por (E-UNION-T),

[Al* e = Dicn
= (@j<m3i) D (@j<m3i)
~g DjemBi
= [BI* |

(E-UNtON-coMM). Luego, A = Co @ C1 y C1 @ Cy. Como en el caso anterior, considerar [A]* |, =
DicnAi ¥ [B]* |k = ®j<mB; con A;, B; # & para todo i < n, j < m. Se tiene n =m > 1y,
por lo tanto n+m > 2. Més aiin, sea A; el primer componente de [C1]* |1: se tiene A; = Biip_;
para todo i < I, y A; = B;_; para todo i > [. Luego, se concluye por (E-UNION-T).
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= (E-UNION-Assoc). Luego, A = Cy @ (C1 & C3) y B = (Cy @ C1) @ Cs. Considerando tipos union-

maximal se tiene [A]* |x = @, Ai y [B]* |k = @j<mB;i con A;,B; # & para todo i < n,
j < m.Mas atin, n = m > 2y A; = B; para todo i < n. Luego, se concluye por (E-UNION-T)
utilizando la funcién identidad id.

(E-unioN). Luego, A= A'"® A" y B=B' @®B" con A’ ~, B'y A” ~, B". Por h.i. [A']* ] ~<
BT |n v [A”]* |k ~« [B"]*]& para todo k € N. Considerar

[AT* |k = BicnA, con Al#@i<n
(B s = BB, con B, £®,j<m

Sim 4 m > 2, por (E-UNION-T), existen funciones f : [0,n) — [0,m) y g :[0,m) — [0,n) tal que
(Al =% B}@))Kn y (.A;(j) ~g B)j<m. Sino (i.e. n =m = 1), simplemente tomar f = g = id.

Del mismo modo, con A” y B” se tiene
[A"]¥|p = By AY con Al £&i<n’
[B']%[x = @B con BY %)< m
con f/ : [Ovn/) — [Ovm/) y g/ : [0,777,/) - [07’”’/) tal que (‘A;,/ =g B/f/’(i))i<n' y (‘AZ’(J) =gz g;l)j<m"
Finalmente, como n 4+ n’ +m +m’ > 2, se concluye por (E-UNION-T),
[AI ) = [AT]e[A"]" )
= (BicnhAs) & (B AY)
~z (Bj<mB}) (D B))
= [BTxo[BT
= [BI*x

(e-rEC). Luego, A = uV.A' y uV.B' con A’ ~5 B'. Por h.i. [A’]* |, ~« [B']*]& para todo k € N
y, por Lem. 3.3.16, [A']* ~« [B’]*. Apelando a los desdoblamientos finitos (Def. 3.3.24) de A y
B respectivamente, se muestra a continuacién que [A;Ll’,idHT ~e [[Bg,’id]]‘I para todo n € N. La
prueba es por induccién en n.

e n = 0. Luego, se tiene [AY, ;1% = [A]* ~¢ [B']* = [Bg ,4]*.

e n > 0. Se sabe [A']* ~« [B']* y por h.i. [[AZT’}d}]T oo [[B”T’}d]](’:. Luego, se concluye por
Lem. 3.3.15 y 3.3.23

[[AZ’,idﬂi ={V\ [[“11,71'_,}(1]]z [[A/]]s ~g (V' [[B%'_,}d]]s [[B/]]‘I = [[Bgz/,id]]f

Finalmente, por Lem. 3.3.16, [A%, ;4% |x ~x [Bp ;4] ¥ |x para todo k,n € N. Luego, se concluye
por Lem. 3.3.25

[AD* Ik ~x [A% al ® e ~s [BRaal ¥k ~< [B]* J&

(e-roLD). Luego, A = pV.A' y B = {V\ A}A’. El resultado es inmediato de la Def. 3.3.22,
[A]* = [uV.A']* = [{V \ A} A']* = [B]* por reflexividad de ~5.

(E-coNTR). Luego, B = uV.B' es contractivoy A ~, {V \ A}B’. Por h.i. y Lem. 3.3.16, [A]* ~<
[{V\A}B']*. Como en el caso anterior, se apela al desdoblamiento finito de B (Def. 3.3.24) y
se muestra [A]* ~« [[Bf}ud]}T para todo n € N.

o n = (. Inmediato de la Def. 3.3.24 por reflexividad, pues Bg‘ﬂd = A.
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e n > 0. Por Def. 3.3.22 y Lem. 3.3.23, [B} ;% = {V \[B}4 2% }[B']*. Por h.i. se tiene
[A]* ~< HBZ;.;]]T y, por Lem. 3.3.15, [[Bzﬂd]]‘Z = {V\[A]* }[B']*. Finalmente, se concluye
por Lem. 3.3.23 y transitividad de ~ con la hipétesis [A]* ~¢ [{V \ 4} B']*

[B%,ial® == [(V\ A} B]* =g [A]*

Luego, por Lem. 3.3.16, [A]* |x ~« ﬂBxid]]IJk para todo k,n € N. Ademas, por Lem. 3.3.25 se
tiene [BY ;1% |k ~ [B]* ]\ para todo k € N. Luego, se concluye

[A* |k ~< [BA il ™ & ~= [B]* J&

<) Dado un tipo A = @;_,,A4; con i > 0, es inmediato ver que si Ay = pV. A} para algin k < n,
entonces B = @, ,,B; con B, = A; paratodoi <ntali# ky By ={V \pV. A}, } A}, satisface B ~, A
por (e-roLp), donde By # p por contractividad (Nota 3.3.4). Més atin, por Def. 3.3.22, [A]* = [B]*.
Luego, basta considerar tipos uniéon-maximal A = @, ., A; con (A; # it);<n, y luego concluir para todo
u-tipo contractivo apelando al argumento anterior.

Sea [A]* |k ~< [B]*|x paratodo k € N. Se asume, A = @, ., A; y B =B, Bj con (4; # j1,8);<pn
y (Bj # 1, ®)j<m por el argumento anterior. Luego, por Def. 3.3.10 y 3.3.22, se tiene

[Al* ]k = Bicn[Ai]® con A, #@,i<n
[BI*]x = @jemlB;]* con B; #,j<m

La prueba es por induccion en h([A]* |x) +h([B]* &), donde h : T — N es la funcién de altura para
arboles finitos.
Se analizan entonces las posibilidades para n + m.

= Sin =m =0, se analiza la forma de A:

e A = a. Luego, [A]* |, = a para todo k > 0. Por Lem. 3.3.14 (1), [B]*|x = a para todo
k > 0. Entonces, por Def. 3.3.22 y 3.3.10 se tiene B = a y se concluye por (E-REFL).

e A=D@A" Luego, [A]* | = [D]* k-1 @Q[A’]*|x—1 para todo k > 0. Por Lem. 3.3.14 (2),
[B]* | = D), @B, con [D]*]|r_1 ~z D} y [A]* k-1 ~ B} para todo k > 0. Notar que
para cada k se tienen sub-arboles D} y B diferentes pero, dado que el Lem. 3.3.14 apela a
la igualdad de arboles (no equivalencia) al determinar la forma de [B]* |, es inmediato ver
de la Def. 3.3.10 que [B]* = D’@B’ con D} = D'|;_1 y B} = B'|_1 para todo k > 0. Mas
atin, m = 1 implica B # p por hipétesis. Luego, por Def. 3.3.22, B = D'@QB’ con [D']* = D’
y [B']* = B'. Es decir, [B]* | = [D']*]|x—1 Q[B']*]x—1 con [D]*|x—1 ~x [D']*|s-1 ¥
[AT* |k—1 ~= [B']*]x-1 para todo k > 0. Finalmente, de la h.i. se obtienen D ~, D'y
A" ~, B, y se concluye por (E-COMP).

e A= A" > A”. El analisis para este caso es similar al anterior. De [A]* |, = [A']*]x_1 D
[A"]* |r_1 se obtienen B = B’ > B" y [B]* |x = [B']* |x-1 D [B"]*|x—1 para todo k > 0,
por Lem. 3.3.14 (3), Def. 3.3.10 y 3.3.22 con la hip6tesis B # p. Luego, por h.i. se tienen
A'~, By A" ~,, B"”,y se concluye por (E-FUNC).

e A= puV.A'. Este caso no aplica por hipotesis.

» Si n+m > 2, la tltima regla aplicada para derivar [A]* |y ~< [B]*]s es necesariamente
(e-unioN-T). Luego, existen funciones f:[0,n) = [0,m) y g:[0,m) — [0,n) tal que se tiene
([[Az]]TJk g [[Bf(i)]]‘IJk)i<n y ([[AQ(J)]]ng g [[Bjﬂ‘zjk)j<m para todo k > 0. Por h.i. se tie-
ne (A; ~, Byi))icn ¥ (Ag(j) ~u Bj)j<m. Finalmente, se concluye por Lem. 3.3.5, ®,.,4; ~,
Dj<m B
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O
Lema 3.3.29. Sean ¥ = {V; 2, W;}icn, un contexto de sub-tipado y o una sustitucion tal que

dom(a) = {V;, Witicn, o(Vi) = Ai y o(W;) = B; con dom(o) N fv({Ai, Bi}ticn) = 0, [Ai]* =z [Bi]*
y A;, B; € T para todo i <n. Si S+ A~, B, entonces [cA]* ~z [oB]*.

Demostracion. Por induccién en - XA <, B analizando la tltima regla aplicada.

(s-uyp). Luego, A=V y B=W con £ =3%";V <, W. El resultado es inmediato por hipotesis,
pues 0A = A,, 0B = B, y [4,]* =z [B.]*.

s-EQ). Luego + A ~, B. Mé&s aun, se tiene + ocA ~, 0B por ser ~, es una congruencia. Por
I I Iz
[oA]* ~< [oB]* y se concluye por Lem. 3.3.20.

(s-rEFL). Luego, A = B y el resultado es inmediato por reflexividad de <«.

(s-TrANS). Luego, - ¥A <, C'y +XC <, B para algin C € T. Por h.i. se tienen [0 A]* <<
[oC]* vy [¢C]* =z [¢B]*. Finalmente, se concluye por transitividad de <.

s-comP). Luego, A = vy B = con = vy = . Por h.i. se tienen
L A=D@A'yB=Dap’ FYXD <, D'y XA <, B". Por h i

o =z |o vy |lo =z |o . Luego, por (s-comMP-T),

D]* D']* A'T* B']*. L

[cA]* = [¢D]* @[ocA]* <, [oD']* @[oB']* = [¢B]*
(s-runc). Luego, A=A'" D A"y B=B"@B" con F¥B' <, Ay FXA” <, B”. Como en el
caso anterior, se concluye por h.i. y (S-FUNC-T).

(s-unton-L). Luego, A= A’@ A” con XA’ <, By +XA” <, B. Por h.i. se tienen [0 A']* <<
[eB]* y [cA”]* << [oB]*. Considerar (Nota 3.3.7)

[A]* = P AL con Al #£@,i<l

7

[A"]T = @,_p AL con Al F£@i<l

?

[B]* = ®jcmB; con B; #d,j<m
Se tiene luego tres posibles casos:
1. I =1"=m = 1. Luego, se concluye directo de la h.i. por (s-UNION-T),
[0A]* = [0A]* @ [0A"]* = A} @ A %, By = [0B]*

2. 1 4+m > 2. Luego, existe una funcion f : [0,1) — [0,m) tal que A] <z By(;) para todo i < [.
Se tienen dos casos posibles:

a) I = m = 1. Luego, A}, <¢ By para todo i < I (i.e. f es una funcién constante) y
AY <= By. Se concluye por (S-UNION-T),

[0 A]* = [0 AT* & [0A"]* = (DA} © AY 2. By = [0 B]*

b) ' +m > 2. Luego, existe una funcion g : [0,1") — [0,m) tal que A} <5 By(;) para todo
i < I'. Nuevamente se concluye por (s-UnNiON-T) combinando convenientemente f y g,

[0A]* = (BiciA) & (Bicp AY) 2 DjamB; = [0 B]*

3. '+ m>2conl=m=1. Analogo al caso 2a) anterior.
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Se concluye entonces, [0 A]* = [0 A']* @ [¢A”]* <z [¢B]*.

= (s-union-r1). Luego, B = B’ @ B” con + XA <, B'. Por h.i. se tiene [0 A]* << [0B’]*. Consi-
derar (Nota 3.3.7)
[A]* = B, Ai con A; # @i <l
[B]* = Dj<mB; con B F#@,j<m
nme — . " " : /
[B"]* = @B con Bl #,j<m

Se tiene luego dos posibles casos:
e | =m = 1. Luego, Ay =z B} y se concluye por (s-UNION-T),

[0A]* = Ay 25 By @ (Dj<wBf) = [0B']* @ [0B"]* = [0B]*

e [+ m > 2. Luego, existe una funcion f : [0,1) — [0,m) tal que A; <5 B’ ;) para todo i <.
Nuevamente se concluye por (S-UNION-T),

[0A]* = D Ai = (Dj<mB)) © (Dj<pBY) = [0B]*

Se concluye entonces, [0 A]* <z [¢B']* @ [¢B"]* = [¢B]*.
= (s-UnioN-R2). Luego, B =B’ & B"” con - XA <, B”. Este caso es similar al anterior.

» (s-rec). Luego, A= uV.A'y B=pW.B' con -3,V <X, WA <, B, W ¢ fv(A") y V ¢ fv(B’).
Apelando a los desdoblamientos finitos (Def. 3.3.24) de A y B respectivamente, se muestra a
continuacion que [A",]* <z [BI]* para todo m € N. La prueba es por induccion en m.

e m = (. Inmediato de la Def. 3.3.24 y 3.3.22 por reflexividad de <<, pues Agya == Bg’a.

e m > 0. Luego, se tienen A7, = (oW {V\A" ')Ay B = (oW {W\BI";'})B' por
Def. 3.3.24. Mas atn, por h.i. se tiene [A"; IHT =z [Br ! T
Considerar p = oW {V \ A", W {W \ B . Es inmediato ver que pA’ = AT, y pB' =

B, pues W ¢ fv(A') y V ¢ fv(B'). Mas aun, puede verse que p satisface las hipote-
sis del lema para el contexto de sub-tipado X;V <5 W. En particular, las variables en
dom(o) fueron sustituidas recursivamente en A""1 Bm’l, por lo que se satisface la con-
dicion ({Vi, Witicn U{V,W}) Nfv({As, Bi}icn U {A BI';1}) = 0. Luego, por h.i. del
lema, [AZ,]¥ = [pA']* =z [pB]F = [B2, 5.

EO'?

Luego, [A7,]* =< [B,]* para todo m € Ny, por Lem. 3.3.16, se tiene [A™,]% | << [B,]* |&
para todo k,m e N. Mas atn, por Lem. 3.3.25, [A ]*|x ~x [0A]*]x ¥ [[Bs’g]]‘zj kg [oB]]SJ
para todo k € N. Luego, por simetria de ~z y transitividad de <z (apelando al Lem. 3.3.20) se
tiene [0 A]* | =« [0 B]* |, para todo k € N. Se concluye por Lem. 3.3.21.

O

Teorema 3.3.30. A <, B sii [A]* << [B]*.

Demostracion. =) Esta implicacion se sigue inmediatamente del Lem. 3.3.29, teniendo ¥ vacio y, por
lo tanto, o resulta en la sustitucién identidad. Luego, de A <, B se obtiene [A]* << [B]*.

<) Al igual que para la prueba del Lem. 3.3.27, basta considerar tipos unién-maximal de la forma
A =@, ,A; con A; # p para todo i < n (Nota 3.3.4), y luego concluir para todo u-tipo contractivo
apelando a (E-FOLD) y (S-EQ).
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Para esta parte de la demostracion, se prueba el resultado equivalente: Vk € N.[A]* |x <« [B]*|&
implica A <,, B. Luego, se concluye por Lem. 3.3.21. Sea [A]*|; << [B]*]x para todo k € N. Se
asume, A =@, ,A; y B =@, Bj con (A; # 11, ®)icn v (Bj # 1, ®)j<m por el argumento anterior.
Luego, por Def. 3.3.10 y 3.3.22, se tiene

[Aﬂ‘zjk = EBZ-<”[[A,']]f con A; £@i<n
[BI* |k = ®j<mlB;]* con Bj#@,j<m

La prueba es por induccion en h([A]* %) +h([B]* 1), donde h : Tf™ — N es la funcion de altura para
arboles finitos.
Se analizan entonces las posibilidades para n + m.

= Sin=m =0, se analiza la forma de A:

e A = a. Luego, [A]* | = a para todo k > 0. Por Lem. 3.3.19 (1), [B]*|x = a para todo
k > 0. Entonces, por Def. 3.3.22 y 3.3.10 se tiene B = a y se concluye por (s-REFL).

e A=D@A Luego, [A]*|x = [D]*|x—1 @ [A’]*|r_1 para todo k > 0. Por Lem. 3.3.19
(2), [B]*]x = D) @B} con [D]*]|r—1 =z D} v [A]*]r—1 =z B}, para todo k > 0. Notar
que para cada k se tienen sub-arboles D y B, diferentes pero, dado que el Lem. 3.3.19
apela a la igualdad de 4rboles al determinar la forma de [B]* |, es inmediato ver de la
Def. 3.3.10 que [B]* = D’ @B’ con D}, = D'|;_1 y B} = B’ |x—1 para todo k > 0. Mas afin,
m = 1 implica B # p por hipétesis. Luego, por Def. 3.3.22, B = D’ @ B’ con [D']* = D’
y [B']® = B'. Es decir, [B]*|x = [D']¥]x—1 @ [B']*]x—1 con [D]* |1 == [D']*|s-1y
[A1* k-1 == [B']*|k—1 para todo k > 0. Finalmente, de la h.i. se obtienen D <, D'y
A" <, B', y se concluye por (s-coMP).

e A= A’ D A”. El anilisis para este caso es similar al anterior. De [A]* |z = [A']*]x—1 D
[A”]* |x—1 se obtienen B = B’ > B" y [B]*|x = [B']*]x—1 D [B"]*|x—1 para todo k > 0,
por Lem. 3.3.19 (3), Def. 3.3.10 y 3.3.22 con la hipdtesis B # u. Luego, por h.i. se tienen
B' <, Ay A" <, B", y se concluye por (s-FUNC).

e A= puV.A'. Este caso no aplica por hipotesis.

= Si n+m > 2, la tltima regla aplicada para derivar [A]*|x =<z [B]*]x es necesariamente
(s-uNtoN-T). Luego, existe una funcion f:[0,n) — [0,m) tal que ([4;]*|x =< [Bri)]*Jk)i<n
para todo k > 0. Por h.i. se tiene (A4; <, Bj(;))i<n. Finalmente, se concluye por con miltiples
aplicaciones de (s-UNION-L), (S-UNION-R1) y/0 (S-UNION-R2), D; ., Ai = Djcm B

O

Propiedades adicionales de los u-tipos contractivos

Lema 3.3.32. Sean (A;)i<n, (Bj)j<m € T tipos no-union. Luego, D;.p,Ai ~u DjemB; sii existen
funciones f:[0,n) = [0,m) y g : [0,m) — [0,n) tales que (A; =, Byi))icn Y (Ag(j) ~u Bj)j<m.

Demostracion. Por anélisis de casos sobre n + m. Si n = m = 1, el resultado es inmediato con
f = g = id (la funcién identidad). Sino (i.e. n +m > 2), se concluye por Teo. 3.3.28 y Def. 3.3.22,
pues la tnica regla aplicable es (E-uNION-T). Notar que el hecho de que (4;);<,, ¥ (Bj)j<m sean tipos
no-unién implica ([4;]* # ®)i<n v ([B;]* # ®)j<m respectivamente. O

Lema 3.3.33. Sean (A;);<, € T tipos no-union. Luego, B, A; =, Dj<mB; sii existe una funcion
f:[0,n) = [0,m) tal que (A; =, By())icn-
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Demostracion. Por anélisis de casos sobre n +m. Si n = m = 1, el resultado es inmediato con f = id
(la funcién identidad). Sino (i.e. n +m > 2), por Def. 3.3.22, se tiene [B;.,4:]* = B;,[Ai]* con
([A]® # @)icns ¥ [Bj<cmBi]* = @B tal que (By # @),y con m’ > m, [0,m) = U, I
y ([Bj]* = @ier; Bi)j<m- Por Teo. 3.3.30, ©;cpnAi = BjemBj sii [Bic, Ail* Zx [BjemBi]* v,
por (s-UNION-T), esto vale sii existe g : [0,n) — [0,m') tal que ([A;]* <« By(i))i<n- Més atin, como
[0,m") = Uj<m I;, para todo i < n se tiene g(i) € I; para algtn j < m. Es decir, ([4;]* << Byi))i<n
sit ([A:]* 2= [Bi)] )i<n con f : [0,n) — [0,m) asocia cada i < n con un j < m tal que g(i) € I;. O

Compatibilidad
Lema 3.3.36. Sea m, >p 6 -, p: A. Luego, pos(p) C ipos(A).

Demostracion. Por induccion en 7, analizando la tltima regla aplicada.

= (p-maTCH). Luego, p = = y pos(p) = {e}. El resultado es inmediato pues € € ipos(A) para todo
A.

= (p-consT). Luego, p = c y pos(p) = {e}. El resultado es inmediato.

= (p-comp). Luego, p = pop1 con 0 = 6p;61 y A =D Q A’ tal que mp, >p O bppo: Dy mp, >p
01Fpp1: A Seap € pos(A). Si p = € el resultado es inmediato. Sino, p = iq con q € pos(p;) para
algtn ¢ € [0,1]. Suponer ¢ = 0 (el analisis para el caso ¢ = 1 es simétrico), es decir q € pos(py).
Por h.i. se tienen q € ipos(D) = ipos([D]*) vy, por Def. 3.3.35, p = 0q € ipos([D @ A']*) =
ipos(D @ A").

O

Lema 3.3.37. Sean A ~< B. Luego, ipos(A) = ipos(B).
Demostracion. =) Por induccion en p € ipos(A).
= p = e. El resultado es inmediato pues € € ipos(B) para todo B.

= p=iq con i € [0,1]. Suponer i = 0 (el andlisis para el caso ¢ = 1 es simétrico). Considerar los
tipos unién-maximal (Nota 3.3.7)

A=OD;,Ai con A, #B,i<n
B=D;cmB; con B; #D,j<m

Por Def. 3.3.35, existe iy < n tal que p € ipos(A;,). Mas ain, necesariamente es el caso por
Ay, = DQA'. Luego, q € ipos(D). Por (E-UNION-T), existe una funcién f : [0,n) — [0,m) tal que
Aiy ~5 By, Por Lem. 3.3.14 (2), By;) = D' @B’ con D ~5 D'. Por h.i. se tiene entonces
q € ipos(D’). Se concluye por Def. 3.3.35, p € ipos(B).

<) Este caso es anélogo al anterior, tomando p € ipos(B) para concluir p € ipos(A). Notar que por
(E-UNION-T) también existe una funcion ¢ : [0, m) — [0,n) que relaciona cada sub-arbol no-unién en B
con su contra-parte en A. O

Lema 3.3.39. Sean A << B. Luego, ipos(A) C ipos(B).
Demostracion. Por induccién en p € ipos(A).

= p = e. El resultado es inmediato pues € € ipos(B) para todo B.
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= p=1iq con i € [0,1]. Suponer i = 0 (el analisis para el caso ¢ = 1 es simétrico). Considerar los
tipos unién-maximal (Nota 3.3.7)

A=, Ai con A, #d,i<n
B=DjcmB; con B;#dD,j<m

Por Def. 3.3.35, existe iy < n tal que p € ipos(A;,). Més aln, necesariamente es el caso por
Aiy = DQA’. Luego, q € ipos(D). Por (s-union-T), existe una funcion f : [0,n) — [0, m) tal que
Aiy 25 By(iy). Por Lem. 3.3.19 (2), By;) = D' @B’ con D <5 D'. Por h.i. se tiene entonces
q € ipos(D’). Se concluye por Def. 3.3.35, p € ipos(B).

O

Lema 3.3.42. Sean A ~5 B y p € ipos(A). Luego, .AJJP = B(Lp.

Demostracion. Por induccion en p. Notar que ipos(A) = ipos(B) por Lem. 3.3.37. Considerar los tipos
union-maximal (Nota 3.3.7)

A=OD;,HAi con A, #B,i<n
B=@jcmB; con B; #D,j<m

Por (E-UNION-T), existen funciones f:[0,n) = [0,m) y g:[0,m) — [0,n) tal que A; ~5 By y
Ag(j) =z Bj para todo i <n, j <m.
= p=c. PorDef 3.3.41, Al = {Ai(e) | i <n}y Bl = {Bj(e)|j < m}. Mas atn, por Lem. 3.3.14,
Ai(e) = By (€) v Ag(j)(€) = Bj(e) para todo i < n, j < m. Luego, Al = BJ_.
» p=Iqconl e [0,1]. Por Def. 3.3.35, A;(p) = Q para algunos ¢ < n. Del mismo modo, B;(p) = @
para algunos j < m. Para todos estos i, j se tiene .AiJ,q = Bf(i)J)q v Ag(j)qu = Bj<Lq por h.i. Para
aquellos ¢ < n, j < m tal que A;(p),B;(p) # @, se tiene Aij,q = Bji,q = (). Luego, se concluye

‘Aép = Ui<n‘AiJ>q = Uj<m ABJJ>q = ‘Bép
O

Lema 3.3.44. Sean A << B y p € ipos(A). Luego, AJ,p - B(Lp.

Demostracion. Por induccion en p. Notar que ipos(A) C ipos(B) por Lem. 3.3.39. Considerar los tipos
union-maximal (Nota 3.3.7)

A=OD;,HAi con A, #B,i<n
B=@;cmB; con B; #D,j<m
Por (s-union-T), existe una funcién f : [0,n) — [0,m) tal que A; ~5 By(;) para todo i < n.

= p=c. PorDef. 3341, Al = {Ai(e) | i <n}y Bl ={Bj(e) | j < m}. Mas atn, por Lem. 3.3.19,
( ) = B (€) para todo i < n. Luego, Al C Bl ..

= p=1Iqconl € [0,1]. Por Def. 3.3.35, A;(p) = @ para algunos i < n. Para todos estos i se tiene
.AiJJq C 3f(z‘)<Lq por h.i. Para aquellos i < n tal que A;(p) # @, se tiene A;}, = 0. Luego, se

concluye A = U, ., Aiby € Ujc,n Bijby = B,
O
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Lema 3.3.48 (Generacion de patrones). Sea m, >p 0 b, p 1 A. Luego,

1. Sip =z, entonces 6(x) = A.

2. Sip=c, entonces A =C.

3. Sip=rpopi1, entonces § = 6y;61 y A=DQA tal que mp, >p by Fppo: D ymp, BpbiFppr t A
Demostracion. Por un simple analisis de la altima regla aplicada al derivar m,. Notar que hay solo una
regla aplicable en cada caso. O
Lema 3.3.49 (Generacion). Sea m >p I' -1t : A. Luego,

1. Sit =z, entonces I'(x) = A" y A’ <, A.

2. Sit=c, entonces ¢ =, A.

8. Sit =ru, entonces:

a) AID,A €T tal que DQA' <, A, m,>pTFr:Dym,>pltu:A’; o bien

b) 3(Ai)icn, A €T tal que A’ <, A, mpopTHr: @, A DA ym,p ' Fu: Ay para algin
k<mn.

4. Sit = (pi = 8i)i<n, entonces I(A;)icn, B € T tal que D;,A; D B 2, A, (mp, Dp 65 FpDi + Ai)icn,
emp([pi : Ailicn) y (75, >p L30; F si 0 B)icy.
Demostracion. Por induccién en 7y, analizando la ultima regla aplicada.
s (7-vAaR). Luego, t = x con I'(z) = A. Se concluye (1) por (s-REFL).
= (T-const). Luego, t = ¢ y A = c. Se concluye (2) por (S-REFL).

= (T-comP). Luego, t = rsy A =D @A’ con premisas m. >p 'Fr: Dy m>plHu: A Se
concluye (3a) por (s-REFL).

» (1-aBS). Luego, t = (p; =, Si)i<cn ¥ A = @jcpA; DO B con premisas (mp,, >p 0; Fp pi: Ai)icn,
cmp([ps : Ailicn), (s, >p T;0; b s; : B);<p. Se concluye (4) por (S-REFL).

= (1-aPP). Luego, t = ru con premisas m, >p I'Fr: @, ,A4; DAy 7 >p ' Fu: Ay para algin
k < n. Se concluye (3b) por (s-REFL).

= (1-suBs). Luego, se tiene la premisa m; >p I' -t : A’ con A’ <,, A. Por h.i. se obtiene A” <, A’
con las condiciones correspondientes segiin el caso. Finalmente, se concluye por (s-TRANS).

O

Lema 3.3.50. Sea n>p ' t: A. Luego,
1. Sea A un contexto de tipado tal que T' C A, entonces ™' >p At : A.
2. fv(t) C dom(T).
8. 1 >p Ul Fit: A
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Demostracion. Se demuestra cada {tem por separado.
1. Por induccion en t. Sea A D I' un contexto de tipado.

» t =x. Por Lem. 3.3.49 (1), I'(z) = A’ y A’ <,, A. Luego, A(z) = A’ también. Se concluye
por (T-VAR) y (T-SUBS).

» t =c. Por Lem. 3.3.49 (2), ¢ <,, A. Se concluye por (T-CONST) y (T-SUBS).

s t =7 u. Por Lem. 3.3.49 (3) se tienen dos casos:

a) 3D,A' e Ttalque DQA' <, A, m,>pT'Fr:Dym>plFu: A Por hi. se tiene
mepAbr:Dymw, >p Al u: A Luego, se concluye por (T-comP) y (T-SUBS).

b) 3(A)icn, A € T talque A’ <, A, m>pTFr: @A DA ym,>plFu: A para
algin k < n. Por h.i. se tiene . >p A b r: @, ,A; D A y 7, >p A u: Ag. Luego, se
concluye por (T-ApP) y (T-SUBS).

w t = (pi 6, Si)i<n- Por Lem. 3.3.49 (4), 3(A4;)i<n, B € T tal que ©;,.,4; D B =, A,
(mp; &P 0 Fp it Ai)icn, cmp([pi © Ailicn) ¥ (s, >p 56, F 550 B);<p,. Sin pérdida de ge-
neralidad se asume dom(A) N dom(6;) = 0 para todo i < n. Luego, A;6; D I';6; es un
contexto de tipado valido y por h.i. se tiene 7, >p A;60; I s, : B para todo ¢ < n. Final-
mente, se concluye por (T-ABS) y (T-SUBS).

2. Por induccién en t.

» t =z. Por Lem. 3.3.49 (1), I'(z) = A’. Luego, fv(t) = {z} C dom(T).

= ¢t = c. Trivialmente, fv(t) = ) C dom(T).

= t{ =ru. Por Lem. 3.3.49 (3), m.>p ' Fr: By m,>p ' Fw: C para tipos B y C adecuados.
Luego, por h.i. se tienen fv(r) C dom(I') y fv(u) € dom(I"), por lo que fv(ru) = fv(u) U
fv(u) C dom(I") también.

w t = (p; =0, Si)i<n- Por Lem. 3.3.49 (4), 3(A;)i<n, B € T tal que (7, >p 0; Fp pit Ai)icn v
(ms, >p I50; b s; 0 B);<y,. En particular, dom(6;) = fv(p;) para todo i < n. Por h.i. se tiene
fv(s;) € dom(T';0;) = dom(T") Wiv(p;) (i.e. fv(s;)\fv(p;) C dom(T")) para todo i < n. Luego,
se concluye pues fv(s) = |J,_,, (fv(s;) \ fv(p;)) € dom(T").

3. Por induccién en t.

= t = 2. Por Lem. 3.3.49 (1), I'(x) = A" y A’ X, A. Més atn, por definicion I'|g, ) (z) = A’
también. Luego, se concluye por (T-var) y (T-sUBS).

s t =c. Por Lem. 3.3.49 (2), ¢ <,, A. Se concluye por (T-coNsT) y (T-SUBS).
» ¢t =ru. Por Lem. 3.3.49 (3) se tienen dos casos:

a) 3D,A" € T tal que DQ A" <, A, m,>pT'Fr:D y m,>pFu: A Por hi. se
tiene 7, >p Ll Fr: Dy m, >p Clg) Fu: A Como I' es un contexto de tipado
valido, Tt 1) = Il (r) U T (u) € T’ también lo es. Luego, por Lem. 3.3.50 (1), se tienen
7. >p Clg@y Fr: Dy m, >p g Fu: A’ Finalmente, se concluye por (T-comp) y
(T-sUBS).

b) 3(Ai)icn, A €T tal que A <, A, mpp k1@, A DA ym,>plFu: A para
algtin k < n. Por h.i. se tiene 7. >p Ulg ) F 7 @iy As D A"y m, Dp Tlpyu) Fu s A
Nuevamente se tiene I'lg, ;) = Tlg ) U Tl () € I' un contexto de tipado valido. Luego,
por Lem. 3.3.50 (1), m. >p Tlgyy Fr: Bicndi D A"y w1, >p Tl p) F u : Ag. Se concluye
por (T-APP) y (T-SUBS).
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» t = (p; 20, Si)icn- Por Lem. 3.3.49 (4), 3(4;)i<n, B € T tal que @,,4; O B <, A,
(mp; >p 0 Fp i 2 Ai)icn, cmp([p; @ Ailicn) ¥ (75, >p 56 F 5; 0 B);<p,. Es inmediato ver
que (T;50;)ltv(s;) € Tlp(s,);bs para todo i < n. Mas atin, como dom(6;) = fv(p;), se tiene
Cla s € Tliwvsovwen) S Tlu,., (v - Luego, Dlas); 6 2 Tlasi i 2 (T50:) (s
es un contexto de tipado valido. Entonces, por Lem. 3.3.50 (1), s, >p ]."\f\,(s);@- Fs;: B
para todo 7 < n. Finalmente, se concluye por (T-aBs) y (T-sUBs).

O

Lema 3.3.51 (Sustitucion). Sean s >p ;0 s: A yne >p T Fo: 6. Luego, mos >p T'Hos: A.
Demostracion. Por induccién en s.

» s = . Por Lem. 3.3.49 (1), (I;0)(x) = A’ y A’ <, A. Si z € dom(o), como dom(o) = dom(§),
se tiene f(xz) = A’ y, por hipdtesis, >p '+ o(z) : §(x). Luego, se concluye por (T-suss). Si no
(i.e. x ¢ dom(h)), se tiene I'(z) = A’ y oz = z, en cuyo caso se concluye por (T-vAR) y (T-SUBS).

» s =c. Luego, 0s = c y, por Lem. 3.3.49 (2), ¢ <,, A. Se concluye por (T-CONST) y (T-SUBS).

= ¢ =ru. Luego, 0s = orou y, por Lem. 3.3.49 (3) se tienen dos casos:

a) 3D, A" € T talque DQ A" <, A, m, >p'Fr:Dy m,>pFu: A’ Por hi. se tiene
Tor >p L For: Dy my>p'Fou: A'. Luego, se concluye por (T-comp) y (T-SUBS).

b) 3(Ai)i<n, A €T talque A’ <, A, m,>pTHr: D, 4 DA ym,>pl'Fu: Ay para algian
k < n.Por h.i. se tiene mo, >pL' F or : @, A4; D Ay mou>pI F ou s Ag. Luego, se concluye

por (T-ApPP) y (T-SUBS).

m s = (p; ¢, Si)i<n. Sin perdida de generalidad se asume o evita 6; para todo i < n. Lue-
g0, 05 = (p; ¢, 08i)i<n- Por Lem. 3.3.49 (4), 3(A;i)i<n, B € T tal que ®,.,A4; D B =<, A,
(Tp, &P 0 Fp it Ai)icns cmp([p; = Ailicn) v (75, Dp 150, F s; 2 B)icy,. Més atn, apelando al
Lem. 3.3.50 (1) sobre la definicion de 7,, se tiene >p I';0; F o : 6 para todo i < n. Luego,
por h.i. (mys;, >p I';0; F 0s; : B);<,,. Finalmente, se concluye por (T-aBs) y (T-SUBS).

O

Lema 3.3.52. Sea mg>pI'd: A con d € Dcap. Luego, existe D € D no-union tal que D <, A y
n,>p'Fd:D. Mds ain,

1. Sid=c, entonces D = C.

2. Sid=d't, entonces D =D"QA" tal que 7y >p T Hd : D ym>pltt: A

Demostracion. Por inducciéon en d.
= d = c. Por Lem. 3.3.49 (2), ¢ <, A. Se concluye por (T-consT) con D = C.
s d=d't. Por Lem. 3.3.49 (3) se tienen dos casos:
a) 3D’ A" € T tal que D' QA" <, A, mg >p'Fd: D" y m>p't: A Se concluye por
(r-comp) con D =D"@ A’

b) 3(Ai)icn, A € T tal que A’ <, A, g >pT'-d' : D;.,A; D A’. Por h.i. existe D € D no-
union tal que D <, @,;.,A4; D A’. Méas aun, por Teo. 3.3.31 (3), D = D’ > D", lo que lleva
a una contradiccién con D € D. La contradiccion viene se suponer que el Lem. 3.3.49 (3b)
aplica para d € Dcap. Luego, este caso no es posible.
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O

Lema 3.3.53. Sean m,>pT'Fu:B, mp>pOtpp: Ay {p\uj =fail. Luego, B A, A.
Demostracion. Por inducciéon en p. Notar que {p \uj} = fail implica u € Mcap.

= p = z. Este caso no aplica dado que {p\u}} = fail por hipotesis.

= p=c. Por Lem. 3.3.48 (2), c = A. Se analiza la forma de u € Mcap.

e u =d # c. Por Lem. 3.3.52 (1), d <, B. Suponer B <,, A. Luego, por (s-TRANS), se tiene
d <, ¢, lo que lleva a una contradiccién con la Teo. 3.3.31 (1). La contradiccion viene de
suponer B =, A, por lo que se concluye B A, A.

e u=du'. Por Lem. 3.3.52 (2), 3D’, B’ € T tal que D'@ B’ <,, B. Como en el caso anterior,
si B =%, A, por (s-TRANS), D' @B’ =u Cy se tiene una contradiccion con la Teo. 3.3.31.
Luego, B A, A.

o u = (q; =9, Uj)j<m. Por Lem. 3.3.49 (4), 3(B;)j<m,B’ € T tal que ©;.,B; D B’ =<, B.
Nuevamente, si B <,, A se tiene ®,.,,B; D B’ <, ¢, lo que contradice la Teo. 3.3.31.

" p=popi. Por Lem. 3.3.48 (3), § = 0p;61 y A =D QA tal que mp, >p o Fppo: Dy mp, >p
01 Fp p1 ¢ A'. Se analiza la forma de u € Mcap.

e u =d. Por Lem. 3.3.52 (1), d <, B. Nuevamente, si B <,, A, por (s-Trans), d <, D@ A’
y se tiene una contradiccién con la Teo. 3.3.31. Luego, B A, A.

e u=du'. Luego, el mismatch es interno pues se asumen patrones lineales (cf. Sec. 3.2), por

lo que la falla no se produce en la uniéon disjunta. Es decir, se tiene {py \ d}} = fail o

p1\u |} = fail. Por Lem. 3.3.52 (2), 3D, B’ € T talque D'QB’' <, B, mg>pI'+d: D’

y mw >p I'F o/ @ B'. Luego, por h.i. se tiene D' A, D o B’ A, A’. Por otro lado, suponer

B <, A. Por (s-Trans) se tiene D' @ B’ <,, D@ A y, por Teo. 3.3.31 (2), D' <X, Dy
B’ <, A, lo que lleva a una contradiccion. Luego, B £, A.

o u = (q; —g, Uj)j<m. Por Lem. 3.3.49 (4), 3(B;)j<m, B’ € T tal que ®;.,,,B; D B’ <, B.

Nuevamente, si B <, A se tiene ®;.,,B; D B’ <, D@ A, lo que contradice la Teo. 3.3.31.

O

Lema 3.3.54. Sean m,>pl'Fu: A, mp>p0t,p: Ay {p\uj} =0. Luego, m, >p T Fo: 6.
Demostracion. Por induccién en p.

= p=x. Luego, 0 = {x \u} y, por Lem. 3.3.48 (1), 6(x) = A. Mas atn, dom(d) = fv(p) = {z} =
dom(o). El resultado es inmediato por hipotesis.

= p = c. La propiedad se satisface vacuamente pues dom(#) = () = dom(o).

= p=pop1- Luego, u =du' y 0 = ogWoy con o9 = {po \d}} y o1 = {p1 \v'}}. Por Lem. 3.3.48
(3),0 =00;60 y A= D QA tal que mp, >p o Fppo: Dy mp, Bp 61 Fp p1 2 A'. Por otro lado,
por Lem. 3.3.52 (2), 3D’ A" € T tal que D' QA" <, A, mg>pT't-d: D' ymy >pFHu' : A”.
Maés atn, de D’ @ A” <, A = D @ A’, por Teo. 3.3.31 (2), se tiene D" <, Dy A” <, A'.
Luego, por (r-suBs), se derivan >p I'Fd: Dy >p ' : A'. Finalmente, por h.i. se tiene
oo >p L 00: 00y T, >p I F 0g : 01. Es seguro concluir dado que dom(fy) Ndom(6;) = 0y
dom(og) Ndom(oy) = 0.

O



167

Adecuacion del sistema

Lema 3.4.2. Sean m, >p Fv:Aym>pt,p: A Luego, {p\v]} =o0.

Demostracion. Por induccién en p. Notar que v es un término cerrado por estar tipado con contexto
vacio (cf. Lem. 3.3.50). Luego, v es necesariamente un data structure o una abstraccion.

= p = z. El resultado es inmediato con 0 = {z \v}.

= p = c. Por Lem. 3.3.48 (2), A = c. Suponer v = (q; g, 5;)j<m- Por Lem. 3.3.49 (4), 3B,B' € T
tal que B D B’ <, ¢, lo que lleva a una contradiccion con Teo. 3.3.31. Luego, v es necesariamente
un data structure. Por Lem. 3.3.52, 3D € D no-unién tal que D <, cy >p Fv:D. Mas atn,
suponer que vale Lem. 3.3.52 (2). Entonces, D = D’ @ A’ <, ¢, lo que contradice la Teo. 3.3.31.
Luego, es necesariamente el caso Lem. 3.3.52 (1) con u = c. Se concluye pues {p\u} =

= p=popi. Por Lem. 3.3.48 (3), § = 0p;61 y A =D QA’ tal que mp, >p g Fppo: Dy mp, >p
61 Fpp1: A”. Como antes, si v = (g; 2o, Sj)j<m, por Lem. 3.3.49 (4), 3B,B" € T tal que
B> B' =<, D@A lo que lleva a una contradiccién con Teo. 3.3.31. Luego, v es necesariamente
un data structure. Por Lem. 3.3.52 (2), 3D € D no-unién tal que D <, DQA"y >p Fv:D.
Nuevamente por Teo. 3.3.31, se puede ver que es necesariamente el caso (2) del Lem. 3.3.52.
Luego, v =vgv1 y D = D' QA" tal que >p Fuvg: D'y >p vy A”. Méas atn, Teo. 3.3.31
(2), D' %, Dy A" <, A'. Luego, por (1-suBs), >p Fvg: Dy >p vy : A Por h.i. se tienen
po\vo)} = 0oy {p1 \vi}} = o1. Finalmente, como 6 = 6y;6; (i.e. la union es disjunta) y
(dom(c;) = 6;);<2, se concluye con {p\v}} = o¢Woy.

O

Chequeo de equivalencia y sub-tipado
Chequeo de equivalencia

Lema 3.6.6. Sean A = .A(/B Y Po,---,Pn-1 € ppos(A) las posiciones de O en A (enumeradas de
izquierda a derecha). Luego, [A]* = .A\“<[[A¢po]]T7 AL, ).

Demostracion. Por induccién en el contexto A.

= A =10 Luego,n=1con Ay = A y pg = € por lo que el resultado es inmediato de las Def. 3.6.4
y 3.6.5.

= A = uV.A. Luego, (pi = 0q;)i<pn. Por Def. 3.3.22, [A]* = [A(A)]T = [[V \A}A(A)]T. Por
h.i. se tiene . = .
[A]* = AV NALA (A 1% - IV N ATA (A, 1)
Luego, por Def. 3.6.4, [A]* = A’\’*([A%O]]T, ..., [Al,, ,]%). Finalmente, se concluye por Def. 3.6.5,
dado que A\ = A

—

= A = Ay & Ay Luego, existe k < n tal que (p; = 0q;)ick, (Pi = 10j)kcicn ¥ A =
A" = Ay, Ap_y y A" = Ag,... An_1. Por Def. 3.3.22, [A]T = [Ao(A") & A
[Ao(AN]T & [A1(A")]T. Por h.i. se tiene

A1 = AoV (Ao (A, -, [0 AN, 1%) @ AL (A A I, T AT
Luego, por Def. 3.6.4,
[T = Ao\ ([ALp I%, - AL, %) @ AC([AL, DT, - [AL,, 1)
Finalmente, se concluye por Def. 3.6.5, dado que A\ = A\ @ A\

A co
(AN]* =
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O

Lema 3.6.7. Sea A un p-tipo contractivo tal que [A]* = @, ., A; con (A; # ®)icn-. Luego, exis-
ten ' < n, @-contextos mazimales A y (Ai)jcn, p-tipos contractivos (A; # &),,r y funciones
bye:[0,n') — [0,n) tales que A = A(A) y ([A]* = ArlApys - Ae@)))i<n -

Demostracion. Por Nota 3.6.2, A puede ser univocamente expresado por un pud-contexto maximal B
y p-tipos contractivos By, ..., By, tal que (Bj # (1, ®)j<m, t.e. A= B(§> Mas atn, sean qq,...,qm €
ppos(A) las posiciones de [J en B (enumeradab de izquierda a derecha), con una simple inducciéon en
A puede verificarse que m = n y ([B(B >¢ ]]T Ai)icn por Def. 3.3.22 y 3.6.4. Luego, es posible
descomponer B en dos partes: por un lado un @®-contexto maximal A con n’ < n agujeros, y por otro
miltiples p®-contextos By, . . ., By tal que B = A(B), donde (B, = [, )i <y - Entonces, existen p-tipos
contractivos Ay, ..., A, y funciones b,e : [0,n’) — [0,n) tal que (A; = Bi(Byqy, - - -, Bet)))i<n’ > POT
lo tanto, A = A(A). Notar que (4; # D) jcn-
Sean qg(l), . ,q;(l) € ppos(4;) las posiciones de [J en B;. Luego, por Lem. 3.6.6, se tiene [A;]* =
W([[Aliqb ) 1% ..., [[Aliq,emﬂ():). Mas atin, como B = A(B) y A es un @-contexto, se tiene que g sufijo
de q; para todo i € [b(1),e(l)]. Entonces, por Def. 3.6.4

[AT" = B (BB g, 1%, [BB) e, 1)

yde ([B(B >¢ ]]T A;)i<n se obtiene [4;]* = Bl\“<ﬂb(l), ..., Aeqy). Por tltimo, se toma (A; = Bl\#)l<n'
para conclulr O

Lema 3.6.8. A ~; B sii Vk € N.[A]* |, ~¢ [B]*].

Demostracion. Para esta prueba se denota con #,(A) el nimero de ocurrencias del constructor p en

el p@-contexto maximal A que caracteriza A = A(A) (cf. Nota 3.6.2).
) Dado A ~; B, existe S € (T xT) tal que S C &~_.(S) y (4, B) € S. Se define entonces
R(S) = {([[A’]]‘Ijk, [B'*|x) | (4, B'Y € S,k € N} y se muestra que R(S) es @~ -denso.
Sea S, = {(A',B') € S| ¢ = #,(A") + #,(B’)}. Luego, dado ko € N, se tiene ([A']* | x,, [B']* | x,) €
R(S) = (A,B') e S = Jce N.(A,B’) € S. Basta ver entonces que para cada ¢ € N vale

(A',B"Y €S, = Yk >0.(J[A]* &, [B]* 1) € P~y (R(S))

Notar que el caso faltante (k = 0) es inmediato por (e-RerL-T). La demostracion es por induccion en
c.

= ¢ =0. Como (A, B') € S implica (4", B') € S C ¥~ (S), se tienen cuatro casos posibles:

1. B’y = (a,a). Luego, ([A']* |, [B']*|x) = (a,a) para todo k > 0 y se concluye por

(A

(E REFL-T).

2. (A,B"Y = (DQ@A" D'QB") con (D,D"),(A",B") € S. Por definicién de R, se tienen
([[D]]Tjk LD 1), (TA"T* i1, [B"]% |k—1) € R(S) para todo k > 0. Finalmente, por
(e-comp-T), Def. 3.3.10 y 3.3.22

(ID @ A"]*|&, [D" @ B"]* i) € @~ (R(S))

para todo k > 0.
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3. (A", By = (A D A}, B} QB}) con (Aj, Bj), (A}, B]) € S. Por definicion de R, se tienen
(TAGT* 1 =1, [BO]™ | k1), (TALD* k=1, [B1]* Jk—1) € R(S) para todo k > 0. Finalmente, se
concluye por (e-rFunc-1), Def. 3.3.10 y 3.3.22

([A6 > AT* Ji, [A41 @ Bi* J1) € P (R(S))

para todo k > 0.

4. (A", B") = (Dicn A, Dj<mBj) con n+m > 2, (A} # 11, ®)i<n, (Bj # i, D) j<m y funciones
f:[0,n) = [0,m), g:[0,m) — [0,n) tal que ({AL, B}(i)>)i<n, ((A;(j), Bj}))j<m € S. Por defi-
nicién de R y Def. 3.3.22, se tienen (([AL]* |, [[B}(i)]]TJw)Km (([[A;(j)]]‘zjk, IIB‘;-]]QJk>)j<m €
R(S) para todo k > 0. Mas atn, como (A} # (1, ®)icn vy (Bj # 11, ®)j<m, se tienen tanto
([AL]* )& # ®)icn como ([[B;]]TJ;C # @)j<m. Entonces, puede aplicarse (E-UNION-T) con las
funciones f y g para concluir por Def. 3.3.10 y 3.3.22

([Bicn Al 11 [Dj<mBiI* i) € P (R(S))
para todo k > 0.

= ¢ > 0. Luego, hay dos casos posibles:

1. (A", B") = (¢ (uV.A"),B’) con (¢({V\A'}A"),B’) € S. Por contractividad, se garantiza
#,(C{V\NAJA")) < #,(€(uV.A")), lo que implica (€' (|V \ A'}A"),B’) € S con ¢’ < c.
Por h.i. se tiene

([E UV \NATAME |k, [B'T* k) € Ps (R(S))
para todo k > 0. Se concluye por Def. 3.3.22, dado que [¢(uV.A")]* = [¢{({V \ A’} A")]*.

2. (A,B") = (A, 2(uW.B")) con (A", 2({W \B'}B")) € §. Como en el caso anterior, por
h.i. apelando a la contractividad y se concluye por Def. 3.3.22, ([A']* |, [2(uW.B")]* &) €
D~ (R(S)) para todo k > 0.

<) Se muestra que R £ {(A',B') | A',B € T,Vk € N.JAT* | ~5 [B]*|x} es P~ -denso. Sea
(A, B) € R. La demostracion es por analisis de casos en ¢ = #,,(A) +#,(B). Se consideran Gnicamente
los casos k > 0 para evitar el caso borde trivial ([A]* |o, [B]* |o) = (&, &).

» c=0. Como ([A]* |1, [B]*|x) € ~5 y ~¢ = &~ (1), se tienen cuatro casos posibles:

1. ([A]* &, [B]* |x) = (a,a). Por Def. 3.3.10 y 3.3.22 se tiene necesariamente A = a = B, pues
¢ = 0. Luego, por (e-REFL-AL), (4, B) € ¢~.(R).

2. ([A]* ], [B]* J&) = (D)1 QA |1, D' |41 @B [ 1) con D g ~g D'y y A o1 >
B’ |g—1. Por Def. 3.3.22 y ¢ = 0, existen D, D’ e Dy A\,B' € T talque A=D@A'y
B=D'@B con [D]* =D, [D]* =D, [A']* = A"y [B']* = B’. Méas atn, por definicion
de R, (D, D'),(A’, B') € R. Luego, se concluye por (g-comp-aL), (A, B) € ¢~ (R).

3. ([AI* |&, [BI* |x) = (A'Jr—1 D A" Jk—1,B[x—1 D B"|x_1) con las equivalencias A’ |1 ~¢
B'p_1y A’ |g_1 ~x B"]x_1. Por Def. 3.3.22 y ¢ = 0, existen A’, A" B’ B"” € T tal que
A=A > A" y B =B > B"” con [[A/]]‘I — .AI, [[A//]]‘I — A”, [[BIHT = B’ y [[B//H‘I = B,
Mas atn, por definicion de R, (A’, B’), (A”, B") € R. Luego, se concluye por (E-FUNC-AL),
(A, B) € &~ (R).

4 (AT |k, [BI* Jx) = (BicnAil ks Dj<emBj]1k) conntm > 2, (Ai])icns (Bjlr)j<m y funcio-
nes f : [0,n) — [0,m), g : [0,m) — [0,n) tal que valen las equivalencias (A;]x ~5 By r)icn
vy (Agh)k 23 Bjlk)j<m. Por Lem. 3.6.7, existen n’ < n, ®-contextos maximales A y
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(Ap)icp, p-tipos contractivos (A; # @);., y funciones b,e: [0,n') — [0,n) tal que A =
A(A) y (JA]T = ArlApys - - - Aet)))i<p'- Mas atin, como #,(A) = 0y A es maximal, es
necesariamente el caso n’ = n'y (A; = 0),,. Por lo tanto, b = e = id, ([A;]* = Ai)icn

—

vy (A; # 1, ®);<n. Andlogamente, se tiene B = B(B) donde B es un ®-contexto maxi-
mal, ([B;]* =B;)j<m v (Bj # i ®)j<m. Luego, se tienen ([A;]* |k ~z [Bri)]™Jk)icn ¥
([Ag»1* Ik ~= [B;]* k) j<m- Finalmente, se concluye por (-union-aL), (A, B) € ¢~ (R).

= ¢ > 0. Luego, se distinguen dos casos:

1. #,(A) = 0. Luego, #,(B) > 0. Por lo tanto, B = Z(uW.B’') y, por Def. 3.3.22, se tiene
[B]* = [2({W \ B} B’)]*. Luego, (A, 2({W \ B}B')) € R. Notar que #,(A) = 0 implica
A # € (uV.A"). Se concluye por (E-rREC-R-AL), (A, B) € &~ (R).

2. #,(A) > 0. Luego, A = € (uV.A") y, por Def. 3.3.22, [A]* = [¢({V \ A} A")]*. Luego, se
tiene (¢ ({V \ A} A"), B) € R y se concluye por (B-REc-L-AL), (A, B) € @~ (R).

O

Chequeo de sub-tipado

Lema 3.6.11. Sean (A,B) € S con § C @<.(S), (Ai)icn, (Bj)j<m p-tipos contractivos y A, B pud-
contextos mazimales tal que A = A(A) y B = B(B). Luego, existe una funcion f : [0,n) — [0,m) tal
que ((Aipi7B¢qf(i)> € 8)icn, donde po,...,pn-1 € ppos(A) ¥ do,-..,qm—1 € ppos(B) son las posicio-
nes de O en A y B respectivamente.

Demostracion. Por induccion en ¢ = #,6(A) + #,0(B) (i.e. la suma del tamafio de los p®-contextos
maximales Ay B).

= ¢ = 0. Luego, A = O = B. El resultado es inmediato pues ppos(A) = {e} = ppos(B) y

(Al,,Bl.) = (A, B) € S por hipotesis.

= ¢ > 0. Luego, se analiza la forma de A.
e A = [0. Luego, ppos(A) = {e} y Al = A por Def. 3.6.4 (i.e. n = 1). Mas atn, A # u,®

por hipoétesis. Se tienen entonces dos posibles casos para B.
L. B= pW.B'. Luego, (A, B) € S C ¢<,(S) es necesariamente derivado por (s-REC-R-AL),
i.e. (A, (W \B}B/(B)) € 8. Més atm, por contractividad (Bj # W)j<m. Entonces, B
es un p@-contexto maximal para B'({W \ B} B) = {W \ B}B/(B). Por h.i. existe una
funcion f : [0,1) — [0,m) tal que (Al., {W \ B}B'(B)] € S, donde q,...,q,, €
ppos(B'(B)) son las posiciones de [ en B'. Notar que (a5 = 0q); € ppos(B))j<m. Lue-
go, por Def. 3.6.4, {W\ B B’(Bﬂq}(o) = (,UVV-B%B))%q/f(O) = Blg,,,» Por lo que se
concluye <A¢€,B¢qm)> €S.

2. B=®,_,/Bicon (B # ®);.y y 1 <m' < m.Puede particionarse [0, m) con funciones
b,e:[0,m') = [0,m) tal que [0,m) = +i<m/[b(1), e(1)] ¥ (B} = Bi{Byy, - - - » Bet)) ) i<m? -
Mas atn, de (A,B) € S C @<,(S) se tiene (A, B}) € S para algin k < m’ por
(s-UNION-R-AL). Por h.i. existe f:[0,1) — [b(k), e(k)] tal que (Aie,B,giq}g(o)> € S, don-
de qg(k), .. .,q’e’(k,) € ppos(Bj,) son las posiciones de O en Bj. Mas aun, sea qj, la po-

q}<o>>

sicion de By en B, se tiene (q; = ;.97 € ppos(B));eb(k),e(k))- Con una simple induc-
cion en qj, utilizando la Def. 3.6.4, se verifica Bl/i:\LqIfI(O) = B Luego, se concluye

(Al Blg,,) €S.

EHON
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o A = uV.A". Luego, por (s-REc-L-AL), (A,B) € S C & (S) se deriva a partir del par

({V\A}A'(A), B) € S. Por contractividad (A; # V);.,. Entonces, A’ es un u®-contexto
maximal para A'({V \ A} A) = [V \ A} A’(A). Por h.i. existe una funcion f : [0,n) — [0,m)
tal que ((A'({V\ A4 A’Np;’Biqm)) € 8)icn, donde p, ..., pl, € ppos(A'(A)) y di,...,qm €
ppos(B) son las posiciones de Jen A’ y B respectivamente. Notar que (p; = 0p; € ppos(A));<n-
Luego, por Def. 3.6.4, ({V\A A’([f)ipg = (uV.A’(fT))iop; = Al,,)i<n, por lo que se con-

cluye ((Al,,, Blg, ) € S)i<n-
o A=®; A con (A # P);.,y v 1 <n' < n. Luego, hay dos posibles casos para B.

1. B =u (i.e. B= puW.B(B)). Notar que, en particular, A # p. Luego, de (4, B) € S C
D, (S) se tiene (A, (W \ B B'(B)) € S por (s-rEc-r-AL). Més atin, por contractividad
se tiene (B;j # W) j<m. entonces, B’ es un pud-contexto maximal para B/ ({W \ B} B) =

W\ B}B'(B). Luego, por h.i. existe una funcion f :[0,n) — [0,m) tal que se tie-

nen (<Ai,pi’[j"< W\B B?)iq}m> € 8)i<n, donde py,...,p, € ppos(4) y di,...,q,, €

ppos(B’ <l§>) son las posiciones de [0 en A y B’ respectivamente. Notar que, en par-
ticular, (q; = Oq;- € ppos(B))j<m. Luego, por Def. 3.6.4, se tienen las proyecciones
({W\B B’(E)iq; = (NWB'<§>)¢oq; = Blg,)j<m, por lo que finalmente se concluye
((Aly,. Bly,.) € S)icn

2. B # p. Notar que puede particionarse [0,n) mediante funciones b, e : [0,n') — [0,n)
tal que [0,n) =+ [b(1), e(1)] v (A} = Ai{Apys - - -, Aet)))i<n’- Mas atin, de (A, B) €
S C @4,(S) se tiene ((A}, B) € S),.,,» por (s-UNION-L-AL). Por h.i. existen funciones
(fi: [b(D),e()] — [O,m))l<n/ tal que se tienen «AE\LP;"Bl’qh(iQ S S)ie[b(l)7e(l)]7 donde
pg’(l), e p'e’(l) € ppos(A4j) son las posiciones de [J en A; para cada | < n’. Mas aun, sea
p; la posicion de A; en A, se tiene (p; = p;pj’ € ppos(A))icp(1),e()) Para cada I < n'. Con
una simple induccién en pj, utilizando la Def. 3.6.4, se verifica (A;J,p;/ = Alp,)ielb),e)]
para cada | < n’. Mas aun, la funcién f = f; o...o f,/ resulta bien definida dado
que </ [b(1), e(l)] constituye una particion de [0,7n). Finalmente, se concluye con f,

((Alp,. Bla,,,)) € S)icn-
O

Lema 3.6.12. A <; B sii Vk € N.[A]* | << [B]* .

Demostracion. Para esta prueba se denota con #,(A) el nimero de ocurrencias del constructor p a la
cabeza A: i.e. #,(A) 2 0si A # p; #,(uV.A") £ 1+ #,(A).

=) Dado A Xz B, existe S € p(T x T) tal que S C ¢<.(S) y (4,B) € S. Se define entonces
R(S) = {([A]* |k, [B'1* |&) | (A', B') € S,k € N} y se muestra que R(S) es $<-denso.

Sea S, = {(A',B') € S| ¢ = #,(A") + #,(B’)}. Luego, dado ko € N, se tiene ([A']* |4, [B']* | k) €
R(S) = (A',B")e S = Jce N.(A,B’') € S.. Basta ver entonces que para cada ¢ € N vale

(A, B) €S0 = k> 0([AT" | [B7]1) € B, (R(S))
Notar que el caso faltante (k = 0) es inmediato por (s-rerFL-T). La demostracion es por induccion en c.
» ¢=0. Como (A, B') € Sy implica (A’, B') € S C &< (S), se tienen cinco casos posibles:

1. (A", B") = (a,a). Luego, ([A']*|k,[B']*]x) = (a,a) para todo k > 0 y se concluye por
(S-REFL-T).
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2. (A,B"Y = (D@A",D'@B") con (D,D'),(A”,B") € §. Por definicion de R, se tienen

(IDI* k=1, [D'1* k=1, (TA"]* k=1, [B"]* | k1) € R(S) para todo k > 0. Finalmente, por
(s-comp-1), Def. 3.3.10 y 3.3.22

(ID@A"T* |1, [D @ B"]* i) € D2 (R(S))

para todo k > 0.

. (A", By = (A}, D A}, B, @ B}) con (B}, A},), (A}, B}) € S. Por definicién de R, se tienen

([BET* Je—1, [AG]* | k1), (TALD*F k=1, [B1]* Jx—1) € R(S) para todo k > 0. Finalmente, se
concluye por (s-rFunc-t1), Def. 3.3.10 y 3.3.22

([A5 > AL]* i, [47 @ BIJ* Ji) € 2= (R(S))

para todo k > 0.

. <A/7B/> = <@Z<nA;?B/> con n > 1a B/ 7& H,y (A; 7é 69)Z<'rL y (<A;7B/> S S)i<n- Alternati—

vamente, puede denotarse A = A’(A’) con A’ un @-contexto maximal. Més atn, sea A"
un p@-contexto maximal tal que A’ = A”(A”) con (A} # u,®),., para algin n’ > n,
luego existen p@-contextos (A!);<, tal que A” = A’'(A"). Del mismo modo, sea B’ un
pd-contexto maximal tal que B’ = B'(B’) con (B} # p,®)j<m para algin m > 0. No-
tar que puede particionarse [0,n’) mediante funciones b, e : [0,n) — [0,n') tal que [0,n') =
Fi<n[b(i), €(i)] y (A7 = Ai(Ay), - - AYj)) )icn- Por Lem. 3.6.11 con (A", B) € S, existe una
funcion f : [0,n') — [0,m) tal que ((A’J,pl,B’ime € S8)i<yn, donde py,...,py € ppos(A’)
Y d1,-.-,0m € ppos(B’) son las posiciones de O en A" y B’ respectivamente. Luego,
([A L, 1% Ik [[B’iqm)}]fjk) € R(S));<n para todo k > 0, por definicién de R. Dado que
A" es un p@®-contexto maximal, por contractividad y Def. 3.6.4 se tiene (A'], # 1, ®);< -
Mas atn, por Def. 3.3.10 y 3.3.22, ([A'],,]¥]x # @), para todo k > 0. Del mismo modo,
([[B'iqj]]‘zjl€ # @)j<m para todo k > 0. Luego, por (s-UNION-T) (notar que 1 <n < n'y
0 < m implica n’ +m > 2),

(ANA L T - TA Y T 1) B Y (B L I ks, [B' g, I 1)) € D22 (R(S))

Se concluye por Lem. 3.6.6 y Def. 3.3.10, ([A']* |x, [B']* k) € &< (R(S)).

AL B = (A, BjemB)) conm > 1, A" # p,®, (B # ®)j<m v (A, Bj)) € S para algtin

jo < m. Alternativamente, puede denotarse B = B’ <B'/ ) con B’ un G-contexto maximal. M4s
atn, sea B” un pd-contexto maximal tal que B’ = B”(B") con (B # i, @),y para algin
m’ > m, luego existen ud-contextos (B})j<m tal que B = B’(@). Por otro lado, A" # u, &
implica que el pu®-contexto maximal que lo caracteriza es O, por lo que ppos(A’) = {e}. No-
tar que puede particionarse [0, m') mediante funciones b, e : [0, m) — [0, m’) tal que [0, m) =
+j<m(b(f), e()] vy (B} = Bi(By;y,- -+ By(j)))j<m- Por Lem. 3.6.11 con (A", B') € S, existe
una funcion f : [0] — [0,m') tal que <A’$€,B’¢qm)> € S, donde q1,...,qm € ppos(B’) son
las posiciones de [J en B”. Luego, ([A’|.]*|«, [[B’iqf(o)]}(zjw € R(S) para todo k > 0, por
definicion de R. Dado que B” es un u@®-contexto maximal, por contractividad y Def. 3.6.4
se tiene (B'ly, # tt,®);<,y- Més atn, por Def. 3.3.10 y 3.3.22, ([B'l,,]* |k # ®);<, para
todo k > 0. Del mismo modo, A # y, ® implica [A'].]* |x # @®. Luego, por (s-UNION-T) (no-
tar que 1 < m < m/ implica 1 +m’ > 2), ([[A’i,sﬂ‘zjk,B"\“<[B’¢qlﬂ‘zjk, ce [[B’iqm,ﬂ‘zjk» €
D~ (R(S)). Se concluye por Lem. 3.6.6 y Def. 3.3.10, ([A']* |1, [B']* |x) € &< (R(S)).

= ¢ > 0. Luego, hay dos casos posibles:



1.

2.
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(A", B") = (uV.A",B’) con ({V\A'}A” B’) € S. Por contractividad, #,({V \A'}A") <
#,(nV.A"). Luego, ({V \A'}A”,B’') € So con ¢ < ¢y por h.i. se tiene

(HV\ATAT* i, [BT k) € <2 (R(S))
para todo k > 0. Se concluye por Def. 3.3.22, dado que [uV.A"]* = [{V \ A"} A"]*.
(A",B") = (A, u)W.B") con (A", (W \B'}B"”) € §S. Como en el caso anterior, se aplica la
h.i. apelando a la contractividad y se concluye por Def. 3.3.22, ([A']* |, [uW.B"]* |1) €
D= (R(S)) para todo k > 0.

<) Se muestra que R £ {(A',B') | A/, B € T,Vk € N.JAT* | 2 [B]* |} es ®<,-denso. Sea
(A, B) € R. La demostracion es por analisis de casos en ¢ = #,,(A) +#,(B). Se consideran tinicamente
los casos k > 0 para evitar el caso borde trivial ([A]* |o, [B]* |o) = (€, &).

» ¢ =0. Como ([A]* |, [B]*|k) € 2z ¥ %5 = <. (=), se tienen cuatro casos posibles:

1.

([A]* |&, [B]* |x) = (a,a). Por Def. 3.3.10 y 3.3.22 se tiene necesariamente A = a = B, pues
¢ = 0. Luego, por (s-REFL-AL), (A4, B) € ¢<.(R).

ATALF |k, [BIF k) = (D) k-1 @A -1, D' |1 @B’ 1) con D1 =z D' k1 y A’ |k—1 ==

B’ |i—1. Por Def. 3.3.22 y ¢ = 0, existen D, D’ € Dy A\,B' € T talque A=D@A"y
B=D'@B con [D]* =D, [D]* =D, [A']* = A"y [B']* = B’. Mas atn, por definicién
de R, (D, D'),(A’, B') € R. Luego, se concluye por (s-comp-aL), (4, B) € ¢<_(R).

ATADE |k, [BI® k) = (A k-1 DA k1, B |k—1 D B"]_1) con las relaciones B |,_; =z

A1y A" k-1 2 B”|g—1. Por Def. 3.3.22 y ¢ = 0, existen A', A", B, B"” € T tal
que A=A D A" y B = B> B"” con [[A/HT :.A/, [[A//]]i :‘A//7 [[B/HT — B’ y [[B//H‘I — B,
Maés atn, por definicion de R, (B, A"), (A”, B"”) € R. Luego, se concluye por (s-FUNC-AL),
(A, B) € &<, (R).

(LAT* 1, [BI* Ik} = (Bicniln, Bj<mBjli) con n+m > 2, (Ai]r)icn, (Bjlr)j<m y una
funcion f: [0,n) — [0,m) tal que (A;]x =2z Breylr)icn ¥ (Ag))e 23 Bjlr)j<m- Se distin-
guen dos posibles casos:

a) n = 1. Luego, [A]* |, = Aor # 1, ® y m > 1. Méas atin, por Lem. 3.6.7 sobre B, existen
m’ < m, @-contextos maximales B y (B;);<,n’, p-tipos contractivos (B; # @) ;e ¥
funciones b, e : [0,m/) — [0,m) tal que B = B(B) y ([B/]* = Bi(Boy, - s Be))i<m’ -
Sea Iy € [0,m') tal que f(0) € [b(lp), e(lp)]. Por (s-unton-T) se tiene [A]* |, = Ao |r =«
Dicblo)elo)Bile = [Bi,]* vy, por lo tanto, (A, B;,) € R. Més atin, ¢ = 0 implica
m' > 1. Luego, se concluye por (s-unionN-r-aL) con [ : [0,n) — [0, m) tal que f/(0) = lo,
(A,B) € <. (R).

b) n > 1. Por Lem. 3.6.7, existen n’ < n, @®-contextos maximales A y (A;); ./, -
tipos contractivos (A; # @);, v funciones b, e : [0,n') — [0,n) tal que A = A(A) y
([AD* = AilAp)s - - - Ae)))i1<n’- Més atin, por (s-UNION-T), se obtienen las relaciones
([AD* |k = Picpy,eanAi Zx [B]*Jk)icn ¥, por lo tanto, ((A;, B) € R),.,. Ademas,
c = 0implicam’ > 1y B # @. Luego, se concluye por (s-UNION-L-AL), (4, B) € < (R).

= ¢ > 0. Luego, se distinguen dos casos:

1.

2.

#,(A) = 0. Luego, #,(B) > 0. Por lo tanto, B = uW.B' y, por Def. 3.3.22, se tiene [B]* =
[{W\B}B']*. Luego, (A, (W \ B}B’) € R. Notar que #,(A) = 0 implica A # uV.A’. Se
concluye por (s-REC-R-AL), (A, B) € < _(R).

#,(A) > 0. Luego, A = uV.A" y, por Def. 3.3.22, [A]* = [{V \ A} A’]*. Luego, se tiene
({V\A} A, B) € Ry se concluye por (s-rEC-L-AL), (4, B) € &<.(R).

O
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Hacia un chequeo de tipos eficiente

Chequeo de sub-tipado
Lema 3.6.18. A <1 B sii A < B.

Demostracion. =) Se muestra que S = {([A]"™, [B]") | A =z B} es ®_o-denso. Se analiza la forma de
los posibles pares en S. B

~=

([A]", [B]") = (a,a). El resultado es inmediato por definicion de ¢_o.

([AT™ [B]™) =(T"@T”, 8" @8"). Por Def. 3.6.15, [A]"(¢) = @ sii A(e) = Q. Luego, A =DAQA’
con [D]* =Ty [A]* = T”. Anélogamente, B = D’ @ B’ con [D'|* = 8§ y [B']" = §". Mas
atn, por (s-comp-T) se tienen D =z D’ y A’ <¢ B’. Luego, ([D]", [D']"), (JA]", [B']") € S. Se
concluye por (s-comp-up) y Def. 3.6.15, ([D @ A'[", [D" @ B'[") € _u(S).

([A]* [B]™) = (T 2 T”7,8 2 8”). Por Def. 3.6.15, [A]"(e) = D sii A(e) = D. Luego, A = A’ D
A" con [A']" =Ty [A”]* = T”. Anadlogamente, B = B’ D B"” con [B'|" = 8"y [B"]" = 8”. Mas
aun, por (s-FUNc-T) se tienen B’ << A’ y A” <¢ B”. Luego, ([B]", [A']™), (]A"]", [B"]") € S.
Se concluye por (s-ruxc-up) y Def. 3.6.15, ([A’ D> A"[",[B" D B"[") € P_u(S).

(IAT™ [B]™) = (@7T:, 8) con (T; # @)icpn y 8 # @. Por Def. 3.6.15, [A]"(e) = @" sii A = D, As
con ([A;]" = T:)i<n- Analogamente, 8 # @ implica B # @. Luego, por (s-UNION-T) se tienen
(A; 2z B);<pn. Por lo tanto, ({JA;]", [B]") € S)i<n- Se concluye por (s-union-L-upr) y Def. 3.6.15,
([ AL" [B]") € 9y (S).

(TAI™ [B]™) = (T,@7'8;) con T # @y (8 # ®)j<m. Por Def. 3.6.15, [B]"(¢) = @™ sii B =
Dj<cmBj con ([B;]" =8;)j<m- Andlogamente, T # @ implica A # @. Luego, por (s-UNION-T)
se tiene A =<g By para algan k € [0,m). Por lo tanto ([A]",[Bx]") € S. Se concluye por
(s-untonN-r-UP) y Def. 3.6.15, ([A]", [&]'B;]") € 220 (S).

(TAI™ [B]™) = (@774, @7'8;5) con (Ti # ©)icn ¥ (S5 # @) j<m- Por Def. 3.6.15, [A]"(¢) = &" sii
A = D, A;i con ([A;]" =Ti)icpn. Andlogamente, B = @D;.,,,B; con ([B;]" =8;)j<n. Mas
alin, por (s-UNION-T) existe una funcién f:[0,n) — [0,m) tal que (A; <5 By(;))icn. Luego,
(([AI™ [Bs)]") € S)icn- Se concluye por (s-union-up) y Def. 3.6.15, ([@7A:]", [©]B,;]") €
P20 (S).

) Se muestra que S 2 {(A, B) | [A]" <% [B]"} es <. -denso. Se analiza la forma de los posibles

pares en S.

(A, B) = (a,a). El resultado es inmediato por definicién de @<..

(A, B) = (D@A',D'"QB’). Por Def. 3.6.15, [A]" = [D]" Q [A']" y [B]" = [D']" @ [B']". Méas
atm, por (s-comp-up), [D]" <% [D']" y [A]" <% [B']". Luego, (D, D), (A, B’) € S. Se concluye
por (s-comp-1), (D@QA', D' QB') € D_o(S).

(A,B) = (A’ > A", B > B"). Por Def. 3.6.15, [A]" = [A]* > [A"]" vy [B]" = [B']" > [B"]".
Més atn, por (s-runc-up), [B]* <% [A]* y [A"]" <% [B”]". Luego, (B’,A’), (A", B") € S. Se
concluye por (s-runc-1), (A" D A", B" D B") € D0 (S).

(A, B) = (DicnAis DjemBj) con (A # ®B)icn, (Bj # ®)j<m y n+m > 2. Luego, se distinguen
tres casos:

1. n=1. Luego, m > 1y [B]" = &"[B;]". Més atin, por (s-union-r-up), [A]" <% [Bi]" para
algan k € [0,m). Por lo tanto, (A, By) € S. Se concluye por (s-uNion-T), (A, B) € D0 (S).
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2. m = 1. Luego, n > 1y [A]" = @?[A;]". Mas atn, por (s-unioN-L-UP), ([A:]* <2 [B]™)icn.
Por lo tanto, ((A;, B) € S);i<n. Se concluye por (s-Union-T), (A, B) € Do (S).

3. n>1ym> 1 Luego, [A]" = &7 [A:]" vy [B]" = @}'[B,]". Méas atin, por (s-UNION-UP),
existe una funcion f : [0,n) — [0,m) tal que ([A;]* <2 [B¢@)]")i<n- Por lo tanto, se tienen
((Ai,By(i)) € S)i<n- Se concluye por (s-uniox-1), (A, B) € Do (S).

O

Chequeo de equivalencia

Lema 3.6.23. A ~¢ B sii A~ B,

Demostracion. =) Se muestra que S = {([A]"™, [B]") | A ~x B} es ®_o-denso. Se analiza la forma de
los posibles pares en S.

= ([A]",[B]") = (a,q). El resultado es inmediato por definicion de &_o.

([AT™ [B]™) = (T"@T”, 8" @8"). Por Def. 3.6.15, [A]"(e) = @ sii A(e) = Q. Luego, A =DQA’
con [DJ* = Ty [A]* = T”. Analogamente, B = D’ Q B’ con [D']" =8 y [B]" = §”. Mas
atn, por (B-comp-T) se tienen D ~¢ D’ y A’ ~< B’. Luego, ([D]*, [D']"), (JA]", [B']*) € S. Se
concluye por (e-comp-up) y Def. 3.6.15, ([D @ A'[",[D" @ B'[") € ¢ (S).

w (JA]™ [B]") = (3" D T",8 D 8”). Por Def. 3.6.15, [A]"(e) = D sii A(e) = D. Luego, A = A’ D
A" con [A']" =Ty [A”]"* = T”. Analogamente, B = B’ D B” con [B'|" = 8"y [B"]* = 8". Mas
ain, por (e-FUNC-T) se tienen B’ ~z A" y A” ~¢ B”. Luego, ([B]", [A']"), ([A"]", [B"]") € S.
Se concluye por (e-runc-up) y Def. 3.6.15, ([A’ D A”[",[B' D B"]") € .0 (S5).

w (JA]™ [B]") = (@174, 8) con (T; # @)icn v 8 # @. Por Def. 3.6.15, [A]"(e) = @™ sii A = D, ., A;
con ([A;]" = Ti)i<n. Andlogamente, § # @ implica B # @. Luego, por (E-UNION-T) se tienen
(A; ~% B);<p. Por lo tanto, ((JA:]", [B]") € S)i<n. Se concluye por (E-union-L-up) y Def. 3.6.15,
([&7 A" [B]") € 2o (S).

o ([A]" [B]") = (T,@7'S;) con T # @y (8; # @)j<m- Por Def. 3.6.15, [B]"(e) = @™ sii B =
Dj<cmBj con ([B;]" = 8;)j<m. Andlogamente, T # @ implica A # @. Luego, por (E-UNION-T)
se tiene (A ~g B;)j<m. Por lo tanto (([A]", [B;]") € S)j<m. Se concluye por (E-UNION-R-UP) ¥
Def. 3.6.15, ([A]", [&7B,]") € B (S).

o ([A]" [B]") = (@7 T, @7'S;) con (T # @)icn ¥ (85 # D) j<m- Por Def. 3.6.15, [A]"(e) = @™ sii
A =D, ,A;i con (JA;]" = Ti)icpn. Andlogamente, B = D, B; con ([B;]" = 8§;);j<n. Més atin,
por (E-UNION-T) existen funciones f : [0,n) — [0,m) y g : [0,m) — [0,n) tal que (A; ~5 Byi))icn
¥ (Ay() =z B;)j<m- Ltego, (A% [B ] € S)icn ¥ (g I, [B]") € ). Se concluye
por (E-uNioN-uP) y Def. 3.6.15, ([ A;]", [@7B;]") € @0 (S).

<) Se muestra que S £ {(A, B) | [A]" =2 [B]"} es d~.-denso. Se analiza la forma de los posibles
pares en S.

s (A, B) = (a,a). El resultado es inmediato por definiciéon de P~.

» (A, B) =(D@A', D' @B’ Por Def. 3.6.15, [A]" = [D]" @ [A']" y [B]" = [D']" @ [B]". Mas
atn, por (E-comp-up), [D]* ~? [D']* v [A]* ~? [B']". Luego, (D, D), (A’,B’) € S. Se concluye
por (E-comp-1), (DQA', D" QB’) € D_o(S).
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(A, B) = (A’ 5 A", B' 5 B"). Por Def. 3.6.15, [A]" = [A']" > [A”]" y [B]" = [B]" > [B"]".
Mas atn, por (e-runc-up), [B/]* =9 [A']" y [A"]" ~? [B"]". Luego, (B, A’), (A", B") € S. Se
concluye por (e-runc-t), (A’ D A", B" 5 B") € Do (S).

s (A, B) = (DicnHi, Dj<cmB;) con (A; # ®)icn, (Bj # @)j<m ¥ 1+ m > 2. Luego, se distinguen
tres casos:

L. n = 1. Luego,m > 1y [B]" = ©}'[B,]". Més atin, por (e-unton-r-up), ([A]" =0 (B 1™ j<m-
Por lo tanto, ((A,B;) € S);j<m. Se concluye por (E-UNION-T), (A, B) € Do (S).

2. m = 1. Luego, n > 1y [A]* = ®7[A;]". Mas atn, por (e-untoN-L-UP), ([A:i]* 22 [B]™)i<n.
Por lo tanto, ((A;, B) € S)i<n. Se concluye por (e-union-T), (A, B) € Do (S).

3. n>1ym> 1 Luego, [A]" = @}[A]" v [B]" = @]'[B;]". Més atin, por (E-UNION-UP),
existen funciones f:[0,n) — [0,m) y g:[0,m) — [0,n) tal que ([A;]* ~? [Bio)]™)icn v
([Agp]™ >0 [B;]")j<m- Por lo tanto, ((Ais Byi)) € S)icn ¥ ((Ag(j) Bj) € S)j<m. Se con-
cluye por (e-union-T), (A, B) € Do (S).

O



Apéndice C

Pruebas: Bisimulaciéon fuerte para
operadores de control

El AM-calculo

Semantica operacional

Lema 4.2.1. Sea 0 € 0y,. Sio —xu o', entonces 0 —»pp 0.
Demostracion. Por definicién, o —, , o' implica 0 = 0(l) y o/ = 0(r) con | —, r, * € {B,u}. La
demostracion es por induccion en 0.

= 0 =[. Se tiene dos casos posibles segtun la regla de reescritura aplicada.

1. B. Luego, o = (Az.t)u y o/ = {a \ u}t. Se concluye pues 0 —4 t[z \u] =5 0.

2. p. Luego, 0 = (pa.c)uy o' = pe/ . fo\* u}e. Se concluye pues 0 — gy pe.cla\* u] — 0.

= 0=Tu. Luego,o=tuyo =t ucont ey t'. Por h.i. se tiene t —» s t/, por lo que se concluye
0 —an O

= 0 =tT. Luego, o = tuy o = tu' con u —au uw'. Por h.i. se tiene u —»ps v/, por lo que se
concluye o —» s 0.

= 0 = Az.T. Luego, o = Az.t y o’ = Az.t/ con t —au t’. Por h.i. se tiene t - t', por lo que se
concluye 0 s 0.

» 0= pa.C. Luego, 0 = pa.cy o' = pa.c’ con ¢ —, , ¢'. Por h.i. se tiene ¢ = ¢, por lo que se
concluye 0 s 0.

0 = [a] T. Luego, 0 = [a]t y o' = [a]t’ con t —,, t'. Por h.i. se tiene ¢ —n t', por lo que se
concluye 0 - 0.

O

Confluencia

Para probar la confluencia del AM-céalculo se apela al método de interpretacion de Hardin [CHL96],
donde AM es proyectado sobre el Aup-célculo introducido a continuacion.

177
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Dado conjuntos infinito numerables de variables V (z,y,...) y nombres N (¢, 3,...), los conjuntos
de objetos Oxup, términos Ty,,, comandos Cy,,,, stacks y contextos del App-calculo se definen mediante
la siguiente gramatica:

Objetos n= tlcls
Términos = xzeV|tt|Azt| pa.c
Comandos = [ao]t]cla\f]
Stacks = t|t-s
Contextos T|C|S

Contextos de término
Contextos de comando
Contextos de stack

O|Tt|tT| Ax.T| pa.C
0| [e] T [ Cla\g]
n= E|T-s|t-S

naoa"Ho®w o 9
Il

Los comandos del Ap-calculo son enriquecidos un operador de renaming explicito [o \ 8] (donde « es
el nombre reemplazado y f el introducido en su lugar). Al igual que para AM-célculo, los stacks son
esencialmente pilas no vacias de términos y son, en este caso, utilizados inicamente para la operacion de
(meta-)replacement. Notar sin embargo, que Oy,, C Oans (analogamente Ty, C Tanr ¥ Capp C Canr)-
Se denota con & una secuencia no vacia de nombres distintos s, ..., a, y con sz(&) el nimero de
nombres en la secuencia. La operacion de replacement simultdneo se define inductivamente como:

d’\gs (tu) = o?\féstd'\gsu
o'z’\/fs (Az.t) = A d’\ffs t xés
A\ls)(uye) & pyldVsie yE¢sy¢avef
a0 ot \ﬁlﬁﬁ’is ([a]t) = [B]( o \P1BB2 5)t) 1 s
@y & pavse V¢
ajads \11PP2 s)(cly\a]) = Yan o \981882 g)c[§\ B] 9§ fresca )

@V s)(eh\B) £ (1@ siah\g TETY:

aVs)t-sy & (a\Ps)t-(a\s)s

La necesidad de realizar replacements simultdneos se manifiesta en la primera clausula de definicion
para renaming explicitos, donde se acumulan los nombres v y 0 (este ultimo fresco) al continuar
aplicando el replacement inductivamente sobre el comando c.

En tanto, la aplicacion de una sustitucion {x \ u} a un objeto o de Aup se extiende a objetos
del Ap-calculo de manera natural, quedando definida médulo a-conversiéon para evitar capturas de
variables/nombres libres, al igual que en la Sec. 4.1.1.

La relacion de reduccion en un paso — up S€ define como la clausura por contextos 0; de las reglas
de reescritura gy p*:
Azt)u —pg  {z\ujt
(pac) s s palla\Y s)e

donde — s requiere que o’ sea un nombre fresco (i.e. &/ #ay o ¢ c).

Se introducen a continuacién una serie de resultados auxiliares utiles sobre la operacion de repla-
cement simultaneo.

Lema C.0.1. Sean o € Oy, y s un stack. Luego, (& \55 o = (p(a) \p(E) s)o para toda permutacion
p del intervalo [1,sz(&)].

Demostracion. Por induccién en o.



o = z. Luego, el resultado es inmediato pues (& \E o=x=(p@a)\r¥

o= Az.t con x ¢ s. Luego, a\Bs 0= Ax. a\ﬁs t. Por h.i. se tiene oz\ﬂ t=(p(a )\P(ﬂ)s
por lo que se concluye (& \5 o= (p(a) \p(B) s)ho.
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o=tu Luego O_Z\ESO_ d’\gst d’\gsu Por h.i. se tienen o_z'\ﬁst— p(éz’)\p(g)s ty
a\ls p(a )\p(ﬁ)s u, por lo que se concluye a\ﬁs o= (p(a)\r®

~~

o—u'ycconfy¢52 7¢5y7¢5 Luego, a\ﬁs 0= . a\ﬂscPorhz se tiene a\ﬁs c=

p(@) VP s)c, por lo que se concluye (& \? s)o = (p(@) PP s)o.

o =[] t. Luego, se tienen dos casos posibles:

e ) € d. Luego, § = ap = ) para algin k € [1,sz(@)]. Por h.i. se tiene 07\55 t =
p(d) \p(ﬁ) s)t. Finalmente, o_z’\gs o = [B] o"z’\gs tus = [Bpuwl (p(Q) \p(ﬁ) s)tus =
p(@) \p(ﬁ) s)o, por lo que se concluye.

e 0 ¢ a. Luego, 07\55 o= [0] &\gs t. Por h.i. se tiene &\gs t = (p(a) \p(ﬁ) s)t, por lo
que se concluye (& \? s)o = (p(@) P s)o.

=c[y\dl cony ¢ a,~¢ B y v ¢ s. Luego, se tienen dos casos posibles:

e § € d. Luego, 0 = oy, = ) para algin k € [1,sz(d)]. Més atin, sea 7' un nombre fresco.
Por h.i. se tiene (ya \Y B s)e = yp(&) \7 '2(8) s)c. Finalmente, (& \B sho = ((y@\"'"? s)e)[y'\
Br] = ({yp(a@) \¥ '2(B) g )Y\ Bpyl = (p(d) \p('@) s)o, por lo que se concluye.

e 0 ¢ d. Luego, a\ﬁs o= a\ﬁs ¢)[y\d]. Por h.i. se tiene oz\ﬁs c=(pa )\” s)c, por
lo que se concluye (@ \? s)o = (p(&) \p(ﬁ) s)o.

- 8. Luego, d’\gs 0= d’\gs t- d’\gs s'. Por h.i. se tienen 0_2\6 t = (p(a )\p(ﬂ)s ty

Vs)s' = (p(a )\p(ﬁ s)s’, por lo que se concluye a\ﬁs o= (p(@ )\p(ﬁ) s)o.

O

Lema C.0.2. Sean o € Oy, y s un stack. Si a ¢ fn(o), entonces (a) o \Bqﬁﬁ; s)o = (ajan \/3}/3} s)o.

Demostracion. Por induccién en o.

o = z. Luego, el resultado es inmediato pues (ayaas \?18%2 s)o = 2 = (b \5152 s)o.

o = tu. Luego, (djads \5356; s)o = (aqads \'81'8/;2 s)t (aqadn \'51'@/;2 s)u. Mas aun, « ¢ fn(o)
implica & fn(t) y o ¢ fn(u). Entonces, por h.i. se tienen (oo \51552 s)t = (aras \ﬁlﬁ? s)ty

aLoas \513[32 shu = (o105 \5162 s)u. Luego, se concluye (a7 aas \Blﬁﬁ2 sho = (ajas \5152 s)o.

o = Ax.t con z ¢ s. Luego, (ajaas \5:552‘ o = .ok \‘31/352 s)t. Mas aun, a ¢ fn(o)
implica « ¢ fn(t). Entonces, por h.i. se tiene (a}jads \ﬂ1ﬁ32 s)t = (arah \5152 s)t, por lo que se
concluye (ajaas \ﬂlﬂﬁz sho = (ajan \51*32 s)o.

0= py.c cony ¢ diady, v ¢ FiBB2 y v ¢ 5. Luego, (diadh \9% s)0 = py.(dhady 5% s)c.
Mas ain, « ¢ fn(o) y v # « implican « ¢ fn(c). Entonces, por h.i. se tiene (a)ads \’31562 s)e=

alan \6162 s)c, por lo que se concluye (ajaas \'61'852 s)o = (ajan \ﬁlﬁ2 S)o.
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= 0 =[0]t. Luego, a ¢ fn(o) implica § # «. Se tienen dos casos posibles:

e § € ayas. Luego, a ¢ fn( ) implica a ¢ fn(t) y por h.i. se tiene (ajady \515/3; s)t =
ajan \5152 s)t. Sea &' € ﬂlﬁg en la misma posicion que § en ajas. Entonces, se tiene
a1y \51552 syo = [0'] (s \'61'652 s)t s = [0 (aras \[31/32 s)ts = (ajas \5152 s)o,

por lo que se concluye.

e § ¢ ajasy. Luego, (ajaas \fglﬁg2 s)o = [0] (alaay \ﬂlﬂﬁ2 s)t. Mas ain, o ¢ fn(o) implica
o ¢ fn(t). Entonces, por h.i. se tiene (aiody \ﬁ1ﬁ52 s)t = (aras \*3152 s)t, por lo que se
concluye (ajaas \ﬁlﬁﬁ2 sho = (ajas \ﬁlﬁ2 s)o.

= 0=c[y\d] cony ¢ diads, v ¢ f1882 y v & s. Luego, a ¢ fn(o) implica § # a. Se tienen dos
casos posibles:

® 0 € aidh. Luego, o ¢ fn(o) implica a ¢ fn(c). Més atin, sea 7' un nombre fresco. Por

h.i. se tiene (yajaas \ 61662 g\ = ’YOélOég \'y 612 g)¢. Sea § € ﬂlﬂg en la misma po-
sicion que ¢ en ajas. Entonces, (ajaas \51552 sjo = ((yaraas \Y 'Br882 oy \d] =
((yaryan \Y'PrP2 5)¢e) [y \ 8] = (ayas \P1P2 )0, por lo que se concluye.

e 0 ¢ ajan. Luego, (ajaas \Elﬁﬂ; s)o = ((arads \Blﬁﬁé s)c)[y \ 6]. Més atn, o ¢ fn(0) y
v # o implican a ¢ fn(c). Entonces, por h.i. se tiene (cjach 992 s)c = (ayay \P1P2 s)c,
por lo que se concluye (ajaay \?17%2 s)0 = (ayay \P1P2 s)o.

= 0=1t-5. Luego, (aqaai \ﬁjﬁﬁ; s)o = (ajaas \/;1552 s)t- (aiaas \51532 s)s’. Mas atin, o ¢ fn(o)
implica o & fn(t) y ¢ fn(s’). Entonces, por h.i. se tienen (&) aas \'81'852 s)t = (o ak \ﬁlﬁ2 s)ty
Loy \51%2 s)s’ = (ajas \ﬁlﬁ2 s)s’. Luego, se concluye (a7aas \51552 sho = (ajan \5152 s)o.

O
Corolario C.0.3. Sean o € Oy, y s un stack. Si @ Nfn(o) =0, entonces (52\g s)o = o.

Lema C.0.4. Sean o € Oxup, v € Tayp y s un stack.
1. Siz ¢ fv(s), entonces 62\53 x\ujo={x\ d’\ﬁs u 62\53 0.

2. Sidnfn(u) =0, entonces {z \u o‘z’\gs 0= 62\5 x\uts){z\u}o.

Demostracion. 1. Por induccién en o.
= 0 = z. Luego, O_Z\ES x\ujo = o_z’\gs u={z\ O_Z\ES u 0_2\35 o, por lo que se con-
cluye.

= 0=y # z. El resultado es inmediato pues 62\55 z\ujo=y={x\ d’\ﬁsu o’z’\gs 0.

= 0 = tv. Luego, se tiene o'Z\E x\ujo = o'Z\E x\ujt 0'2\g x\ujv. Por h.i. se
tiene o_z'\ﬁ z\ujt = {x\ a\'gs u a\ﬁs t, mientras que también a\ﬁ r\uju =
x\ a\ﬁs u a\Bs u, por lo que se concluye 04\5 z\ujo={x\ a\st u a\st 0.

= o= JAytcony ¢ uey ¢ s. Luego, se tiene 62\5 x\ujo=Ay. 62\[3 x \ujt. Por h.i.se

tiene 0_2\5 z\ujt ={z\ a\'Bsu a\ﬁst por lo que se concluye a\ﬁ x\ujo =
x\ a\ﬁsu a\Bso



181

= 0= py.ccony ¢ uy~y ¢ s. Luego, se tiene &\E x\ujo = py. &\E m\ucPorh.i.se
tiene 62\5 m\u c=1{x\ a\ﬁsu a\Bscporloquebeconcluye a\5 x\ujo=
x\ a\ﬂs u a\ﬁs 0.
= 0 = [d]t. Luego, se tienen dos casos posibles:
e § € d. Luego, 6 = «ay para algun k € [1,sz(@)]. Por h.i. se tiene 0'2\5 z\ujt =
x\ d’\gs u o?\fés t. Finalmente, se tiene 62\g 2 \ujo= B a\ﬂ x\ujt:s=
[Br] {x\ o’z’\gs u d’\gst cs={x\ a\ﬂs u a\ﬁs o, por lo que se concluye.
e § ¢ a. Luego, 0_2\58 x\ujo = [d] a\ﬁs x \ u}t. Por h.i. se tiene a\Bs x\ujt=
x\ d’\gs u o?\fés t, por lo que se concluye O_Z\ES z\ujo={z\ d’\gs u 62\55 o.
»o=cly\dlcony¢a, yv¢fBy~y¢s. Luego, se tienen dos casos posibles:

e § € d. Luego, 0 = ay, para algin k € [1,sz(d)]. Méas atn, sea v un nombre fresco. Por

h.i. se tiene yoz\“f[’s z\ufe = {z\ 704\755 u *ya\'”ﬁs c. Finalmente, se tiene
&V s \uto = ((va '8 s){z \ulo)ly \ Byl = ([ \ (4@ 77 s)u} (1@ 78 s)e) o \
Bl = {z\ (@ \? s)u}(a@\’ s)o, por lo que se concluye.

e i ¢ al. Luego, oz\ﬁ x\uo—(&\g z\ufc)[y\d]. Por h.i. &\gs x\uje =
x\ 04\58 u oz\ﬁs ¢, por lo que se concluye oz\ﬁ z\ujo={z\(@\’s)ulla\’ s)o.

= 0 =1t-5. Luego, se tiene a\ﬁ x\ujo = a\ﬂ x\ujt- 0'2\5 x\u}s'. Por h.i. se
tiene 0_2\5 ac\u t={z\ a\ﬂs u a\st t, mientras que también a\ﬂ ;E\u u=
x\ a\ﬂs u 04\68 u, por lo que se concluye cu\5 z\ujo={x\ a\st u a\/’)s 0.

2. Por induccién en o.
= 0 =x. Luego, {z \u 62\55 o= {z\u}o=u. Mas atn, por Cor. C.0.3 con &N fn(u) = 0,
se tiene u = (@ \? {2\ u}s)u por lo que se concluye.
= 0 =y # x. El resultado es inmediato pues {x \ u 62\55 o=y= 62\5 x\uls){z\ujo.

» 0 = tv. Luego, se tiene {z\u 0'2\55 o= {xz\u &'\gs t{z\u 0_2\58 v. Por h.i. se
tiene {z\ul(@\?s)t = (@\? [z \u}s){x \ult, mientras que también {z \u}(a@\? s)v =
a\? {z\u}s){z \u}v, por lo que se concluye [z \u}(a@\?s)o=(a\® {x\uls)|z\u}o.

o=Ay.tcony ¢ uey ¢ s. Luego, se tiene {z \u VP s)o=y.lz\u a\ﬁstPorhz se

tiene {x \u a\ﬂst— a\ﬂ x\u}s){x\u}t, por lo que se concluye {x \u a\ﬁs 0=
\B x\ujs){z\u}o.

0= py.ccony ¢ uy~y ¢ s. Luego, se tiene {z \ u d’\gs o=y {z\u d’\gs c. Por h.i. se

tiene [z \u}(a@\? s)c = (@\? [z \u}s){z \u}c, por lo que se concluye {x \u}(a@\?s)o =

d\g x\u}s){z\u}o.

o = [d] t. Luego, se tienen dos casos posibles:
e § € a. Luego, 6 = oy, para algin k € [1,sz(@)]. Por h.i. se tiene {x \u 62\53 t =
&\E x\u}s){z \u}t. Finalmente, {x \ u o'Z\gs o= [fr] {z\u @*\53 to{z\ujs=
[Bk] @'\E x\ufs){z\ujt:{x\uls= d’\'g x\u}s){xz \u}o, por lo que se concluye.
e § ¢ a. Luego, {z\u 62\55 o=1[0]{z\u 62\58 t. Por h.i. se tiene {z \ u o'Z\Es t=
&\E x\u}s){x \u}t, porlo que se concluye {z \ u 0_2\35 0= 62\5 x\ujs){z\ujo.

mo=c[ly\d]cony & a,y¢ 3 y 7 ¢ s. Luego, se tienen dos casos posibles:
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e 0 € d. Luego, § = oy para algtin k € [1,sz(d)]. Méas atin, sea 7" un nombre fresco.
Por h.i. se tiene {z\u va\”ﬁs c= fya\'Yﬁ z\u}s){x\u}jc. Finalmente, se tiene
2\uHEV s)0 = (2 \ub (9@ 77 s)e) ' \B] = (76 77 {2 \w}s) [z \w}e) v \By] =
a\ﬁ x\u}s){x \u}o, por lo que se concluye.

0 ¢ a. Luego, {z\u d’\gs o= ({z\u 62\55 ¢)[v\d]. Por h.i. {z\u d’\gs c=
o’Z\E z\u}s){z \u}e, porlo que se concluye {z \ u d’\gs 0= 62\5 x\u}s){z\u}o.

= 0 =t-5s". Luego, se tiene {z \u 62\55 o={z\u &'\gst- x\u 0—2\53 s'. Por h.i. se
tiene {z\u}(a@\?s)t = (@\? [z \u}s){z \u}t, mientras que también [z \u}(d\’ s)s’ =
A\ {x\u}s){z\u}s', por lo que se concluye {x \ul(a@\’s)o=(a\? {z\u}s){z\ulo.
O

Lema C.0.5. Sean o € Oy, y s,s" stacks. Si se tienen secuencias de nombres & = o, E: B_iﬁ_é,
N =917 y 0 = 6102 tales que B1 =i, fo Ny =0, x & s' para todo x € &, y B8 son nombres frescos,
entonces (Y\° s')(@\? s)o= (ar \P2 (F\° s')s)(ar \P* (F\° s')s-s") (75 \°2 s")o.

Demostracion. Por induccién en o.

= 0 = z. Luego, el resultado es inmediato pues, por definicién, se tiene (v \‘5 s)(a\’sjo =z =
b \52 ,7\5 ') al \61 ,7\6 PP ’y_é \52 sVo.

» 0 = tu. Luego, \5 ! Oz\ﬂSO— \5 ! a\Bst 7\‘5 ! a\ﬁsu Por h.i. se tie-
ne (¥ \5 ia \B s)t= (a3 \ﬁ2 gl \0 s")s) (ay \0 gl \‘S s)s-s' ) (v \52 s')t, mientras que también
\5 a \5 s)u = (ak \52 \5 s')s)(ay \‘s1 \‘S s')s-s) (75 \’2 s')u, por lo que se concluye

\5 ! a\ﬁs 0= a2\52 \55 s a1\51 \55 5.8 *}72\535' 0.

=0 = Azt conz ¢ s 5. Luego, *7\55’ o?\fjs 0 = Ax. f?\gs’ &\55 t. Por h.i. se tiene
\‘s a \ﬁ s)t = (as \52 _'\‘S s')s)(ah \‘5l _'\‘5 s')s-s') (7 \’% s')t, por lo que se concluye
\‘S ! a\ﬁs o= (a3 \52 A\ s')s) (ay \51 \‘53 s-8") (75 \%2 s')o.

-0—u§ccon§§é"ﬂ76y§¢ss Luego, 7\5 ! &\E o:,uf.ﬁ'\gs’ &\58 c. Por h.i. se tie-
ne (¥ \‘S a \'8 s)e={(ay \52 \5 s')s)la \51 F\ s')s - 8") (7 \°2 s')c, por lo que se concluye
AN a\st o= (ay \ﬁ2 \‘S ay \51 AN s')s -8 (7 \02 s )o.
= 0 = [n]t. Se tienen cuatro casos posibles:
1. n € aj. Luego, n = ay, para algtin k € [1,sz(a})]. Mas atn, por hipotesis, S, = ;. Ademas,
por h.i. (Y\0 s')(@\Ps)t = (ay\P2 (Y\0 s')s)(ay \Or (7 s')s-s') (v \’2 s')t. Entonces,

se concluye aplicando la definiciéon de replacement simultaneo:

TV )@\ s)o = v\(i' @\ sl

Il
/oq
L~
-~ @
.,
QL
/m
»
~
\/

= [0 \ '7\5 s _'1\ \53’3 s’ 72\52‘515 \55’5 s’
= oa\? TN ') s)([0k] (6 N (7N 8)s - s) (2 s/)t s (TN 7)s o0 o)
= (a\* V\gs/sqm @\ TV s )s 8 (5 \2 s )t ((FV 8)s - ')
= (@ \2 TV )s) (i TV s o) (lou] (72 V2 5')1)
= (@ \2 (F\ &)s) (@ \* (T 8')s - o) (5 \®2 &) (Jar] ©)

BV 7 s TV S o



2. n € aa. Luego, n = oy para algtn k € [1,5z(d2)]. Ademas, por h.i.
\5 s)s-s

a5 \ﬁ2 \5 s')s

ai \

niciéon de replacement snnultaneo

"y’\gs’ d’\ﬁs o
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FN &)@\ s)t =

V3 \52 s’)t. Entonces, se concluye aplicando la defi-

AN s )@\ s) ot
N\ s ([8%] d'\:s tis)
[Be] (AN s') (@B s)t: (V0 s')s
(B (% (FV ' )s) (@i \T (5 ') /) (73 \2 /s (V0 8') s
@ \% (FV s')s) (o] (i (TN 8)s - 8) (7 \2 ') (7 V) o))
@ \2 (T o)) (@ (T ') o) (o] (72 \2 7))
@ \* 7V s')s) (@ (7 )5 ) (95 \ ) (o] )
072\52 ,7\5‘8/8 —'1\6; ’7\58/8'8/ ’y_é\é;slo
= 5 y 5 contiene nombre frescos por hi-

3. n € 4. Luego, necesariamente 1 € 73, pues i

pote51s Entonces, n =
042 \52

\6 Vs Oél \61

niciéon de replacement simultaneo:

7\58’ d’\gs 0

@ \P2
o \2
i \P2
iy \P2

\6 !
oy
’7\6 s
,?\6 s

4. n ¢ ay. Luego, por definicién se tiene ﬁ’\g ia \Es o= [n]
ay \51 7\5 s')s-s

tiene 7\5 ! a\ﬂst— 042\52 'y\‘s
concluye 7\5 ! a\ﬁs o= {(ah \52

Yk para algin k € [1 sz(’y”
\‘s s)s-s t.

2 \62

V' a\s [y] t
V’QW]QWSU
[%]7@' a\s
[64]) (s \2

t:
s

\5

S
S
S
S

\5 5’ s

)]. Por h.i. se tiene '7\58’ o’z’\ﬁs t =
Entonces, se concluye aplicando la defi-

’V\gs'&s’ 75\533’t::3’

\55’ s-8 'y_é\‘gs’t"
v@ass<m]w@st
T\ s')ss) (73 \%= ') ([w] 1)
7\68/ S-S/ ’)7&\628/ 0

s')
s')

'7\58’ o’z’\ﬁs t. Por h.i. se
73 \%2 s')t, por lo que se

a \‘sl \5 s')s-8') (7% \’% s')o.

=c[¢\n]. con £ ¢ c’u’ﬂ’y’d y £ ¢ s,5'. Se tienen cuatro casos posibles:

1. n € a3. Luego n = ap para algtn k € [1, sz(al)}. Mas atun, por hipétesis Br = k. Por

hi (€765 ) (6 \E P s)e = (@ \? (€7

donde ¢’ y

\& s

s')s §a1\5 "1 f'_’\g‘;s 5.5 ’V_ﬁ\fzs’c

£” son nombres frescos. Entonces, se concluye apelando al Lem. C.0.2 para eli-

minar nombres espurios del replacement simultaneo:
A LA
7\ 8 (€6 \E7 s)0)[e" \ Bi])

((E7\T s7) (€6 \EF s)c)[e” \ Byl

*7\55’ &\Es 0

_ (07\*32 5/—»\5 58/ s)Ean \5”61 5/—»\5 58/ s-5
\ﬁ2 7\‘55 s foq\5 81 _'\58 5.5

—

((as

072\2 \6/
@\}vf’
V% (7
B \E TV

(cl€ \ax])

S
S
S
S

(((€an
&
= \51

o \o

7o\ 8')c) (€7 \ Bil
%@SQWWM

$& 7V s')s s @@SﬂmeD

3V s o) (1 #)0) € \ o]

TV s ) 15\ ) (cl€ \aw)

AN s')s-8) (% \02 s )o
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2. 1 € ah. Luego, n = i para algin k € [1,sz(a})]. Ademas, por h.i. V\g s') (ag \55/ s)ec =

@& \P2E (N §)s) (o \O (70 s')s - ) (45 \P2 8 )¢ donde €' es un nombre fresco. Enton-

ces, se concluye apelando al Lem. C.0.1 para permutar consistentemente nombres en el
replacement simultaneo:

TV @ sjo = (FV )@\ s)(cl€ \ o)

= (FV (6@ 7 5)0)lE \ Be)

= (V) 045\55 s)e)[§" \ Br])

= ((FV &) (aE ¢ s C)[ﬁ'\ﬁk] ) )

= ((apg ¢ \5 o \‘51 TN 8)s - s') (75 \2 8") )€\ Bk
(5012\552 7\68' s) \51 ’Y\‘SS/ s s 7{\62 s')e)[€\ Brl
@ \2 (TN ) s) (L T (TN s')s ') (9 2 7)) €\ )
@ VB (7)) i 5 (7 s7)s ) (15 \3 o)) € \ )
@ V5 (7)) i (7 )5 o) 0\ )l \ aw)
an \P2 7\55’ s a1\51 AN s')s - 8") (7 \2 8')o

3. n € 4. Luego, necesariamente n € 73, pues 71 = B_i y 5 contiene nombre frescos por hipdte-
sis. Entonces, n = 7, para algin k € [1,sz(72)]. Por h.i. se tiene (¢ \55, s &\55 c =
o7 \52 ~¥é \55/ s')s)(ay \‘f1 ~vE \3’5/ s')s -8 ) (1a€ \5;5, s')c donde & es un nombre fresco.
Entonces, se concluye apelando al Lem. C.0.1 para permutar consistentemente nombres
en el replacement simultaneo, y al Lem. C.0.2 para eliminar nombres espurios para la ope-
racion:

AV @\ sjo = (FV )@\ s)(cle \ )

= (FV )@V s)e) e\ wl)
€7\ &) (@ s)c)[¢" \ 6]
(13 V€ s @\ s))lel \ o }
= ((aa \= (FENE ') s) (i \T (FENE s')s - 8') (36 \2€ s') )€ \ 6]
= 2\f*2 TV s )s) (a0 (7N s)s - s7) (7€ \=E 8" )e) €7\ 6]
2 (7V 5')s <<
2 (V') s
2 (73 s)s
2 (V') s
(7 s')s

El’*

. [
TFN s ) (E\2ESe) €\ b))
TV 85 s (62 ') o) e \ 3w])

Il
S5 & o,

I

=S

=g

—= =

v\f s')s -5 (167 6% 8)) €\ 6w])
TV s')s ') (7 \2 87) (clé \ )

?\631 s-s %\5231 0

ol

LRLR R

H
<,
S

3
S

il

S

4. n ¢ a4. Luego, por definicion se tiene ’7\5 ! 0_2\55 o= ( _,\g ! d’\gs c)[§ \n]. Por
h.i. se tiene (7\° s’ a\ﬂs c = 0[2\62 '7\53’5 a1\51 7\55’8 s 72\528 ¢, por lo
que se concluye (¥ \‘S ia \ﬁ s)o = (a3 \52 \‘S s')s)(ai \51 \‘S s')s s ) (s \52 s')o.

0 = \6 ' 04\[38 t- '_y'\gs’ 0'2\55 s". Por h.i. se tie-

=1
[e)
5}
-
C,J\
Q1
>
V2]
~
|
Su
L_—
oo

s')s \51 \‘5 s')s-s') (7 \’2 s')t, mientras que también

¥
AN )@\ s)s" = (ay \P2 (Y\0 8')s 07'1 517\ §)s - s") (45 \02 s')s”, por lo que se concluye
AN V@ s)o = (an \P2 (N s")s) (ay \Or (F\° s")s-8") (75 \°2 s')o.

O
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Lema C.0.6. Sean o € Oy,, y s stacks. Si se tienen secuencias de nombres &, 5, ¥y 5 tales que

BNny=0yx ¢ s para todo x € 4, entonces ’7\55 0_2\58 o= 70_2\558 0.
Demostracion. Por induccién en o.
= 0 = x. Luego, el resultado es inmediato pues (¥ \gs aVsjo=ux=(7ya \55 s)o.

o = tu. Luego, se tiene "y’\gs 62\55 0 = "y’\g a\Bst 7\5 &'\Esu Por h.i. se tie-

nen 7\55 o'z’\gst: Vo_é\ggsty 7\5 a\BSU— \‘wsu por lo que se concluye
A\ s)(a@\e s)o = (7a \?" s)t ""\558 u= \6680
" 0= Aztconz¢s. Luego se tiene 7\‘5 d’\gs o= Ax. "y'\g a\ﬁst Por h.i. se tiene
7\‘5 a\ﬁst = \‘mst por lo que se concluye (7\ s a\ﬂso = Az. va\wst—
\565 0.

] ofpgccon§¢a676y ¢ s. Luego, "y'\gs 62\55 0= k. ’y’\g a\ﬁs c. Por h.i. se tiene
’y\‘s 04\55 c = (7a\’? s)c, por lo que se concluye (7\° s a\Bs o = uk. fya\‘ms c =
7@ \2? s)o.

= 0 = [n]t. Se tienen tres casos posibles:

1. n € d&. Luego, n = oy para algin k € [1,sz(d@)]. Por h.i. se tiene 'y\‘s o’z’\gs t =
7@ \?? s)t. Mas atin, por hipotesis, By ¢ ¥y x ¢ s para todo x € 7. Entonces, se concluye
apelando al Cor. C.0.3:

"y’\gs 62\530 = "y’\gs o?\fés[ak]t

= ﬁ'\gs [Bk] o_z'\ﬁst::s

= BTV )@V st (7 s)s
ﬁ'\gs d’\ﬁst::s
= [Bk] ’707\555 ts

|
=
.,

2. n € 4. Luego, n = v para algin k € [1,5z(¥)]. Por h.i. se tiene 'y\‘S d’\ﬁs t =
7@ \?? s)t. Se concluye aplicando la definicién de replacement simultaneo:

7\ s)(a\? s)o *?\qs avs [:Yk]t
= (7 s) [ o"z'\? s)t
= [0](F\ s)(@\ls)t s
= [6x] (FA NP s)t :: s
= (Fa\P s)[w]t

Fa\’8 s)o

3. n ¢ ay. Luego, por definicion '_y’\gs 0_2\35 o = [n] "y'\gs @'\Es t. Por h.i. se tiene
A\ s)la\? s)t = (7a \°% s)t, por lo que se concluye (7 \’ s)(a\? s)o = [n] (7a \*? s)t =
ya \°? s)o.

= 0=c[¢\n]. con ¢ ¢ aBY8 y € ¢ s. Se tienen tres casos posibles:
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1. n € &. Luego, n = «i, para algin k € [1,sz(@)]. Por h.i. se tiene ’?\gs a \5/55 c =

76a@ \’¢'P s)¢ donde ¢ es un nombre fresco. Més atn, por hipotesis, 8 ¢ 7. Se concluye

apelando al Lem. C.0.1 para permutar consistentemente nombres en el replacement simul-
taneo:

FVs)a@\sjo = (FV s)(@\ s)(clé \ )
= (FVs)(((6a 7 5)0)[¢"\ Br])
= ((FV ) (£a\7 5)c)[€\ Bi]
= ((F€a V<P s5)c) €\ Byl
= ((67a\P 5)c)[€\ B

07 5) (cle \ o))

2. n € 4. Luego, n = 7y, para algin k € [1,sz(¥)]. Por h.i. se tiene (¥ \5155 d’\gs c =
&ya \5/56 s)c donde £ es un nombre fresco. Se concluye aplicando la definicién de replace-
ment simultaneo:

a7 s) (el \ )
(18 s)0)le \ )
)@V s)0)e \ &)
BTN

) (el \ )

3. n ¢ a&4. Luego, por definicion se tiene "y’\gs 62\55 o= ( ’y’\gs o’z’\gs c)[€\ n]. Por
h.i. se tiene (Y\0 s)(@\s)c = (3@ \%% s)¢c, por lo que se concluye (7\°s)(a@\’s)o =
(7A@ P s)c) ¢ \n] = (7@ P s)o.

= 0 = t-5'. Luego, se tiene ﬂ?\gs 07\53 0= ,7\55 t- f?\gs &\55 s'. Por h.i. se
tienen (¥\0 s)(@\? s)t = (A \P s)t y (7\ s)(a\? s)s’ = (7@ \%7 s)s’, por lo que se concluye
FN s)la@\? sho = (Fa\P s)t - (Ja \0P s)s' = (Fa \*P s

Confluencia del A\up-calculo

La confluencia de Aup de prueba mediante el método de Tait—Martin-Lof [Tak95|, para lo cual se
introduce una nocién de reduccién en paralelo sobre objetos del Aup-calculo.
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La relacion de reduccion paralela = ., para objetos de Aup se define inductivamente como:

——— (R-VAR) S S W (R-APP) L“ptl (R-ABS)
T Sxaup T tu =t ATt = aup Azt
c 3)44,0 d t 3)\/”) t
——— (R-CONT) ————— (R-NAME)
HO.C = xup pax-C [t S [a]t
S ¢ taup T s 8
- (R-REN) —— (R-PUSH)
cla\ B8] =aup ' la\f] t-s=aupt s
t 3App t/ u 3)\”/) Ul & 3>\up C/ S 3)\/”) 5/
(R-BETA) ; (R-MU)
Azt)u =y (2 \t'}s (pae) 8 Sapup pa’ (a\* &)

Notar que la relaciéon de reduccion paralela resulta reflexiva.

A continuacién se presentan los lemas de sustitucion y replacement simultaneo para la relacion de
reduccion paralela = y,,,.

Lema C.0.7 (Sustitucion). Sean 0,0’ € Oy, y u,u' € Tay, tal que 0 S5, 0 y u =5, v'. Luego,
z\ujo S (x\u' 0.

Demostracion. Por induccion en o =5, 0.
= (rR-vAR). Luego, o = y = ¢’. Se tienen dos casos posible:

1. y =x. Luego, {z \ujo=u=y,, v = [z \u'}0' por hipotesis.
2. y # x. Luego, {z\ujo=y =5, y = {z\u'}0' por (R-VAR).

= (R-aAPP). Luego, o =tvy o =t'v cont )., t' y v S5, V. Por h.i. se tienen {x \u}t =5,,
z\uw ity {z\ujv =5, {z\u' v Se concluye entonces por (R-APP), {z \ujo =y, {z\u'}0.

» (rR-aBs). Luego, 0 = Ayt y o/ = Ayt' cony # z, y ¢ fv(u) y t =,y t'. Por h.i. se tiene
z\ujt Sxup {2\ }t'. Més atn, y ¢ fv(u) implica y ¢ fv(u'). Se concluye entonces por (R-ABS),
z\uto Sz (x\u'}0.

= (R-conT). Luego, 0 = pa.cy o = pa.d con a ¢ fn(u) y ¢ =xyp ¢ Por h.i. se tiene {x \ujc =,
z\u'}¢’. Méas atin, ¢ fv(u) implica o ¢ fv(u'). Se concluye entonces por (R-CONT), {z \u}o =,
x\u'}o.

= (R-NAME). Luego, o = [a]t y o' = [a]|t' con t =y, t'. Por h.i. se tiene {xz \u|t =\, {z \u' |t
Se concluye entonces por (R-NAME), {Z \u}o =y, {z \u' 0.

= (R-REN). Luego, 0 = cla\ Bl y o/ = dfa\B] con a ¢ fn(u) y ¢ =z, . Por h.i. se tiene
z\ufe Sxup {z\0'}d. Mas atn, o ¢ fv(u) implica a ¢ fv(u'). Se concluye entonces por
(R-REN), {z \ujo =y, (z\u'}0.

» (r-pusH). Luego, o =t-sy o =t's' cont =,,,t' y s =xup §'. Por h.i. se tienen {z \u}t =5,,
z\u' [ty {x \u}s Sz, {2\ }s". Se concluye entonces por (rR-push), [z \ujo =, (2 \u'}0'.

= (R-BETA). Luego, 0o = (Ayt)vy o = {y\v'jt' cony # x, y & fv(u), t Sxup ' y v S V.
Por h.i. se tienen {x \uit S5, {2\ '}ty {z\ujv 54, {z\ '}V, Se concluye entonces por
(R-BETA), {z \ujo = (Ay.{z \v t) {z \ v v =), ly\ o\ v} {z\u 1t =z \u}{y\v}t =

x\u'}o.
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= (r-MU). Luego, 0 = (pac) = sy o = pa’.(a\* §')c con a ¢ fn(u), o fresco, ¢ S,y €y
s Sapup ' Por h.i. se tienen {z\ujc =y, {2\ y {z\uls =5, {2\ 5. Se concluye
entonces por (R-MU), {z\u}o = (pa.{z\u}e) == {x\uls Sz, pa’(a\* (2 \u'}s') {z\u'}c =
e \u o (a\Y §')e = {z\u'}o.

O

Lema C.0.8 (Replacement simutaneo). Sean 0,0" € Oyx,, y s,5" stacks tal que 0 S 5,, 0 y s Sxpp 5.
Luego, (G \P s)o =y, (A5

Demostracion. Por induccion en o =y, 0.

s (rR-vAR). Luego, o = z = 0o'. Se concluye entonces por (R-VAR), 0'2\'8 5)0 = T Sy T =
a\ls')o.

» (r-aPP). Luego, o=tuy o =t'v cont =y,,t' y u =xu, v. Por h.i. se tienen (& \5 )t Saup
a\l sty @V s)u =y, (@\Ps')u'. Se concluye entonces por (r-app), (a@\?s)o =\,
&\E s)o'.

= (R-aBS). Luego, o = Az.t y o' = Ax.t’ con x ¢ fv(s) y t =5, t'. Por h.i. se tiene (& \Es t=aup
a\P s')t'. Més atin, = ¢ fv(s) implica z ¢ fv(s’). Se concluye entonces por (r-aBs), (@ \’ s)0 =,
o‘Z\ﬁ s)o'.

= (R-CONT). Luego, 0 = piy.cy o' = puy.c cony ¢ fn(s) y ¢ 2., ¢'. Por h.i. se tiene (& \gs =g
a\ls')c'. Mas atin, a ¢ fv(s) implica a ¢ fv(s’). Se concluye entonces por (rR-conT), (& \ 5)0 S apup

d’\ﬁs' o.

» (R-NAME). Luego, o = [0]t y o' = [0]t' con t =y, t'. Por h.i. se tiene (& \f8 S)t 2 apup (A \ﬁ st
Se concluye entonces por (R-NAME), (& \ﬁ 5)0 S (O \ﬁ

= (R-REN). Luego, o = c[v \(5] y o = d[y\6 cony & fn(s) y ¢ =xup ¢. Por h.i. se tiene
oz\ﬁ $)C S aup oz\ﬁ . Mas afm, v ¢ fv(s) implica v ¢ fv(s’). Se concluye entonces por
(R-REN), (& \5 5)0 S (& \ﬁ

= (r-PUSH). Luego, 0o =t-sgy o =1t 30 cont S, t'y S0 =aup 0. Por h.i. se tienen (a \gs t = aup
0_2\5 sty 62\58 50 S aup \ﬁ s')sp. Se concluye entonces por (R-PUSH), a\ﬁ $)0 S aup
o‘Z\E s
= (rR-BETA). Luego, o = ()\xt)uy o' z\u t' con x ¢ fv( )t 2apup t' Y U=y v Por h.i. se
tienen (& \5 S)t S apup (A \B sty (a \ﬁ S)u S (A \'8 s")u'. Se concluye por (R-BETA) apelan-
do al Lem. C.04 (1), 04\58 o= (A\z. 04\58 t) a\Bs U Saup 1T\ oz\ﬁ o’ oz\Bs' t =
0_2\55’ z\u'jt' = a\Bs’ o.
= (r-MU). Luego, o = (uvy.c) S0y o = ud. (v \f sp)c’ con v % fn(s), o’ fresco, = xup 'y s0o Sxup
sh. Por h.i. se tienen (@\ s)c =,,, (@\s')c Y a\’s)so = \ip, a\s sg.ﬁSe concluye
entonces por (r-mu) apelando al Lem. C.0.5, (@\’s)o = (uy.(@\’ s)c) = (@\P s)s0 = rup
pd. (v \° d’\ﬁs' 4 d’\ﬁs' d = 52\58’ pd.(y\ s')e = 62\55’ o.

O
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Un dltimo resultado auxilar muestra que la reducciéon paralela a patir de un término de la forma
(pav.c) i: s puede implicar que la p-abstraccion consuma todos, algunos o ningtan argumento en s.

Lema C.0.9. Seant € Txup, ¢ € Capp y s un stack tal que (poa.c) :: s =5, t. Luego,
1. t=(po.d) s conc=r ¢ ys=au ;0
2.t = pa. a\o‘l s concSaup d ysau 8o

/ DN A e o _ / 1o
3.t = (pa' (a\™ sp)c) s cons=50-51, cDrup ¢ YSDaup 505

Demostracion. Por induccién en (pa.c) i@ s =5, t. Notar que solo hay dos reglas aplicables dada la
forma del redex.

» (R-APP). Luego, (pa.c) it s =toup con to S xup th ¥ Uo = apup Up- Se tienen dos casos posibles.

1. s = ug. Luego, tg = pa.c y, por lo tanto, t; = pa.c’ con ¢ =y,, ¢. Luego, se satisface el
item 1.

— — .. .. / : :
2. s = s9 - ug. Luego, to = (pa.c) :: 52y, por lo tanto, (pa.c) :: so =, to. Por h.i. se tienen
tres casos:
1 Luego, ty = (pocp) 2 sh con ¢ = xu, €)Y S2 =apup Sh. Se satisface el item 1 tomando
d=cyys =sh-up.
’ . ’.
2 Luego, t( = po/.chla\* sy con ¢ =y, ¢ ¥ 52 S aup Sh- Se satisface el item 3 tomando
/ / !/ / !/ /
S0 = 82, §1 = Up, € = Cp, Sp = S2 ¥ §1 = Up-
/ ’ "ol o _ / / /
3 Luego, t) = (pua'.cha\* s5]) = sy con so = S3 -84, € Saup € Y S2 Saup S3 - 84 Se
satisface el item 3 tomando sg = s3, §1 = s4 - ug, ¢’ = ¢{), s; = 85y 8§ = sy - uy.

= (r-MU). Luego, (pa.c) i 8 =, p.cJa\* '] con ¢ S, ¢ v s =, § satisfaciendo por lo
tanto el item 2.

O

La confluencia de la relacién de reducciéon paralela de prueba mostrando que = 5, satisface la pro-
piedad del diamante [Nip90, BKvO03]. Para ello se apela a los resultados anteriormente demostrados.

Lema C.0.10. La relacion de reduccion paralela = ., satisface la propiedad del diamante y, por lo
tanto, es confluente (CR).

Demostracion. Sean o =, 00 ¥ 0 =aup 01, S€ prueba que existe o tal que o9 =, 0’y 01 2, 0.
La prueba es por induccién en o.

= 0 = x. Luego, se tiene necesariamente oy = =z = 07 y el resultado es inmediato por (R-VAR),
tomando o = x.

» 0 = tu. Luego, se tienen siete posibles combinaciones de reglas para 0og =x,p, 0’ y 01 S 0.

1. (r-BETA)/(R-APP). Luego, por (R-BETA) se tiene t = Az.v, por lo que 0 = (Az.w)u y op =
x \upvp con v Saup V0 Y U =app Uo. Ademads, por (r-APP) se tienen o1 = ¢;u; con
tSaup 1Y U S xup 1. Mas atin, t =, t1 implica £y = Az.v1 con v = 5,, V1 Por (R-ABS).
Por h.i. existen v" y ' tales que vg =, V', U1 Saup V', Uo Sapp U Y UL Sapp v Se
concluye entonces tomando o’ = {z \ v’ }v" con 0g =, 0’ por Lem. C.0.7y 01 =,, o' por
(R-BETA).

2. (r-aprpP)/(Rr-BETA). Este caso es anédlogo al anterior.
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3. (r-BETA)/(R-BETA). Luego, se tiene ¢ = Az.v, por lo que 0 = (Az.v)u, op = {x \ugjvg y
01 = {2 \u1}v1 COn v = xpp, Vo, U S rpp Uos U = app V1Y U =xpp 1. Por hui. existen v’ y o/
tales que vg S xpup V', V1 Sapup V', Uo Sapp ¥ Y U1 =app ¢ Se concluye entonces tomando

/ / / / /

o = {z\u'}v' con oy = aup 0 Y 01 app 0 por Lem. C.0.7.

4. (r-mvu)/(r-aprp). Luego, se tienen dos casos posibles.

a) t = pa.c con o = (pa.c)u. Luego, 0og = pap.(a\* ug)cy y 01 = tiug con ¢ =y, o,
U apup U0, Tt aup t1 Y U S app ur. Mas atin, t =, t1 implica ¢ = pa.cy con ¢ =y,

- : / / / / / /
c1. Por h.i. existen ¢ y v’ tales que cg SAup Cs C1 SAup C5 Up Sxpup U Y u} Sapp U -
Se concluye entonces apelando a la a-conversion, tomando o' = po’.(a\* u')c’ con
00 = pp 0’ por Lem. C.0.8 y 01 =y, 0 por (r-MU).

b) t = (pac) = s con o = (pa.c) i: (s-u). Luego, og = pag.(a \* sg)cg y 01 = t1 uj con
C = aup C0> S U Zaup 505 T Zaup t1 Y U Sxpup u1. Por Lem. C.0.9 con t =y, t1 se
tienen tres posibles casos para ti.

1) t1 = (pag.c) it spconc =y, €1y S EM/{ s1. Més atin, s S5, 51 Y U Sapp U1
implican s - u =5,, s1 - u1. Luego, por h.i. existen ¢ y s’ tales que ¢o =i, ¢,
1 Sapp €5 S0 Sapp s 81 - U1 Sapup ' Se concluye entonces apelando a la a-

1 ; / TN ’

conversion, tomando o' = pa’.(a\* s’)c’ con 09 =z, o' por Lem. C.0.8 y 01 =,
o' por (R-MU).

2) t1 = poq.(a\* sy)cp con ¢ Sau, €1 Y S Sapp S1- Mas atin, s - u =5,, So implica
S0 = S(-Up CON S = x,p SO Y U = apup Uo. Por h.i. existen ¢, s’ y ' tales que co =,
/ / ! li ! :
cye1 Daup €80 Dapp 8 51 Dapp 8 U0 Daup WY U1 app v Luego, en particu-
lar, so =y 8" por (r-push). Apelando a la a-conversion, por Lem. C.0.8 se tiene

!’ 7
00 Sapp po (a\* s -u')d y, por (R-MU), 01 Sapup po (a1 \* o) (a\* s')c. Se
’ !

concluye por Lem. C.0.5, con o' = po/.(a\* s - ') = pa’ (a1 \* u') (a\** ).

3) t1 = (pag.(a\* sy)c1) 8] con s = Sz -8y, € Daup C1 Y S app 51 - 57. Mas atn,
S Saup S1°81 Y U = aup w1 implican s - w =y, s1 - 8] - u1 por (R-pUsH). Luego, por
h.i. existen ¢ y s’ tales que co = apup €, €1 Sapp €5 S0 aup 'Y 181U Sapp 8

: : !/ / / /
lo que implica s" = s3 - s5 - ug con s1 =xup 53, 8] - UL DAy S5 - U3 por (R-PUSH).
Apelando a la a-conversion, por Lem. C.0.8 se tiene o =z, pa’.(a\* s')c’ y, por
!

(R-MU), 01 Sapp pa (a1 \* s5-uz)(a\* s3)c. Se concluye por Lem. C.0.5, con

/

’ ’
o' = pa (a\* ') = pa’ (a1 \* sh-usz)(a\* s3)c.

5. (r-appP)/(r-MU). Este caso es anélogo al anterior.
6. (r-mv)/(r-MU). Luego, se tienen dos casos posibles.
a) t = pa.ccono = (pa.c) u. Luego, se tienen og = pavg. (@ \*® up)co vy 01 = pay. (o \** uy)cy
- s / I
CON C = xpup Cos U Zapp U0s € Zaup C1 Y U Zapp 1. Por h.i. existen ¢’ y v’ tales que
Co Sapp €5 €1 Dapp ¢, ug Sapp Uy ur =iy, . Se concluye entonces apelando
.. /
a la a-conversion, tomando o' = po/.(a\* w')c con oy Sy, 0y 01 iy, 0 por
Lem. C.0.8.
b) t = (pa.c) i+ s con o = (pa.c) = (s-u). Luego, se tienen oy = pag.(a\* sp)co y
01 = posy. 04\0‘1 81)C1 €CON € S xpp €0y S U S aup S05 C Dapp C1 Y S U Sapup S1- Por
. : / / / / ! /
h.i. existen ¢ y s’ tales que co = aup ¢ €1 aup €550 Zaup S y/sl = up 8- Se concluye
entonces apelando a la a-conversion, tomando o' = po/.(a\* ')’ con 0og S, 0y
01 =pp 0" por Lem. C.0.8.
7. (r-aPP)/(rR-APP). Luego, se tienen og = toug y 01 = tiu; con t =Sy, to, t S ti,
- : / / / / /
U app Uo Y U S app U1. Por h.i. existen t' y u' tales que to S aup t', t1 S aup t, U0 S Apup U
Y U1 =apup U. Se concluye entonces tomando o' = t'u’ con 09 S, 0’y 01 Sau, 0 por
(R-APP).
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= 0 = Az.t. Luego, por (R-aBs) se tienen o9 = Ax.tg y o1 = Ax.ty cont Sxup to ¥ T Saup t1-
Por h.i. existe t' tal que tg =xup t' y t1 =apup t'. Se concluye entonces tomando o' = Az.t’ con
00 Sapp 0’y 01 S xpp 0 por (R-ABS).

= 0 = pa.c. Luego, por (R-CONT) se tienen oy = pa.cyp y 01 = pv.cy con ¢ Sapup COY C S aup C1-
Por h.i. existe ¢’ tal que cog =xpup ¢ ¥ €1 app €. Se concluye entonces tomando ¢’ = po.c’ con
/ /
00 Zapup ' Y 01 S apup 0 por (R-CONT).

» 0 = [a]t. Luego, por (R-NAME) se tienen op = [a]tg y 01 = [a]t1 con t S, to ¥ T Saup t1.
Por h.i. existe t' tal que to =xup 'y t1 =app t'. Se concluye entonces tomando o' = [a]t’ con
00 Sapp 0’y 01 S pp 0 POr (R-NAME).

= 0 = c[a\f]. Luego, por (R-REN) se tienen oy = cola\B| y 01 = c1]a\f] con ¢ Sy, coy ¢ Sapp €1
Por h.i. existe ¢’ tal que co Sxup 'y €1 Sy, €. Se concluye entonces tomando ¢ = ¢'[a \ f]
con 09 Saup 0’y 01 =apup 0 por (R-REN).

= 0 = t-s. Luego, por (R-APP) se tienen og = tg-Sg y 01 = t1 - 51 con t S, to, t aup t1,
S Saup S0 Y S Sapp S1. Por hui. existen t' y s tales que tg Saup ', t1 Sapp t's S0 Saup Y
51 =apup 8. Se concluye entonces tomando o' =t - s’ con 09 S, 0’y 01 Sy 0 por (R-PUSH).

O

Por ultimo, para deducir la confluencia de Aup mediante el método de Tait—Martin-Lof, basta que
ver = ., extiende a —, up Y al mismo tiempo esté incluida en su clausura reflexiva—transitiva — .

Lema C.0.11. _>>‘P'P g 3)4“7 g P Apup-

Demostracidn. Parala primera inclusion (=, , € =xup) 0 =5 0. Por definicién o = 0(l) y o’ = 0(r)
con l —, 7, * € {B,pu°}. Se procede por induccion en 0 para mostrar que 0 =, 0.

= 0 = [J. Luego, se tienen dos casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. . Luego, 0o = (Az.t)u y o’ = [z \ujt. Por reflexividad de =,,, se tienen t =y,, t y
U = xup u. Luego, por (R-BETA), (Az.t)u =5, (2 \ult.

2. 1. Luego, o = (uov.c) = sy o' = pe!.(a\* s)c. Por reflexividad de = \pup S€ tienen ¢ =y, ¢
Y § Sapup S- Luego, por (R-MU), (pa.c) it s Sz, pa’. (o \* s)e.

= 0 = [@. Este caso no aplica dado que no hay reglas de reescritura sobre comandos.

= 0 =Tu. Luego, 0o =tuy o =t ucont = \up t'. Por h.i. se tiene t =),, t'. Méas atn, por
reflexividad de = »,, se tiene u =, u. Se concluye por (R-APP), t U =z, t’ u.

= 0 = Tu. Luego, o = tuy o = tu' con u = ip u'. Por h.i. se tiene u =,,, u'. Més atn, por
reflexividad de =, se tiene ¢t =,, t. Se concluye por (R-APP), tu = 5,y tu'.

= 0= )\z.T. Luego, o = Az.t y o’ = Az.t/ con t —\up t'. Por h.i. se tiene t =, t'. Se concluye por
(R-ABS), Ax.t =5y, Ax.t'.

» 0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy o = pa.c’ con ¢ —, ,, . Por h.i. se tiene ¢ =, ¢’. Se concluye
por (R-CONT), [au.Cc = xpp fov.c.

= 0=[a]T. Luego, o= [a]t y o' = [a]t' cont —, , t'. Por h.i. se tiene t =, t'. Se concluye por
(R-NAME), [t =5, (o]t
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0 = Cla \ B. Luego, o = cla\B] y o’ = [a\B] con ¢ =, . Por h.i. se tiene ¢ =, . Se
concluye por (R-REN), cla\ ] 2., [\ [].

0=T-s Luego,0o=t-syo =t-scont—,, 1. Porhi setienet =)y, t. Mas atin, por
reflexividad de =, se tiene s = ),, s. Se concluye por (R-APP), t -5 =5, t - s.

0=t-8S. Luego,o=t-syo =t-s" cons—,,, s Porhi. setiene s =,,, s'. Mas atin, por
reflexividad de =, se tiene t = ,,, t. Se concluye por (R-aAPP), t -5 =), t- 5.

Para la segunda inclusion (2x,, € —aup) considerar o =,, o'. Se procede por inducciéon en
0 =xpp O para mostrar que 0 —»y,, 0'.

(r-vAR). Luego, o = ¢ = 0’ y se concluye por reflexividad de —» .

(r-aPP). Luego, 0o = tuy o’ =t'v cont =xu, t' y u =y, v/. Por h.i. se tienen t —y,, t'y
U —xpup . Luego, tu —y,, t'u =z, t' 0. Se concluye por transitividad de —» .

(r-aBs). Luego, 0 = Azt y o/ = Az.t’ con t =y, t'. Por h.i. se tiene t —y,, t'. Se concluye
entonces A\x.t =y, Ax.t'.

(r-conT). Luego, 0 = po.cy o' = po.c’ con ¢ =,, ¢’. Por h.i. se tiene ¢ —y,, . Se concluye
entonces f1ov.c —»xup pov.c .

(r-NAME). Luego, 0 = [a]t y o' = [a]t’ con t =,,, t'. Por h.i. se tiene ¢t —y,, t'. Se concluye
entonces [a] t —x,, [0 .

(r-REN). Luego, o = c[a\f] y o/ = /[a\f] con ¢ =1, ¢. Por h.i. se tiene ¢ —y,, ¢’. Se concluye
entonces cla \ ] =, ¢\ B].

(r-push). Luego, o =t-sy o =t -5 cont Sx,,t' y s Sxup §. Por h.i. se tienen t —y,, t' y
s —xup 8. Luego, t-s =y, t' -5 =i t' - s’ Se concluye por transitividad de — .

(r-BETA). Luego, 0 = (Az.t)uy o = {x\u' |t/ cont )., t' y u =x,, v'. Por h.i. se tienen
t o Uy u e u' Luego, (Azt)u —nu, Azt )u —nu Azt ) — {2 \u'}t". Se
concluye por transitividad de —»y,,,.

’ . .
(r-MU). Luego, 0 = (pa.c) i sy o' = pa/ . (a\* s")c conc=y,, 'y s =xup s’ Por h.i. se tienen
¢ —xup €y 8 »aup s Luego, por transitividad de —y,, se tiene (pua.c) 1 s =y, (po.c’) =
/ e e e
8" =y B La\* 8") . Se concluye por transitividad de — .

La confluencia de —, ,, es consecuencia inmediata del Lem. C.0.10 y el Lem. C.0.11.

Teorema C.0.12. La relacion de reduccion —, ,, es confluente (CR).

Demostracion. Dado que las clausuras son, por definiciéon, funciones monoétonas e idempotentes, del

Lem.

C.0.11 se sigue Ef\up = —»xup- Luego, se satisface el siguiente diagrama de confluencia:
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La confluencia del AM-calculo se prueba mediante el método de interpretacion de Hardin [CHL96],
proyectando los objetos de AM en objetos del Aup-calculo.

Definiciéon C.0.13. La proyecciéon _i de objetos del AM -cdlculo en objetos del Aup-cdlculo se define

como

T
ti uJ’
Ao.tt

,uoz.cl

z\ut )t

(> 1> > > >

> > > >

o] ¢*

a\* st)et

c'la\g]

-8

Lema C.0.14. Sean o € Opps y u € Tans. Luego, ({z\u}o)* = {z\u'}o".

Demostracion. Por inducciéon en o.

= 0 = z. Luego, se tiene (
_ : v 1, — {
= 0=y # x. Luego, se tiene ({z\u}o) =y ={z\u"}y={z\u

z\ulo) = ({z\u}t) (= \ujv)"

z\u')tty (o \uv)* = {2\ u'}v*. Finalmente, se tiene ({2 \ u}o)* = (

= 0 = tv. Luego, se tiene (

T \u¢ i \ui b= (2 \ui oi, por lo que se concluye.

= 0= M\y.t con y ¢ u. Luego, se tiene (
z\u*}t*. Se concluye entonces, ({z \ u}o)

= 0= pa.c con a ¢ u. Luego, se tiene (

z\ulo) =ut

z\u'}c*. Se concluye entonces, ({z \u}o)* = pa.(

= 0 =t[y \v] con y ¢ u. Luego, por definicion se tiene (

y\(lz\ujo)'}(fe\u

Finalmente, se tiene (

= 0 = [a]t. Luego, se tiene ({x
Se concluye entonces dado que ({z \u}o)” =

t)*. Por h.i. se tienen (

\ujo)t =

e\utle = {z\u' o,

z\ulo)t

Por h.i. se tienen (

por lo que se concluye.

oi, por lo que se concluye.

z\ult) =
a2 \ujt)t ([ \ujv)t =

z\ulo) = Ay.({z \u}t)*. Por h.i. se tiene ({2 \ujt)* =
= Ay.({z\u}t)" = Ay (o \u jtr = (2 \ur)o".

z\u}o)" = po.({z \u}c)*. Por h.i. se tiene ({z \u}c)" =
z\ule)t = pa z\ulet = {z\u o

= (e \uit)ly \ {w \ujo])" =

g\ult) = {z\u')tty ((z\ulv)* = {2\ u* o
z\ujo) = {y\({z \u}v)’
a\utHy \ vt = (2 \u' ) (t [y \v']) = {2 \u}o", por lo que se concluye.

o] ({ \u}t)*
= o] ({z \u}t)"

(2 \ujt)*

. Por h.i. se tiene (

= 0=c[a\*s] con o ¢ u. Luego, por definicion se tiene ({z \u 0)

o\ ({z\ujs)") ({2

atn, por Lem. C.0.4 (2) con o ¢ wu, se tiene ({z\u}o)

bigh

o \a/

nc\ui

= cla

x\u

o\ st

Wo= {z\ut

({z
(lz

x\u

ujc)

Vet = (o\ub

. Se concluye entonces dado que ({z\ulo)* = ({z

\uje
W&Mw=mw&

\B} con « ¢ u Luego, se tiene ({x\u}o)

Y Por hi. ({z\uje) = {z\u'lct y (o

et Finalmente, se concluye pues (
‘L ¢ o VY bt
¢ ={x\u}(cf[a\* s]) ={z\u"}o".

F=

= (y\{z\u' o'}z \ut )t =

a\ut it

z\ult) =

=[] {z\u"}t" = (2 \u'}o".

= (e \u}o)la\&' {z\u}s])" =

\u}s)' = {z\u'}s". Mas
o\ ({z\uls)") ([ \ule) =
z\ulo) =

z\ule)t [a \ B]. Por h.i. se tiene

\uje)la\ B] =
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= 0 =t-s. Luego, se tiene ({z\u}o)" = ({z\u}t)* - (z\u}s)". Por h.i. se tienen ({z\u}t)* =
z\u' )ty ([ \u}s)* = {z\u')s". Se concluye entonces dado que ({z\u}o)" = ({z\u}t)" -
(lz\u}s) = {z\u' 1t {2 \u')st = {2\ u}o.

O
Lema C.0.15. Sean 0,0’ € Oy, y u,u' € Tyy, tal que 0= \up o yu xup u’. Luego,
1. {z\ujo =, {z\ulo'.
2. {z\ujo —»xup 1z \t'}o.

Demostracion. 1. Por definicién o —, o' implica 0 = 0(l) y o' = 0(r) con l =, r, x € {3, "} Se

procede por induccién en 0.

= 0 =[J. Luego, se tienen dos casos posibles segtun la regla de reescritura aplicada al reducir.

a) B. Luego, o = (Ay.t)vy o = {y\v}t. Por a-conversion se asume y ¢ u. Enton-

ces, {z\ujo = (Ay.{z\ujt) {z\ujv =, {y\{z\ujoi{z\ujt = {z\uj{y\vit =
x \u}o, por lo que se concluye.

b) po. Luego, 0 = (pac) = sy o = pe’.(a\* s)c con o/ un nombre fresco. Por a-
conversién se asume « ¢ u. Entonces, {z\ujo = (pa.{z\ujc) = {z\uis —,,,
pe! (a\ {z\u}s){z\u}e. Méas aan, por Lem. C.0.4 (2), (a\* {z\u}s){z\u}c =

x\ulla\* s c. Finalmente, se tiene {2 \ujo —,,, pa/.(a\* {z\u}s){z\ujc =
ped {x\ul{a\* s)c={x\u}o, por lo que se concluye.
= 0 = [@. Este caso no aplica dado que no hay reglas de reescritura sobre comandos.

= 0=Tv. Luego, o =tvy o =t'vcont—, . Porhi setiene {x\ujt =,  {z\ujt"

Se concluye dado que {z\ujo= {z\ujt{z\ujv—, A{z\ut' {z\ujv= {2z \u}d"

» 0=1T. Luego, 0 =tvy o =tv' conv —, v Por h.i. setiene {x\ujv —,  {z\up'
— A /
Se concluye dado que {z\ujo = {z\ujt{z\ujv —, Az\ujt{z\ujv' = {z\u}d.

» 0 = Ay.T. Luego, 0o = Ayt y o' = A\y.t' con t —, ,, t'. Por a-conversion se asume y ¢ u.
Por h.i. se tiene {z \ujt =, ,, {2 \u}t'. Se concluye dado que {z \ujo = Ay.{z\u}t =, ,,
Ay Az \ujt = {x\u}o.

» 0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy o = pa.d con ¢ —, . Por a-conversion se asume « ¢ u.
Por h.i. se tiene {2 \u}c —, . {2z \u}c'". Se concluye dado que {z \ujo = pa.{z\ujc—,,,

pafz\uid = {z\u}o.

» 0=[a]T. Luego, 0 = [a]ty o' = [a]t' cont —,  t'. Por h.i.se tiene {x \ujt —, , {z \u}t'
Se concluye dado que {z\ujo = [a] {z\ujt =, ,, [a] {z\u}t' = {z\u}o"

» 0 = Cla\ f]. Luego, 0 = cla\B] y o' = c[a\f] con ¢ —,,, ¢. Por a-conversion se
asume « ¢ u. Por h.i. se tiene {z\ujc —, . {z\u}c. Se concluye dado que {z\ujo =
z\ujcla\B] =, (2 \ujda\ Bl = {z\u}o

» 0=T-s. Luego,0o=1t-syo =t scont—, 1. Porhi setiene {z\ujt —,  {z\ult"
Se concluye dado que {z \u}o = {z\ujt - {x\ujs —,,, {z\uit' {z\u}s={z\u}o"

» 0=1¢-S. Luego,o=t-syo =t-s" cons—,, s Porh.i. setiene {z\ujs =,  {z\u}s"
Se concluye dado que {z\ujo = {z\uit {z\u}s —,,, {z\ult {z\u}s" = {z\u}o

2. Por induccién en o.

!/

= 0=z Luego, {z\u o=u—>y,,u = x \u'}o, por lo que se concluye.
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» 0=y # z. Luego, {x \ujo =y = {z \u'}o. Se concluye por reflexividad de —» .

= 0 = tv. Luego, {z\ujo = {z\ujt{z\ujv. Por h.i. se tienen {x\ujt —y,, {(z\u'}|t
y {z \ujv =iy {z \ v }v. Finalmente, se concluye por transitividad de —»y,,, dado que
z\ufo = 12\t {z \ujv > {2\t {z\ v = {z\u}o

= 0= Ay.t con y ¢ u. Luego, {x \ujo= Ay.{x \u|t. Por h.i. se tiene {x \u}t —\,, {z \ v }t.
Finalmente, se concluye dado que {z \u}o = Ay.{z \ujt -5, Ay {z\v |t = {z\v }o.

= 0= proe.ccon o ¢ u. Luego, {z \u}o = po.{x \ujc. Por h.i. setiene {x \ujc -y, {2\ v }c.
Finalmente, se concluye dado que {z \u}jo = pa.{x \ujc —»x,, pa{z\u'jc={z\u'}o.

» 0= [a]t. Luego, {z \u}o = [a] [z \u}t. Por h.i. se tiene {x \u}t -z, {x \v'}t. Finalmen-
te, se concluye dado que {xz \u}o = [a] {x \u}t =\, [a] {z\v' [t = {z\u}o.

o = cla\f] con o ¢ u. Luego, {z \ujo = {z \ujcla\ B]. Por h.i. se tiene [z \ujc —x,p
x \ v }c. Finalmente, se concluye dado que {z \u}o = {z \ujc[a\B] =, {2\ jcla\B] =
x\u'o.

» 0 =1t-s. Luego, {z\ujo = {x\ujt- {z\u}s. Por h.i. se tienen {z \ujt —x,, {z\u'}|t

y {lx\u}s -y, {2\ u'}s. Finalmente, se concluye por transitividad de —y,,, dado que
\uto > (2 \U it {x\us -5y o\t {z\u'}s={z\u o.

O
Lema C.0.16. Sean o € Opps y s un stack. Luego, ({a\* s 0)¢ = (a\* s")o".

Demostracion. Por inducciéon en o.

4 ol

= 0 = z. Luego, se tiene ({{« \a/ sfo) =z =(a\* s )z = («a \a/ st oi, por lo que se concluye.

- (la\ s t)i( o\ s u)i. Por h.i. se

tienen ({a\* s)t)" = (a\* s )t" y (Lo \* s)u)” = (a\* s*)u'. Finalmente, se concluye dado
que (fa\* s o)i = (fa\* s t)i( o\ s u)i = (a\* s tH (a\* s hut = (a\* sY)o.

» 0 = tu. Luego, por definicion se tiene ({a\* s}jo)

= 0= Az.t con z ¢ s. Luego, por definicion se tiene ({a\* s 0)i =z.({a\* s t)i. Por h.i. se
tiene (fa\* s t)¢ = (a\* s")t". Se concluye entonces, ({a\* s}o)” = Az.(fa\* s}t)” =
Az (o \ s = (a\ sh)ob

" 0= yccony ¢ syy # a. Luego, se tiene (Ja\* s 0)i = py.(Ja\* s c)i. Por h.i. se
tiene ({a\* s c)i = (a\* s")c". Se concluye entonces, ([a\* s}o) = py.(fa\* s)e)” =

py-(a\ sVt = (a\@ st)ot.

= 0 =tz \u confgé S. Luego,ipor definicion ({a\* s 0)i :i(( o\ sht)a\ o\ shu])” =
2\ (La\* shu) (Lo \* s)t) sht) = (a\* s )thy ( o\ shu) =

a\* s*)u*. Entonces, por Lem. C.0.4 (1), ({a\* s 0)i = (z\(Ja\" s u)i {a\> sjt)” =

. Por h.i. se tienen ({ o \*'

2\ (o \* s)ut ) a\ st = (a\* s%) {2\ u')t'. Finalmente, se concluye ({a\*" s o)J' =
o\ s (@ \ut it = (a\ stz \ut) = (a\¥ sY)o.
3 o 4 / o 4 / o + 2
= 0 = [a]t. Luego, se tiene ({a\* sfo)” = ([¢/]{a\* s}t:s) = [o] ({a\* s}t) ::s". Por
h.i. se tiene ({a\* s}t)” = (a\* s*)t*. Finalmente, se concluye dado que ({a\* s}0)” =

i::siz[oz] a\ st st = (o \@ sh)ot

@] (fa\" s}t)
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t)i. Por h.i. se tiene
1

— [0] (fa " s}t)" =

0 = [6]t con § # a. Luego, por definicion ({a\* s 0)i = [6] (fa \
(Ja\* s t)i = (a\* s%)t*. Se concluye entonces dado que ({a\* s}o
[6] (a\* s*)tr = (a\* s*)o".

X

= o=c[y\" sl con 7 ¢ 5y 7 # o’ Luego, ({a\" s}0)’ = ([a\*" s)e) [y \* o\ s)s’-s])" =
A\ (fa\ s 5’)¢-s¢ (Ja\* s c)i. Por h.i. (Ja\*' s c)¢ = (a\* sty (o \@' s 5’)i =
a\* s7) st Por Lem. C.0.5, se tiene ({a\* s 0)¢ = (v \* (fa\* s s’)i s (fa\ s c)i =
Y\ (a\ sH) st st a\ st)et = (a\* sY) (v )\ s )b, Finalmente, se concluye dado que
(Ja\* s o)i = (a\* s (y\* ™M)t = (a\ sY)(c]y \* s])F = (a\@ sY)o

m0o=cly\V ] cony s v#a yd# a Luego, por definicion se tiene ({a\* s 0)i =

(Ja\* she)[y\ o\ s s’ﬂ)i = (v (fa\* s s’)¢ (Ja\* s c)i. Por h.i. ({a\* s c)¢ =
a\ ety (o \@ s s’)¢ = (a\* s%)s'*. Mas atin, por Lem. C.0.5 se tiene ({a\* s 0)i =

AN (fa\ s s’)l (la\ s c)l = (y\ (a\* )5 (a\ sh)et = (a\ P (v V) et Fi-
nalmente, se concluye dado que ({a\* s}o)" = (a\* s") (v \0 ") e" = (a\* s¥)(c[y s/}])i =
a\* sH)o'.

= 0=cly\a| cony¢syny#a. Luego, se tiene ({a\* s 0)i = (({a\* s}e)[y \® sﬂ[é\a’])i =
(AN s ) (fa\ s c)i)[d \ /] con & un nombre fresco. Por h.i. ([a\* s c)L = (a\* s¥)c.
Més atn, por Lem. C.0.6, se tiene entonces ({a\* s 0)i = ([ s ) (Lo \@ s c)i)[é \a'] =
(7N ") (a\* sY)e )8\ /] = ((va @ s*)eh)[6 \ o]. Finalmente, se concluye ({a\* s o)L =
((ya o s e 6\ o] = (a \* s) (e[ \a']") = (a\* s*)o".

mo=cly\6l cony s v#d yd# o Luego, se tiene ({a\* s 0)i = (Ja\ s c)i[fy\é].
Por h.i. se tiene ({a\* s c)i = (a\* s*)¢". Se concluye entonces dado que (fa\* s 0)i =
(o she) V0] = (la 4¢3 \8) = o\ 5o

0o = t-s. Luego, se tiene ({a\* s 0)i = (fa\* s t)i A s)J'. Por h.i. se tienen
(fa\ s)t)*
(o sho)’ = (fa " sJ)" - (fa\*" s} )

= (a\* s)tr y (Ja\ s)s)” = (a\* s*)s". Se concluye entonces dado que
- a\ st (a\ st st = (a\ st)ot.

Lema C.0.17. Sean 0,0’ € Oy, y s, stacks tal que o — \pip o ys xup s'. Luego,

1. &\J/s 0= \up 62\’;/5 o.

2. 62\(;/5 0 = \up 62\(;' s")o.

Demostracion. 1. Por definicion 0 —, ,, o' implica 0 = 0(l) y o' = 0(r) con l . 7, x € {8, u°}. Se

procede por induccién en 0.

= 0 = [. Luego, se tienen dos casos posibles segtn la regla de reescritura aplicada al reducir.
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a) B. Luego, o = (Az.t)u y o' = {x\ujt. Por a-conversién se asume z ¢ s. Entoces,
a\a s)jo = (Az. 04\0‘ s)t) a\“ S)U x\ a\a s)u 04\0‘ s)t. Mas atn, por
Lem. C.0.4 (1), se tiene {x\ a\a s)u a\o‘ s)t = a\o‘ 2\ u}t. Finalmente, se
tiene 0'2\‘;/3 0 = yup 1T\ a\a s)u a\a s)t = a\a x\ujt = oz\“ s)o’, por
lo que se concluye.

b) p*. Luego, o = (uy.c) = 8" y o = pd.(y\ s
conversion se asume 7y ¢ s. Entonces, por definicion o’Z\JI sjo = (uy. 0_2\07 s)e)

)¢ con ¢ un nombre fresco. Por a-

a\* s)s” —aup HO. A\ @\ s)s")(@\* s)e. Mas atin, por Lem. C.0.5, se tiene
§ y\al "\ al _ I\ 5 . ; =\

Y\ (a@\ 5)s a\ s)c= a\* s 7#\ s")e. Flnalmente,qse tiene (@\* s)o =,

po (YN (@Y s)s") @\ s)e=pd. @\ s)(y\°s")e= (a\* s)o, por lo que se con-

cluye.

0 = @. Este caso no aplica dado que no hay reglas de reescritura sobre comandos.
= 0=Tu. Luego,o =tuyod —t'ucont—>/\ up U Por hui. se tiene a\o‘ $)t = \up a\o‘ s)t.

Finalmente, a\a s)o = a\o‘ s)t a\o‘ $)U =y a\o‘ s)t’ oz\CY s)u = a\"‘ s)0, por
lo que se concluye.

= 0 = tT. Luego, 0 = tuy o = tu' con u —,,  u'. Por h.i. se tiene 0_2\078 U =y
\ s)u’. Finalmente, 0'2\‘5/3 0o = Ey'\‘;'s t @'\07'5 U =y 0_2\078 t 0'2\‘;/3 v =
\ s)o’, por lo que se concluye.
= 0 = Az.T. Luego, o = Xzt y o/ = Az.t/ con t > \up t'. Por a-conversiéon se asume
x §Z s. f’or h.i. se tiene d:\”? s)t ~ d’\‘;' s)t’. Se concluye dado que d’\‘;' s)o =
Az (@ \Y s)t = apup AT(A\Y 5t = a\ s)o'.
= 0 = pv.C. Luego, o = py.cy o = py.c con ¢  Aup ¢’. Por a-conversiéon se asumen vy ¢ s
y v ¢ o' Por h.i. se tiene a\a S)€ = xup a\o‘ s)c’. Se concluye dado que a\a 5)o =
. a\o‘sc—>/\upu'y a\a = a\aso.
= 0=[)]T. Luego, o =[d]ty o' = [(5] t' con t — Mpip t'. Se tienen dos casos posibles:
a) 0 € d. Luego, 6 = «y para algan k € [1,sz(d)]. Por h.i. se tiene a\o‘ )t =3
O_Z\O:/ s)t'. Entonces, se tiene (@ \* s)o = [B] (a \"‘ s)ts =y, [Br] (@ \‘1 s)t' s =
a\* s)o, por lo que se concluye.
b) 6 ¢ ﬁo?. Luego, por ﬂh.z’. se tiene 07\0‘13 t = ii\a' s)t" y se concluye dado que
a\¥ sjo=1[0](a\* s t = \up 6] a\y s)t' = (a\¥ s)o.
= 0= C[y\d]. Luego, o =c[y\d] y o' = [y \d] con ¢ =, ,, ¢'. Por a-conversion se asumen
v ¢ sy~ ¢da. Se tienen dos casos posibles:
a) 0 € d. Luego, 0 = «ay, para algan k € [1,sz(@)]. Por h.i. se tiene (~ya \’Y/‘;' $)C = yup
~&\"¥ s)¢’ con 4/ un nombre fresco. Finalmente, (a\*' s)o = ((v@\"'® s)c)ly' \
Brl =5 ((va sy )\ Brl = @\ )0, por lo que se concluye.
b) 6 ¢ ?z’. Luego, por h.i. se tiene (@\* s € a\¥s)c y se concluye dado que
A\ sjo=((@\" s)e)[y\d] =y, ((@\* s)c)[y\d] = (@\ s)0.

1

= 0=T-5". Luego,o=t-s"yo =t s cont =y, t’. Por h.i. se tiene 07\075 t = \up

62\075 t’. Finalmente, 62\07'8 0= 0_2\’;'5 t- 62\075 8" = \up 62\073 - 62\073 s =

G
a\* s)o, por lo que se concluye.



198 APENDICE C. PRUEBAS: BISIMULACION FUERTE PARA O.C.

_ _ 1" / " 1" /// a 1"
= 0=1¢-S. Luego,o=t-s"yo =t-s5" cons aup S . Por h.i. se tiene (@ \ s)s — Aup

"

O_Z\(;/SS . Finalmente, d’\‘;'s 0= 0_2\07'375- a\“ 8)8" =\ up a\ sit-(@\* s)s"” =

@\ s)o, por lo que se concluye.
2. Por induccién en o.
» 0=x. Luego, (@\* s)o =1z = (a@\* s')o. Se concluye por reflexividad de — .
a’ o o a’ a’
= 0= tu.Luego, (@ \* s)o= (a\" s)t(a\* s)u.Por h.i.se tienen (@' \* s)t =y, (6\* &)t
y (& \0‘ S)U = app (A \a/ s")u. Finalmente, se concluye por transitividad de —y,,, dado que
a\o‘ 5)0 = xup a\o‘s ta\a S)U = xup a\‘”‘s ta\o‘s u = a\as 0.
= 0 = \v.t con v ¢ s. Luego, (a@\" s)o = Az. oz\a's t. Por h.i. se tiene oz\o‘ s)t —»,\W
@ \* s')t. Entonces, se tiene (@ \* s)o = Az. a\a S)t = app AT a\a st = a\" s')o,
por lo que se concluye.

- o—,uyccon7¢syfy¢o/ Luego, a\o‘ s)o = pa. a\“ s)c. Por h.i. se tiene oz\a S)C = aup

/
a\* s')c. Entonces, se tiene oz\a s)o = pa. a\o‘ 5)C = xup P oz\o‘ e = oz\a s')o,
por lo que se concluye.

= 0 = [d]t. Luego, se tienen dos casos posibles:
a) 0 € @. Luego, § = ay, para algin k € [1,sz(&)]. Mas aun, por definicion 07\07 s)o =
[Bi] (@\™ s)t ::s. Por h.i. se tiene (@\* s)t —y,, (@\* s')t. Finalmente, se con-

cluye por transitividad de —»y,,, dado que (@\* s)o —xu, [Bk] G\ st s —xup

[Bk] 07\‘;/5’ tos = &\”75’ 0.

b) 6 ¢ . Luego, @'\C:'s o = [0] a\"‘ s)t. Por h.i. se tiene a\o‘ S)t = aup a\a/s t.
Finalmente, se concluye dado que a\o‘ s)o = [d] a\a s)t —xup (0] a\o‘ st =
&\‘;'5’ 0.

= 0=c[y \(ﬂ conyé¢sy~yé o'. Luego, se tienen dos casos posibles:
a) § € a. Luego, 0 = «y, para algtn k € [1,sz(&)]. Mas atn, por definicién 0'2\‘;' s)o =
( d’\ "o’ s)¢)[y \ Bi] con 4/ un nombre fresco. Por h.i. se tiene (y&\"'® s)c =,
~yal \”f s’)c. Finalmente, se concluye dado que (& \0‘ sho = ((y@\V' s)e)[v'\Bx] = ip
(@' "))y \ Bl = (@\7 ' )o.
b) 6 ¢ a. Luego, (a\* s)o= ((a\* s )[7\5] Por h.i. se tiene (& \0‘ € xpp ?"\a/ s')e.
Finalmente, se concluye dado que (d \"‘ syo=((a \a $)0) [\ 8] = aup ((@\ 8)e)[y \
0] = d’\a' s')o.
= 0 =t-s". Luego, 04\“ s)o = a\"‘ s)t - 0'2\‘;/ s)s”. Por h.i. se tienen 0'2\‘;/ S)t = aup
a\o‘ sty 04\0‘ s f —Aup a\o‘ sq s - Finalmente, se concluye por transitividad de
—aups dado que (@\Y s)o = (@\Y )t (A \Y 8)s" —srup (@Y )t (@\ §)s" =
a\ s')o.

O

Dado un stack s de objetos del A\up-calculo y secuencias de nombres diferentes @ y &' tales que
sz(a) = sz(a/) = n, se denota con ({{a; \* s}})i<n a la secuencia de replacements individuales sobre

. — . ! ’
cada nombre de la secuencia @ (en el mismo orden), {ay \*t s}.. . {fay, \* s}.
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Lema C.0.18. Sean o € Oy,,, s un stack, & y & secuencias de nombres diferentes tales que &Nfn(s) =
0. Luego, ({ai \* s )i<sz(a@)0 —am (@\* s)o.

Demostracion. Por inducciéon en o.

o = x. Luego, ({a; \* s )i<sz(@o = = (a \07' s)0. Se concluye por reflexividad de —» .

o = tu. Luego, ({«; \0‘; 51 )i<sz@o = ({1 \0‘; 51 )i<szayt (1ou \0‘2 51} )i<sz(a)u- Por h.i. se tienen

({oy \a; 51 )i<sz(@)t »am (A \07 s)ty ({oy \O‘Q 51 )i<sz(@)t —»AM a\" s)u. Finalmente, se tiene

({ey \O‘é 51} )i<sz(@)0 —AM a\y s)t(foy \a; 51 )i<sz(@)t =AM a\¥ s)t(a\ s)u = (a\* s)o.
Se concluye por transitividad de —» .

0o =

Azt con x ¢ s. Luego, ({oy \“; 51 )i<sz(@o = Az.({ay \”‘; 51 )i<sz(@)t- Por h.i. se tiene

({oy \O‘;i 51 )i<sz(@)t =AM 07\07 s)t. Finalmente, se concluye dado que ({ oy \a; 51 )i<sz(@)0 =

Az (floy \a; 51 )i<sz(@)t =AM AT 62\5/ s\t = @'\&/ sYo.

o=pyccony ¢ sy~yé¢ o Luego, ({a; \O‘Q 51 )i<sz(@)0 = po({ \a; 51} )i<sz(@)c- Por h.i. se
tiene ({ \O‘; 51 )i<sz(@)C —am (A \*’ s)c. Entonces, se concluye dado que ({a; \O‘; 51 )i<sz(@)0 =

pe (Lo \* s )i<sz(&@)C —PAM L. 62\07' s)e= 62\07 s)o.

o =[] t. Luego, se tienen dos casos posibles:

1.

0 € @. Luego, § = ay, para algun k € [1,sz(@)]. Por definicién se tiene ({{a; \O‘; 51 )i<sz(a@)©

[a—

[Br] (e \0‘; 51 )i<sz(ayt =+ (e \a; 51 )k<i<sz(@)s- Mas atin, por hipotesis @ N fn(s) = 0, lo
que implica ({{; \0‘2 51 Jk<i<sz(a)s = s Por h.i. se tiene ({ o \a; 51 )i<sz@t »anm (A \ s)t.
Finalmente, se concluye dado que ({«; \0‘2 51 )i<sz(@y0 = [Br] ({a \"‘2 51 )i<sz(@t 15 = anm

[ﬂk] &\078 ts= &\073 0.

.0 ¢ a. Luego, ({a; \a; 51 )i<sz(@o = 0] (lay \a; 51 )i<sz(@)t- Por h.i. se tiene entonces

{ay \O‘; 51 )i<sz(@)t = am @\ s)t. Finalmente, se concluye pues ({a; \‘% 51 )i<sz(@)0 =

6] (o \* s} )i<sz(art —anr [6] (@ s)t = (@\* s)o.

» 0=c[y\d] conv ¢ syy¢da. Luego, se tienen dos casos posibles:

1.

0 € @. Luego, § = ay, para algun k € [1,sz(@)]. Por definicién se tiene ({{a; \O‘; 51 )i<sz(@)0 =
({oy \“; 51 )i<sz(a@)c) [y \7/ {v \7/ 5 k<i<sz(@)S][7 \ Br]. Méas atin, por hipotesis @ Nfn(s)
0, lo que implica ({a; \O‘(i 51/ )k<i<sz(@)s = s. Por lo tanto, se tiene ({a; \"‘2 51} )i<sz(@)0 =
(i \* s )i<sa(@ ) [y N7 sl[v \ Bl = anr (v sh(fai \* s )i<sa(@e) [y \ Bil]. Por a-
conversion se asume y # d. Luego, por h.i. y Lem. C.0.1, {7\ s} ({a; \* 5}})i<sz(a@)C —aM

. v~ o\~ . . . ’
ay\*" s)jc= (ya@\"* s)c. Finalmente, se obtiene la secuencia ({{c; \" s )i<sz(@)0 —>anr

(Vs (Hei \* 51 i<sa@ )Y \Bil = anr (76 s)e)[v'\Be] = (@\*" s)o. Se concluye
por transitividad de —»ps-

. 0 ¢ @. Luego, ({a; \* s Ji<sz@)o = ((fau \ s )i<sz(@)€)[v \ 0]. Por h.i. se tiene entonces

(foy \% s )i<sz(&)C —*AM &\‘;' s)c. Finalmente, se concluye pues ({o; \*i s )i<s2(&)0 =
(i \ ) icsa(@ )y \ 8] = ans (@Y s)e)ly \ 3] = (@\* s)o.

= 0 = t-5. Luego, ({a; \“é 51 )i<sz@o = ({a \“/ 51 )i<sz(ayt - (L \‘X'/L‘ 5 )i<sz(@)s’- Por h.i. se

tienen ({ «; \O‘; 51 )i<sz(@)t —AaM a\¥s)ity (Lo \O‘; 51 )i<sz(@)s’ =AM 0'2\07 s)s’. Finalmente,
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se tiene ({oy \* s )i<s2(&)0 —PAM d’\‘;' st (fou \% s )i<sz(&@)S P AM o’z'\J' s)t-(a\" s)s’ =

a \‘;' s)o. Se concluye por transitividad de — ;.

Por ultimo, para aplicar el método de interpretacién de Handin es preciso relacionar las relaciones
de reduccion =, v — Ap mediante la funcion de proyeccion *i.

Lema C.0.19.

1. Sea 0 € Oppy. Luego, 0 —aps o'

2. Sean 0,0" € Oyxyp. Sio —xup o', entonces 0 —»pp 0.

3. Sean 0,0" € Oppr. Si 0 =y, 0, entonces o' = \up o',

Demostracion. = Por induccion en o.

\

1. 0o = x. Luego, 0* = z. Se concluye por reflexividad de — ;.

1

2. 0 =tu. Luego, 0" = t+u*. Por h.i. se tienen t —SAM t VU —PAM ut. Finalmente, se concluye

por transitividad de — 7, dado que 0 —» s tha —AM thut =o',

3. 0 = Azx.t. Luego, 0¥ = Az.t*. Por h.i. se tiene t —SAM ¢ Finalmente, se concluye dado que
0= Ax.t »AMm Ao.tt = ot

- ,ua.ci. Por h.i. se tiene ¢ -5 s et Finalmente, se concluye dado que

0 = pla.c AN ,uoz.ci =o'

Vl/:

4. 0 = pa.c. Luego, o

5. 0 = t[z \ u]. Luego, o T \ui 5. Por h.i. se tienen t —»ns £ Y U =AM u. Finalmente,
se tiene 0 —» s ]2 \u] —an tH[z\u'] —am 1z \u*}t* = o*. Se concluye por transitividad
de > AM -

[a] t. Luego, o = [a] . Por h.i. se tiene t —»p; ¢ Finalmente, se concluye dado que

0o =
0= la]t —an [a]t" = o".

7. 0= c[a\* s]. Luego, 0" = (a\* s*)¢*. Por h.i. se tienen ¢ —»xp; ¢" y s —aar s*. Entonces,
se tiene 0 —»anr ¢ [\ s] A o\ sY] — o (@\* s7)et. Mas atm, por Lem. C.0.18,
o \‘ll st —anm \o‘, sty = o', Se concluye por transitividad de —» ;.

8. 0= c[a\f]. Luego, 0" = ¢*[a\ B]. Por h.i. se tiene ¢ 45 ¢*. Finalmente, se concluye dado
que o = cla\B] »am Mo \B] = o'
F — Y. 5% Por h.i. se tienen t —AM t+ VS =AM st Finalmente, se

concluye por transitividad de — s, dado que 0 —pns th.s —PAM th. st = oh.

9. 0o = t-s. Luego, o

= Por definicion o —, ,, o implica 0 = 0(l) y o' = 0(r) con [ =, r, x € {8, u°}. Se procede por

induccién en 0.
e 0 = [. Luego, se tienen dos casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.
1. B. Luego, 0 = (Az.t)u y o/ = {x \ut. Entonces, 0 =4 t[z \ u] —4 o por lo que se
concluye.

’
2. pf. Luego, o = (pa.c) :: sy o = pa’.(a\* s)c con o' un nombre fresco. Se procede
por induccién en s.
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o s =u. Luego, 0 = (pove)uy o' = pa’ . (a \* u)e. Entonces, 0 — gy ua o\ u] —
o a\o‘ u}c. Mas atn, por Lem. C.0.18, ua’. a\“ ujjc —»pp 0. Se concluyepor

tran51t1v1dad de =

o s =u-s. Luego, o = ((pa.c)u) = s y o = pd/.[a']au - s'c. Entonces, o —y4y
(uB.cla\Pul) = 8" =g (uB.la\Puje) :: s’ con B un nombre fresco. Por h.i. se
tiene (pB.{a \P ule) 8" —ap pa (B\Y §") o \P ulje. Més ain, por Lem. C.0.18,
pe! (BN ) [a\Pule —an ped (BN s')(a\P u)e. Luego, por Lem. C.0.5, se
tiene pe . (B\Y &) (a\Pu)e = po’ (a\P (B\Y §')u-s')cy, por Cor. C.0.3 con 3 ¢
fn(u), pe! (o \P (B\Y ' )u-s')e = pa’.(a\P u- s')c. Finalmente, por transitividad
de — s, se tiene 0 —ppr pa! . (a\Pu-s")c =0, por lo que se concluye.

e 0 = [1. Este caso no aplica dado que no hay reglas de reescritura sobre comandos.

e 0=Tu. Luego, o =tuy o =t'ucont—,, t.Porhi setiene t —,,, t". Finalmente,
o=tu—,, t'u=0, porlo que se concluye.

e 0=1T. Luego, o =tuy o =tu' conu—,,, u'. Por h.i. se tiene u —,,, u'. Finalmente,
o=tu—, tu =0, por lo que se concluye.

0= Az.T. Luego,0 = Azt y o' = Aw.t' cont —, . t'. Por h.i. se tiene t —,,, t'. Finalmente,
0= Azt =, Azt =0, por lo que se concluye.

0 = pa.C. Luego, 0 = pac y o) = pa.c’ con ¢ —,,, ¢ Por h.i. se tiene ¢ —5,, ¢
Finalmente, 0 = pa.c — 5, pa.c = o, por lo que se concluye.

0= [a]T. Luego, o = [a] t y o' = [a]t' cont —, ,, t'. Por h.i. se tiene t —,,, t'. Finalmente,
o= [a]t = [@]t' =0, por lo que se concluye.

0 = Cla\ B. Luego, o = cla\B] y o' = c'[a\ B con ¢ =, ¢'. Por h.i. se tiene ¢ —,,, ¢

Finalmente, o = c[a \ 8] =, ¢\ 8] = 0/, por lo que se concluye.

e 0=T-s. Luego,o=t-syo =t -scont = ip t’. Por h.i. se tiene t —,,, t’. Finalmente,
o=1t-8—,y t'-s=0, porlo que se concluye.

e 0=¢%-S. Luego,0o=t-syo =t s cons—,, s Porhi setiene s —,,, s'. Finalmente,

o=t-5—,y t-s =0, porlo que se concluye.

» Por definicién o —,,, o implica o = 0(l) y o/ = 0(r) con | —, r, * € {dB,S,dM,R}. Se procede
por induccién en 0.

e 0 = [. Luego, se tienen tres casos posibles segtun la regla de reescritura aplicada al reducir.
1. dB. Luego, o = L{(Az.t)u y o’ = L{t[z \ u) con fc(u,L). Se procede por inducciéon en L.
o L = 0. Luego, of = (/\x.ti) ut —p T \ul th = o’i7 por lo que se concluye.
o L =L'[y\v]. Luego, o* = {y \v" L' Az.t)" u* = {y \ o'} (L'(Az.t) u)*, dado que y ¢ u
por hipétesis. Por h.i. se tiene entonces (L' (Az.t) u)* —aup (Lt \u]))*. Més atn,
por Lem. C.0.15 (1), o" = {y\v*} (L' \zt)u)* =y, {5 \v*} (L (tlz \u))* = o',
por lo que se concluye.
2. S. Luego, o = t[lz \u] y o/ = {z\u}t. Se concluye por Lem. C.0.14, dado que 0" =
s\ utjtt = ((z\ujt) = o
3. dM. Luego, 0 = L{pa.c)u 'y o = L{pa’.c[a\* u]) con fc(u,L) y o un nombre fresco. Se
procede por induccién en L.
o L = 0. Luego, o* = (pov.c')u* — s pa o\ ut)et = pa (o \¥ uﬂ) o'*, por
lo que se concluye.
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o L =L'[y\v]. Luego, o* = [y \v" L (po.t)* u* = [y \ v*} (L' (uev.t) v)*, dado que y ¢
u por hipétesis. Por h.i. se tiene (L' (ua.t) u)* —apup (L' (pacla \& uﬂ>)i Maés atn,

por Lem. C.0.17 (1), 0¥ = {y \ v*} (L' (pov.t) u)* —xup Y \ oY (L (ped e[\ u}]))¢ =
i, por lo que se concluye.

e 0 = [. Luego, la regla de reescritura aplicada es necesariamente R, i.e. 0 = ¢« \" s]yo
a\* s}e. Se concluye por Lem. C.0.16, dado que 0" = (a\* s*)¢" = (fa \* s c)¢ = o’i.

t/l

e 0=Tu. Luego, o =tuy o =t'ucont—,,, t' Por hi. se tiene t —xup 7. Finalmente,

=yt — Aup " ut = o', por lo que se concluye.

e 0=1T. Luego, 0 =tuy o =tu' conu—>,,, . Por h.i. se tiene u* —y,, u/. Finalmente,
=yt —App 't = o, por lo que se concluye.

e 0 = Az.T. Luego, 0 = Azt y o/ = Aa.t’ con t —,,, . Por h.i. se tiene t* —y,, t'*.

Finalmente, of = x.tt —Aup Azt = o’i, por lo que se concluye.
e 0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy o = uac con ¢ —,,, ¢. Por h.i. se tiene ¢t — Aup s

1 ¢ oY

Finalmente, 0” = po.c” =5, pov. b= , por lo que se concluye.

e 0 =T[z\u]. Luego, o = t[x \u] y o' =t/[x\u] cont —,,, t'. Por h.i. se tiene t* = Aup 't

L ok — b

Se concluye por Lem. C.0.15 (1), dado que o x \ui t* —app 12\ U

o 0=tz \T|. Luego, o = t[z\u] y o’ =t[x\v'| con v —,,, v'. Por h.i. se tiene u — Aup w'

L gk b

Se concluye por Lem. C.0.15 (2), dado que o T \ui tt —app 12\ U

e 0 = [a]T. Luego, 0 = [a]t y o = [a]t' con t —,,, . Por h.i. se tiene t* — Aup ¢

Finalmente, o* = [ ]t —app 1O 15'l o'*, por lo que se concluye.
e 0=C[a\" s]. Luego, o = c[a\* s] y o' = ¢[a \O‘/ ﬂ con ¢ —>AM ¢'. Por h.i. se tiene ¢ — Aup

¢*. Se concluye por Lem. C.0.17 1), dado que o’ o\ st)et = ot

]

( P App Oz\a sY)e
e 0=c[a\*S]. Luego, 0 = c[a\* 5] y o' = c[a\* '] con s =y s'. Por h.i. se tiene s* —\up

(

s'*. Se concluye por Lem. C.0.17 (2), dado que o* = (a \* s*)¢* —p @\ s)et =o't

e 0=_Cla\f]. Luego, 0 = cla\ B y o’ = /[a\ f] con ¢ =, ¢ Por h.i. se tiene ¢* — Aup s

Finalmente, 0" = c¢*[a\ 3] —Aup Yo\ 8] = o'*, por lo que se concluye.

e 0=T-s Luego,0=t-5y o =1t-scont—y,, t. Por hi. setiene t* —y,, t'*. Finalmente,

t/\L

of =t st —aup t' st = O’J’, por lo que se concluye.

e 0=1t-S.Luego,o=t-syo =t-s' cons —,,, s Por h.i. se tiene st — Aup st Finalmente,

Yokt — Aup gt = o’i, por lo que se concluye.

La confluencia de —, ), es consecuencia del Lem. C.0.19 y la confluencia de —, ,, (Teo. C.0.12).
Teorema 4.2.2. La relacion de reduccion — ,,, es confluente (CR).

Demostracion. Por método de intepretacion, apelando a la confluencia de aup Y el Lem. C.0.19:



203

. Jﬁ /
App |

oi Anp Teo. C.0.12 01

. M;p\& w\up 7
_» O/ «_

AM AM
donde 0 —apr 09 Yy 0 A 01 son las hipétesis del teorema. Las tres reducciones verticales se justifican
por Lem. C.0.19 (1), dado que p —am p¢ para todo o € Opyps. Las reducciones o* —Aup 00i y
o¥ = Aup 01i se siguen de las hipotesis por Lem. C.0.19 (3). El diagrama se cierra por Teo. C.0.12

obteniendo luego 00i —sam 0y 01¢ —anm 0 por Lem. C.0.19 (2). O

Sistema de tipos simples para AM-calculo

Lema C.0.20 (Stacks).
1. Seanms>eThs: S| Ayma>el' s 8| AL Luego, existe s> T UT s 8" : S-S | AUA.

2. Sea ms.g e T*F 5.8 S* | A*. Luego, existen ts>s T s: S| A ymg eI : 5 | Al tal
que S*=5-S" T*=TUl' y A*=AUA".

3. Seanmi>elFt:S = A|Ayms>el' b s: S| A Luego, existe s> TUT Ft s A AUA.

4. Sea mp.s>eT*Ftis: A| A*. Luego, existen my>e THt: S > A|Ayms>elVEFs: S| A tal
que T* =TUT" y A* = AUA".

Demostracion.
1. Por induccién en s.

= s =t. Luego, S = A un tipo simple y se concluye por (sTk) con 7y, obteniendo la derivaciéon
sy DeTUT HE- 8 A-S" | AUA'.

s s =t Luego, por (stk) se tiene S = A-S", T =ToUT; y A = AgUA; con
m e Dokt A|Ag y mer e Ty 8" : 5" | Ay, Por h.i. existe una derivacion mgr .o >
FruTyks”-s:8”-5 ] AUA;. Finalmente, se concluye por (sTk), obteniendo la deriva-
cion ey e TUHE-8" -8t A- 8" S| AUA.

2. Por induccién en s.

= s=1¢. Por (stk) se tienen S* = A- S I*=TUI'y A*=AUA conm>gTHt: A|Ay
e eIV E s S| AL

s s =1t-s". Luego, por (sTK) se tienen S* = A-S** T =ToUT™** y A* = AgUA™ con 7 >¢
Tobt:A| Ay merg Del™ F 8”8 S | A**. Por h.i. existen mgn g 'y F 8" 0 8”7 | Ay
yrg el s 8| Al tal que S** =8"- 5, '™ =T Ul y A* = A; UA’. Finalmente,
se concluye por (sTK) entre m; y mgr, ms>e Fs: S| Adonde S=A-58", T =Tgulyy
A=Ay UA;.
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3.

4.
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Por induccién en s.

= s = u. Luego, S = B un tipo simple y se concluye por (app) con 7; puesto que t :: u = tu,
T e DU Ftu: A|AUA.

» s =5 -u Por Lem. C.020 (2), S =95 -B, I" =T ull y A’ = Aj UA] con 7y D¢
rpks: S |Ajy el Fu:B|A]. Notar que S - A=5"-B—-A=5 — B— A
Luego, por h.i. con 7 y Te se tiene mp.o e TUT s’ : B— A| AUA|. Finalmente,
se concluye por (app) con 7y, mp.s e TUT (s -u) : A| AUA.

Por induccién en s.

s s = u. Luego, t :: w = tu y por (app) se tienen I'* = TUT' y A* = AUA’ con m; D¢
F'Ft:B—oA|Ayms>egl’Fu: B| A’ Se concluye con S = B.

m s =5 -u Luego, t = s = (t::8)u y por (apP) se tienen I'* = ™ UT] y A* = A** U
Al con g e IT*™ it : B> A|A*™ ymy e Ty Fu: B| Al Por h.i. existen 7 >¢
F'Ft:S 2B A|Ayry>elgbFs: 8| Aftal que I =T UT| y A" = AUAJ. Se
concluye pues, por Lem. C.0.20 (1) con 7y y Ty, existe s > IV F 8" -u: 8- B| A’ donde
I"=T{uUT} y A’ = AjUA]. Notar que '-B - A = S — B — A. Luego, se toma
S=95-B.

O

Lema 4.3.1 (Relevance). Sea 0 € Oppr. Sim>gTHo: T | A, entonces dom(I') = fv(o) y dom(A) =

fn(o).

Demostracion. Por induccién en 7 analizando la ultima regla aplicada.

(vARr). Luego, 0 = 2, T' = {a : T} y A = (). El resultado es inmediato pues fv(o) = {z} y fn(0) = 0.

(apP). Luego, 0 = tu, I = TVUT" y A = ANUA" con m g IVFt: A>T | Ay m, s
I"Fu:A|A”. Por h.i. se tienen dom(I”) C fv(t), dom(A’) C fn(t), dom(T") C fv(u) y
dom(A’) C fn(u). Se concluye pues dom(I') = dom(I) U dom(I") C fv(t) Ufv(u) = fv(o) y
dom(A) = dom(A’) Udom(A”) C fn(t) Ufn(u) = fn(o).

(aBs). Luego, 0o = Aat y T = A — B con m; ¢ [;(z: A)STHt: B| A. Por h.i. se tienen
dom(T; (z : A)St) C fv(t) y dom(A) C fn(t). Se concluye pues dom(T') = dom(T; (z : A)S1) \
{z} Cfv(t) \ {z} =fv(o) y dom(A) C fn(t) = fn(o).

(cont). Luego, 0 = pa.c con 7, >¢ I'Fc| A;(a: A)St Por h.i. se tienen dom(T) C fv(c) y
dom(A) C fn(c). Se concluye pues dom(T") C fv(c) = fv(o) y dom(A) = dom(A; (a : A)=H)\{a} C
fn(c) \ {a} = fn(o).

(suss). Luego, 0 = tjz \u, T =T"UTI" y A = AYUA" con my e IV;(z: B)STHt: T | Ay
7y e I Fw: B| A”. Por h.i. se tienen dom(T”) C fv(t), dom(A’) C fv(t), dom(T") C fv(u) y
dom(A”) C fn(u). Luego, se concluye pues dom(T') = (dom(I"”)\ {z}) Udom(T"”) C (fv(¢) \ {z})U
fv(u) = fv(o) y dom(A) = dom(A’) Udom(A”) C fn(t) Ufn(u) = fn(o).

(NaME). Luego, 0 = [a]t y A = A;a: Acon my>g Tt A| Ay (a: A)SL. Por h.i. se tienen
dom(T) C fv(t) y dom(A’; (a: A)SY) C fn(t). Luego, se concluye pues dom(I') C fv(t) = fv(o) y
dom(A) = dom(A’) U {a} = dom(A/; (a: A)SH) U {a} C fn(t) U{a} = fn(o).
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(repL). Luego, se tiene o = [« \a/ s, P=T"UTl"y A =A"UA";a : B con las derivaciones
meelVFe|A(a:S— B)Sh (o :B)Slymgpe IV Fs: S| A”; (o : B)St Por h.i. se tiene
por un lado dom(I") C fv(c) y dom(A/; (a: S — B)<Y; (o' : B)<!) C fn(c), y por otro dom(T") C
fv(s) y dom(A”; (o’ : B)S!) C fn(s). Se concluye pues dom(I') = dom(I”) U dom(I"”") C fv(c) U
fv(s) = fv(o) y dom(A) = dom(A’) Udom(A”) U {a'} = (dom(A/;(a: S — B)<L; (o : B)S)\
{a}) Udom(A”; (' : B)SH)u{a'} C (fn(c) \ {a}) Ufn(s) U {a'} = fn(o0).

(rREN). Luego, 0 = cla\ B, A = A;8: Acon m. g ' | A5 (a: A)SY; (B A)SL. Por h.i. se
tienen dom(T) C fv(c) y dom(A’; (a: A)SL; (B : A)SY) C fn(c). Se concluye pues dom(I') C
fv(c) = fv(o) y dom(A) = dom(A’) U {B} = (dom(A’;(a: A)SL;(B: A)SH\ {a}) U {B} C
(fn(c) \ {a}) U{B} = fn(o).

(stK). Luego, o = t-s5, T =A-S, T =T"UT" y A=A UA" conm>sg"Ft: A|A"y
s e I Fs: S| A”. Por h.i. se tienen dom(I”) C fv(t), dom(A’) C fn(t), dom(I'") C fv(s)
y dom(A”) C fn(s). Se concluye pues dom(I') = dom(I'") U dom(I'"") C fv(t) U fv(s) = fv(o) y
dom(A) = dom(A’) Udom(A”) C fn(t) Ufn(s) = fn(o).

O

Lema C.0.21 (Sustitucion). Sean m,>¢T;(z: B)StFo0:T| A ym,>el’ Fu: B| A’ Luego, existe
Tiowjo e I F{x\ujo: T | A* tal que I CTUT" y A* C AUA'.

Demostracion. Por inducciéon en o.

o = x. Luego, {z \u}o = u. Mas atn, por (var), I' =0 y A = (). Se concluye con 7\, }o = Tu,
=Ty A*= A"

0o =1y # x. Luego, {x \u}o = y. Més atin, por (var), ' = {y : A} para algtin A, (z: B)<! es
vacio y A = (). Se concluye con 7\, 0 = 7o, I'* =T y A* = A,

o = tv. Luego, {z\ujo = {z\ujt{z\ujv. Mas atn, por (app), se tienen I' = Iy UT; y
A=A UAyconm>elogbt: A=T|Agym>eliFv: Al Ay Por hi. existen 7\, >e
ToE{z\ujt: A=T|AS Y Tipujo Be T H{z\ujv: A| A} tal que Iy € To UTY, Aj C
Ay UA, TT CThHul'y A7 € Ap U A" Finalmente, concluye por (APP) con Ti,\ujo D¢
LUl E{z\ujo: T | Ay UA;. Notar que I'* = T{ UT'f C TyUl Ul =TUI" y A* =
AFUAT CAJUATUA' = AUA.

0o =Aytconz #yey ¢ u Luego, {x\ujo = Ay.{z\u}t. Mas aun, por (aBS), se tie-
neT = A — Aconm>gl;(y: A)St: A| A Por h.i. existe una derivacion 7 S\ult e
I (y: ANSVE (o \ult: A| A% tal que T*; (y : A)SLC (T (y: A)SHUT y A* C AUA’. Por
tltimo, se concluye por (aBs) nuevamente, T ,\, o > " F {z\ujo: T | A*.

0 = pa.ccon a ¢ u. Luego, {x \u}o = pa.{z \u}c. Mas atin, por (contT), m.>¢l ¢ | A; (o : T)SL.
Por h.i. existe T(z\uje e I F (@ \ujc | A% (a: T)S tal que I'* C TUT y A% (a: T)St C
(A; (o : T)SY) U A'. Finalmente, se concluye por (conT), sujo e I {x\ujo | A%

o=tly\v] con z # y ey ¢ u. Luego, {x\ulo = {z\u}tly \ {z \u}v]. Mas atn, por (suss),
I =ToUT; y A=AgUA; con 1 e lo;(y: A)St-t:T|Agy mye i Fv: A Ay Por
h.i. existenﬂzguthFS;(y:A)fll— z\uft : T | Ay y Tipue De T {z\ujv: A|Af tal
que Tg; (y: A)SE C (Do (y: A)SHUT, Ay € AgUA, T3 CTyUT” y A C A UA.
Finalmente, se concluye por (suBs) con 7\ > IfUIT F {z\ujo: T | AjU A7, Notar que
*=T{Ult CTyUuly=TUI" y A*=AJUA] CAJUA;UA = AUA".
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o = [a]t. Luego, {z \u}o = [a] {z \u}t. Mas atn, por (NAME), se tiene A = Ag;a: T con 7y ¢
DEt:T | Ag; (o : T)SE Por hi. existe mipe e T* F {z\ujt : T | Af; (a: T)S! tal que I'* C
TUT y Ay (a: T)SE C (Ag; (a: T)SH) U A/L Por tltimo, se concluye por (NAME) nuevamente,
Tiowio Pe I*F{z\ujo | A" con T* CTUI" y A* = Af;a: T C (Ag;a: T)UA" = AUA".

0= c[a\* s] con o ¢ u. Luego, {z\u}o = {z \u}c[a\* {z\u}s]. Mas atn, por (REPL), se tienen
I =ToUl; y A=AgUA;;a : A con derivaciones m.>¢ To ¢ | Ag; (ar: S — A)Sh (of + A)S?
yms>el1Fs: S| Ap; (o : A)SL. Entonces, por h.i. con 7. y s, existen derivaciones 7 s\ule e
Ty {z\ule| Ay (a: S = A)Sh (@ Ay mpws e T E {z\uls: S| AT (of : A)S! con
contextos Iy € To UTY, Af;(a: S — A)Sh (o : A)SL C (Ag;(a: S — A)SH (o - A)SH U A/,
'y CTLUT y Aj;(of : A)SE C (Ag; (e : A)SY) U AL Finalmente, se concluye por (REPL),
Moo Be T F {2 \ujo| A* con T* = T{UTE C T UT, Ul = TUT" y A* = A§UAN o't AC
(AgUA;0" : A)UA' = AUA.

o = cla\f] con a ¢ u. Luego, {x\ujo = {z\ujcla \ B]. Mas atn, por (REN), se tiene
A=AyB:Aconm.>eT Fel|Ag;(a: A)SH (B: A)SL. Entonces, por h.i. existe una derivacién
Tipwe>el* F o \uje | Af; (o A)SL (B A)St talque T* CTUTY y Af; (a: A)Sh; (81 A)SE C
(Ag; (o : A)SE; (B2 A)S)U A/, Finalmente, se concluye por (REN), 0 e I'* F {2\ u}o | A*
conIT* CTUTy A*=A58: AC (Ap;B: A)UA = AUA

o = t-s. Luego, {x\ujo = {x\u}t - {x\u}s. Mas aun, por (sTK), se tienen T = A - S,
FP=ToUTl1 yA=AgUAjconmglgkt:A|Agy ms g1 Fs: S| Ay Por h.i. exis-
ten Ty e Dol \uit i A|AS Y Tipwuys e T F{z\uis: S| A} tal que I'f € T'o U
I, A € AgUA, T CThulYy Ay € A; UA’. Finalmente, concluye por (STK) con
Tipwio e TG UTT F {z\ujo: T | AfUA]. Notar que I =T{Ul'f CTouTl Ul =TUIl"y
A*=AJUAT CAJUATUA = AUA’.

O

Lema C.0.22 (Replacement). Sean m,>g¢TFo: T |Aj(a: S — B)St yme>e IV Fs: S| AL Luego,
existe T oot syo e I F {a\* sfo: T'[ A" tal que I" CTUTI" y A*CAUA' U : B.

Demostracion. Por inducciéon en o.

= 0=z Luego, {a\* s}jo = x. Méas atn, por (var), se tienen I' = {z : T} y A = (). Se concluye

CON Ty \o’ 5o = Toy L =y A*=A.

= 0 = tu. Luego, {a\* sjo = {a\* s}t {a\* sju. Mas atn, por (app), I = oUL; y A =

AgUA, COIl’/TthFOFt:A%T|/AQ;(OéSS%B)SlyﬁubgrlFUSA|A1;(OZ/254)B)S1.POI‘
h.i. existen 7y ooy Delg B {a\" st A= T [ AGy Typorsy,>elT B {a\* sfu: A A7 tal
que ' CToUTY, Af CAUA'" U : B, T CTH Uy AT C Ay UA'UQ : B. Se concluye por
(APP), Ty pnar sy e T UTT a\* sho:T | At UA% Notar que I'* = T U C T UT, UTY =
TUTMy A*=AJUAT CAgUA;UA' UG : B=AUA'"UA : B.

0=zt conz ¢ s. Luego, {a\* s}o=Az.{a\* s)t. Mas atn, por (aBs), se tienen T' = A’ —
Ay mpeli(x: A)SPt: A|A;(a: S — B)SL Por h.i. existe una derivacion 7 o\ syt €
I (z: A)SHE a\a/ sht: A| A* tal que IT*; (z: A)SLC (T (z: A)SHUT y A* CAUA'U
o : B. Finalmente, se concluye por (ABs), T, gy, >e I F {a\* sjo: T | A™.

o=pB.ccona# B, a #pBy B ¢s. Luego, a\a/ sjo = upB. a\al sJre. Més atn, por (CONT),
se tiene la derivacion 7. >g¢ ' c| A;(a: S — B)SY (8 : T)SL. Entonces, por h.i. existe otra
derivacion my oy, e I F {a\* sfe [ A% (8 T)St tal que T* C TUT y A% (B:T)S! C
(A;(B:T)SYHUA U’ : B. Luego, se concluye por (ConT), seD* F {a\* sjo| A%

a\* s}o
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o=tz \u| con z ¢ s. Luego, {a\* sho= {a\* s)tlz\ {a\* s)ul. Mas atn, por (suss), se
tienen I' = ToUT; y A = AgUA; con derivaciones m;>gLo; (z: A)SU 1T | Ag; (a: S — B)St
yruDeliFu: Al Ay (a:S— B)St Entonces, por h.i. con Ty ¥ Tu, existen dos derivaciones
T\’ s e Th(z: A)SHE a\ st T|Afyw ' spe e T E a\* sju: A| At tal que
Ly (z: A)SEC (To; (z: A)SHUTY, Ay C AgUA'UQ - B, T C ljlul“’ yAT CALUA'US : B.
Finalmente, se concluye por (SUBSs), Ty /gy, e g UTT F {a \* sjo: T | Aj U A}, Notar que
*=T{uly CToul Ul =TUl" y A* = AJUA; CAUA;UA' U : B=AUA' U : B.

o = [a]t. Luego, {a\* s)o = [/] {a\* s}t :: 5. Mas atn, por (NAME), se tiene (o : S — B)<!

no vacio en m, y la derivacion m > I'=¢: S — B | A;(a: S — B)S!. Por h.i. existe una deriva-
cion Ty ot g e {a\* sjit:S—=B|A™ talque '™ CTUI" y A CAUA' U : B.
Por Lem. C.0.20 (3), Ty q\ar g jps Pe T U - {a \* st s : B| A** UA’. Finalmente, se con-
cluye por (NAME), Ty 0/g), e I F {a \* s}o| A* tomando I'* = T** Ul CTUIL y A* =
A UA 0 :BCAUA' U : B.

o = [B]t con B # . Luego, o\ sho = [B] {a\* s}t. Mas atn, por (NAME), se tiene A =
Ag;B:T con la derivacion 7y e Tt :T | Ag; (8:T)SY; (a2 S — B)S. Por h.i. existe una
derivacion 7y gy e T o \* st : T Af; (8 : T)=" tal que I* CTUT y Ag; (8:T)=" C
(Ag; (B:T)SHUA’ U o : B. Por tltimo, se concluye por (NAME) nuevamente, 7 a\e’sho D€
o\ sho| A* conI* CTUL y A* = Ay 8:T C (Ap;B:T)UAN U/ : B=AUA'U
o : B.

o=c[B\*s] cona#B, o #ByfB¢s Luego, [\ sho={a\* s)c]g\* {a\* s}s -s].
Mas atin, por (REPL), se tiene (o : S — B)=! no vacio en 7,, = ToUT; y A = AgUA; con
me>elogbe|Ag(B:S8 =S — B (a:S—B)Styrg>eliFs' 8| A (a: S — B)SL
Notar que S’ -+ S — B = S'-S — B. Luego, por h.i. con m, y s, existen dos derivaciones
Trawsje e ToE Lo\ she| A5 (8: 8-S = B)Sh y mypargye e TTE {a\¥ s)s' 1 97 [ A
tal que se tienen Ty C ToUTY, A¥;(8:5"-S — B)SL C (Ag;(B:5-S — B)SHUA' U : B,
[T CTiul”y AT € AjUA"UQ : B. Por Lem. C.0.20 (1) con 7 /g, Y s, se tiene la
DelDFUT F a\* s)s - s: 58-S | A} UA’. Finalmente, aplicando (RePL)
CON Ty vt g er S€ cOncluye g nargy, e I F a\* s}o| A* tomando I'* = I UTTUTY C
ToUTUTY=TUTI"y A*=AfUATJUA ¢/ : BCAgUAJUA' UG : B=AUA'"Ud : B.

OZC[[B\B/ slcona#pB,apB,a #Bypf¢s. Luego, se tiene o\ sho= {a\* she[s

a\* sf}s’]. Mas aun, por (REPL), se tienen I' = Ty UT; y A = AgUA;;5": A con las de-
rivaciones . ¢ Do ke | Ag; (B: 8" — A)SH (B A)Styng>e Ty s S | Ay; (B A)SL. Por
h.i. con T, existe una derivacion 7 o >elp - { o \* she| Ay (B: S — A (B : A)S! con
[ CToUT y Ay (B: 8" — A)SL (B A)SEC (Ag;(B: 5 — AL (B ASHUA U : B.
Por h.i. sobre my existe Ty oy e I'T H {a \* s S| A (B AS tal que I C T UL y
A% (B A)SEC (A (B A)SYHUA'UQ : B. Finalmente, se concluye por (REPL), 7 e’ sho>E
I*Fla\* sjo| A* con T* = T UTF C ToUT, U =TUI y A* = AJUAL B - A C
(AgUA;; 8- A)UA' U : B=AUA'UA : B.

o=cB\a] cona#B, o #BypB ¢s Luego, [\ sho = {a\* s}e[8\ s][y\a'] con
4 un nombre fresco. Més atin, por (REN), se tiene (a: S — B)S! no vacio en 7, y la deri-
vacion m. >g T'Fe | A;(B:S — B)SY (a: S — B)S!. Entonces, por h.i. existe una derivacién
ae’spe eI E a\* she| A (B: S = B)S! tal que T** CTULY y A*(3: S — B)S! C
(A;(B:S — B)SY)UA’Ud' : B. Por (REPL) con 74 se obtiene la derivaciéon 7 e’ she[B\rs] P&

derivacion 7 A\ s s s

™
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I ul’+ {«a \al she[B\Y s] | A** UA’;~ : B. Finalmente, se concluye por (Ren), 7 e’ sho D€
I*F{a\* sjo|A* con I* =T** Ul CTUT" y A* = A*UA; o/ : BCAUA U : B.

o=clB\Blcona#B, a#pB,d £BypB¢&s Luego, [a\* sjo = {a\* s)c[8\ 3] Mas
atin, por (REN), se tiene A = Ag; 3" : A y la derivacion 7, >g T'Fc| Ag; (8 : A)SE (B A)SL.
Por h.i. existe una derivacion /g, e I I a\* slie | Ak (B A)SL (B A)S! tal que
I CTUT y AL (B: A)SL (B A)SY C (Ag; (B: A)SL (B A)SY)UA' U @ B. Finalmente,
se concluye por (REN), Ty \ag), >e [ F {a \* sho| A* con I* CT UL y A* = Ay 8 : AC
(Ap; B/ A)UA' U : B=AUA' UK : B.

0o =t-5. Luego, {a\* sjo = {a\* s}t {a\* s}s’. Més atn, por (sTK), se tienen T =
A'S/,F:F()Ul_‘lyA:AoUAl con7rtl>gF0Ft:A|A0yﬂs/bgflks’:S’\Al.Por
h.i. existen my \ar gy, e TG a\Y st A|AY y T ae'sys e TTH a\* s)s’ 0 S| Af tal
que I CToUTY, A CAjUA U : B, T CTH U y AT C Ay UA' U : B. Finalmente,
concluye por (STK) con my j\ar oy ,B>el'g UTT a\* sho:T | At UA%. Notar que I* = T5UI% C
ToU U =TUI"y A*=A{UAT CAJUALUA U : B=AUA'" U : B.

O

Teorema 4.3.2 (Subject Reduction). Sea 0 € Opps. Sim>egl'Fo: T | A yo—,,, 0, entonces existe
el T|A tal que T CT y A’ CA.

Demostracion. Por definicion, o — ,,, o' implica o = 0(l) y o/ = 0(r) con | —, r, x € {dB,dM, S,R}. La
demostraciéon es por inducciéon en 0.

= 0 =[. Luego, se tienen tres casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. dB. Luego, o = L(Az.t)u y o/ = L(t[z \u]). Por (appP) se tienen ' =Ty UT; y A = AgUA,
con T ag.py >elo FL{Azt) : A =T | Aoy mu>el't Fu: A| Ay, Se procede por induccion
en L.

e L =0 Luego, de 7y (x,.4) se tiene 7, >¢ Lo; (2 A)St it T | Ag por (aBs). Se concluye
por (SUBS) con 7 y T, obteniendo 7' >g T t[z \u] : T | A.
o L=L'[y\v] cony ¢ u. Luego, por Lem. 4.3.1, y ¢ dom(I'y). De 7 (x,.4) por (suss) se tie-
nen L'y = THUTY y Ag = AJUAY con iy xgy e Dps (y : B)SPEL (Azt) : A — T | A
y Ty e Iy v : B | Ag. Luego, por (APP) con i/ (xz4) Y Ty Se obtiene 7/ (xz.¢) De
LoUL;(y: B)SYEL (Azt)u: T | Aj U Ay. Por h.i. existe una derivacion s ¢(z\u)) e
I (y: B)S' Ltz \u]) : T | A* tal que T*;(y: B)St C THUTy;(y: B)St y A* C
A{ U A;. Finalmente, se concluye por (sus) con m,, ©' >g IV F L{t[z \u]) : T | A’ con
' =[*UTY CT,UT U, =Ty A’ = A*UAY C AYUALUA, = A.
2. S. Luego, o = tlz \u] y o' = {z \u}t. Por (suss) se tienen ' =ToUT; y A = Ay UA; con
e Lo (x: A)SYHt:T | Agy m el u: A| Ay, Se concluye pues, por Lem. C.0.21,
existe T\t e I Fl{z\ujt : T A" tal que I CToUl =Ty A" CAgUA; = A.

3. dM. Luego, 0 = L{pa.c)u y o' = L{ua’.cfa\* u]) con o un nombre fresco. Por (app) se
tienen I' = Ty UTy y A = Ag U Ay con Tpiua.cy e Do FLipac) : A =T | Ao y 7y g
'y Fu: Al A;. Se procede por induccion en L.

e L = [. Luego, de M (ua.c) se tiene m. >¢ Iy F e | Ay;(a: A— T)=! por (cont). Por
(REPL) con 7. y my se obtiene m 0, >e I'F cfa \* u] | A;a’ : T. Luego, se concluye
por (cont), 7' g I'F pa’.cla\* u] : T | A.
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e L=L'[y\v|] cony ¢ u. Luego, por Lem. 4.3.1, y ¢ dom(I'1). De 7y (,0.c) por (suss) se tie-
nen Iy = TQUIY y Ag = AJUAY con s ua.cy e Th; (v : B)StE L (pave) : A — T | A
y my>el'y v B | Af. Mas atin, por (aPp) con m, se obtiene la derivacion 7/ (,q.c) o >e
ToUT L (y: B)S' F L {(pae)u: T | Ay UA;. Luego, por h.i. existe T (0 cjareu]) €
I (y: B)S'E L {pe .cla\* u]) : T | A* conT*; (y : B)SY C T UTy; (y: B)Sty A* C
I, UT;. Finalmente, se concluye por (suss) con m,, 7' >¢ I F L{pa/.cla \* u]) : T | A’
con T/ =T*UTY CTHUTYUT; =Ty A’ = A*UAL C Ay UAJUA, = A.

0 = . Luego, la regla de reescritura aplicada es necesariamente R, i.e. 0 = ¢« \a/ sy o =

a\a/ sjje. Por (repL) se tienen I' = ToUT; y A = AgUA;;a’ : A con derivaciones 7. >¢
Tolc|Ag(a:S— A (o A)Stya,>eli Fs: S| A (o @ A)SE Luego, se concluye pues,
por Lem. C.0.22, existe 7 e IVF {a\* s)e| A tal que IV C ToUT; =Ty A/ C
AgUA; 0 - A=A,

a\ she

0 = Tu. Luego, o = tuy o = t'u con t —,,, t'. Mas aan, por (app) se tienen I' =
ToUT; yA=AgUAconm e lgbt: A>T | Agy my>e i Fu: Al Ay, Por h.i. exis-
te mp D Lot A= T|Afj con I'y C Ty Aj € Ag. Finalmente, se concluye por (app),
W’Dgf"l—o’:T|A’conI":F6UF1QFOUH:FyA’:AgUAlQAOUAle.

0 =1tT. Luego, o = tuy o = tu con u —,,, v'. Mas atn, por (app) se tienen I' = I’y U Ty
yA=AUA;conm>glgbt: A>T | Aoy mu>eliFu: A| Ay, Por h.i. existe m, g
TFu:A] Al conT} CTyy A} € A;. Finalmente, se concluye por (app), 7' >cI" o : T | A’
conI‘/:FOUF’lgI‘OUFl:I‘yA’:AOUA’lQAOUAle.

0 = Az.T. Luego, 0o = Az.t y o' = Ax.t/ cont —,,, . Mas ain, por (aBs) se tiene T'= A — B con
m e (x: A)STEt: B| A, Por h.i. existe my g IV; (v : A)ST -t B A’ con IV (w: A)St C
[;(z: A)S! y A’ C A. Finalmente, se concluye por (aBs), 7’ >g IV o :T|A’ conI” C Ty
A’ C A.

0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy o = pa.c’ con ¢ —,,, ¢. Mas atn, por (conT) se tiene 7, ¢
I'kc|A;(a:T)Sh Por h.i. existe una derivacion 7 >g IV ¢/ | Al (a:T)St con IV C Ty
A';(a: T)SY C A; (o : T)S!. Finalmente, se concluye por (cont), n'>glV 0o : T | A’ conT! C T
y A" CA.

0 = T[z \ u]. Luego, 0 = t[z \u] y o/ = t/[z \u] con t —,,, . Mas atn, por (suss), ' =Ty UT;
vyA =A)UA; con mp e Tos(x: A)STEt:T|Agy mu e i Fu: A| Ay, Por h.i. existe
7y e Ths(x: A)SYE T | Ay con Tp; (z: A)SE C Ty y Al (x: A)S C Ag. Finalmente, se
concluye por (sus), @' g IVF o :T| A con IV =Ty U CToUl =Ty A’ =AjUA; C
AgUA; = A.

0 = t[x \ T|. Luego, 0 = t[z \u] y o’ = t[x \v/| con u —,,, v'. Mas ain, por (suss) se tienen
IF=ToUl1 yA=AqUA; con m g lo;(x: A)SIHt:T|Agy my>e Ty Fu: Al Ay Por
h.i. existe Ty e i Fu' : A| A} con Ty C Ty y A} € Ay. Finalmente, se concluye por (suss),
W’Dgr/l_O/ZT|A/ COHF/:F()UF,l QF()UFl:FyA/:A()UAll CAgUA =A.

0 = [a] T. Luego, 0o = [a] t y o' = [a]t’ cont —,,, t'. Mas atn, por (NAME) se tiene A = Ag;a: A
con m e Lt Al Ag;(a: A)SL Por hii. existe mpy e I'F 't A| Al (a: A)Stcon IV C Ty
Al (a: A)SE C Ag; (o A)SE. Se concluye por (NaME), ' g IV Fo : T | Aj;a: Acon IV C T
yA' =Aja: ACAgya: A=A

0 = cla\* s]. Luego, 0 = c[a\* s] y o = ¢/[a\* 5] con ¢ —,,, ¢. Més atn, por (REPL)
setienen ' = Ty UT; y A = AgUA ;0" 1 A con e >e Do e | Ag;(a: S — A)S (of : A)S!
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yms e D1 b s: Al Ay (a0 A)SE Por hai. existe mo e Ty ¢ | Ay (a2 S — A)SY (o @ A)SE
con 'y C Ty y Ap;(a:S— A)Sh (o A)S C Ag;(a: S — A)SL (o : A)SL Finalmente, se
concluye por (RePL), T'>elV F o' : T | A’ conTV =T(Ul'y CTyUT; =Ty A’ = AfUA ;0" 1 AC
AgUA;a) : A=A,

0 = c¢fa \* 8]. Luego, 0 = cfa\* s] y o = c[a\* §'] con s —,,, s'. Mas atn, por (REPL)
setienen T =g Ul y A =AgUA;;0/ i Acon . e Dok c| Ag;(a: S — A)Sh (o : A)St y
ms>el1Fs: A Ay (e @ A)SL Por h.i. existe una derivacion mg >g T s’ 0 A | Al (of @ A)S?
con Iy € I'y y Aj;(af : A)SY C Ag;(of : A)SL. Finalmente, se concluye por (REPL), 7' >g¢
IFo :T|A con los contextos IV = ToUT) C TouUT; =Ty A = AgUA;;0/ A C
AOUAl;o/:A:A.

0 = Cla\ f]. Luego, o = cla\ ] y o = a\f] con ¢ —,,, ¢. Mas atn, por (REN) se tiene
A=Ay B:Acon m.>e T Fcl|Ag;(a: A)SL(B: A)SL Por h.i. existe una derivacién . >g
I'Ec | AL (a: A)SH(B: At econT! CTy A (a: A)SL (B A)SEC Ag; (o A)SE (B A)SL
Finalmente, se concluye por (RenN), @’ >g I"F o' :T|A" con IV C T'y A" = A;;8: A C
Ag;B: A=A

0=T-s Luego, 0o =t -syo =t -scont —,, t'. Mis ain, por (STK) se tienen T" =
A-S, T =TogUT1 y A =AgUA; con m g Togbt:A|Agy ms>el1Fs:S| A Por
h.i. existe my e Tt A Af con Ty C Ty y Aj C Ag. Finalmente, se concluye por (sTk),
W’DgF’l—o’:T|A'conF’:FéUFlQFOUFleyA’:A6UA1QAOUAle.

0=1t-S. Luego, 0o =t-sy o =1t-s cons —,, ¢ Mas ain, por (STK) se tienen T =
A'S, ' =Touly yA = Ag U A; con WthroFtIA|AO y7Ts\>gF1FSSS|A1. Por
h.i. existe g >g I F s 0 S| A} con Iy C Ty y A} € A;. Finalmente, se concluye por (sTk),
7T/>5FI|—O/IT|A/COHF/:F0UF’1g].—‘()U].—‘l:FyA/:A()UA/lngUAle.

O

Lema C.0.23 (Renaming). Sea m,i>¢l' o0 : T | A; (o : B)SY. Luego, eviste una derivacion w a\BloDe
L'k {a\Blo:T|AU(B:B)=!.

Demostracion. Por inducciéon en o.

o =z. Luego, {a\Blo =0y el resultado es inmediato con (a : B)<! y (3 : B)S! ambos vacios.

o = tu. Luego, {a\f}o = {a\f}t{a\B}u. Mas ain, por (app) se tienen I' = To UT; y
A=AgUAconm>elogbt:A=T|Ag;(a:B)S' ymy>e i Fu:A|Ag;(a: B)SL. Por
h.i. con Ty y m,, existen dos derivaciones T \g;¢ e Lo {a\Bjt: A= T [AgU(B: B)Sly
Tiagiu e M1 {a\Blu: Al A U(B: B)<!. Finalmente, se concluye por (App), 7 a\Blo €
Tyul'; B a\ﬁ 0:T|A0UA1U(B:B)S1.

o = Az.t. Luego, {a\B}o = Ax.{a\B}t. Mas ain, por (aBs) se tiene T = A — A’ con la
derivacion m >¢ T (z: A)STEt: A | A; (o : B)SY. Por h.i. existe una derivacion a5y g
I;(z: A)SPE {a\ Bt : A'| AU (B : B)S'. Finalmente, se concluye aplicando (aABS), T(a\g}0 >
I't{a\Blo:T|AU(B:B)St.

0= py.ccony#ayvy# S Luego, {a\B}o = py.{a\B}c. Mas ain, por (conT) se tiene
e Ec| Ay (y: T)SY (o B)SE Por hoi. existe ma\ge e T Fe| (A;(y: T)SHU(B: B)SL
Finalmente, se concluye por (coNT), T a\gj0 >e I'F {a\Bjo: T |AU(B: B)=st.
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= 0 =tz \u]. Luego, {a\f}o= {a\B}t[z\{a\F}u]. Mas atn, por (suss) se tienen I = T'o UT
yA=AgUA; con melo;(z: A)STHt:T | Ags(a: B)Stymu>eliFu: A Ay (a: B)S
Por h.i. existen derivaciones 745, >¢ To; (2 AL {a\BJ1t: T | AgU(B:B)Styn a\Blule
'y -{a\Blu:A| A U(B: B)S! Finalmente, se concluye con (sus) entre 7 a\B1t Y Ta\B}us
Tia\Blo e ToUT1 F {a\ o:T|AgUAU(B: B)SL.

= 0 = [a]t. Luego, {a\B}o = [B] {a\B}t. Mas atn, por (NaME), (a: B)S! es no vacio en 7,
y m e THt:B|A;(a: B)Sh Por h.i. existe mq\g: e T'F {a\B}t: B|AU(B: B)<t Se
concluye por (NAME), con Ta\gj, >e ' {a\Bjo: T |AUS: B.

= 0 = [y]t con v # «. Luego, {a\fB}o = [y]{a\B}t. Mas ain, por (NAME), se tiene A =
Ag;v: A con la derivacion m; >g Tt : A | Ag; (7 : A)S; (a2 B)St. Por h.i. existe una deriva-
cion mi\ge>el F {a\ Bt A| (Ao (7: A)SHuy (ﬂ B)<!. Finalmente, se concluye por (NAME),
Tiaglo>e T F{a\Blo: T |AU(B: B)<.

= 0=c[y\*s] con a#~vyy B #. Luego, (a\Blo={a\Bc[y\’ {a\B]}s]. Mas atn, por (REPL),
setiene ' = ToUT; y A = AgUA; v (a: B)S! no vacio en 7, con las derivaciones 7. >¢
TokelAo;(y:S— B)Sth(a:B)Styny>eli Fs: S| Ap;(a: B)SL. Entoncens, por h.i. con
Te y s, existen dos derivaciones m a\g)c e o b {a\Blc| (Ao; (v: S — B)SHU(B: B)St y
Tia\gys Pe T {a\Bis: S |ALU(B: B)=!. Finalmente, se concluye por (REPL), 7 a\Blo P>€
'F{a\Blo:T|AUB:B.

no=cly\ s| cona 7 a#9, B #7 Luego, (a\Blo = {a\Blc[y\V {a\B}s]. Mas
aun, por (REPL), se tienen contextos I' = g UT1y A = AgUAq;9” : A con derivaciones 7. [>¢
TolFc|Ag(v:8—= AL (Y A (a: B)Stya,eli Fs: S| Ay (7 2 A)SY (a: B)SL. Por
h.i. existen m o\g)c e To b {a\Blc| (Ao (v: S = A)SL (Y ASHU(B: B)St y miag)s Be
Iy E{a\B}s: S| (A (v - A=) U (B : B)=. Finalmente, se concluye por (REPL), T a\5}0 ¢
I't{a\Blo:T|AU(B:B)<t.

s o =cly\al cona # 7y B # v Luego, {a\Blo = {a\Blcly\ . Mas atn, por (mew),
(a B)<1 es no vacio en m, y m. g ['Fc| A;( B)<1 (ov: B)St. Por h.i. existe T q\g)c D¢
't {a\Blc| (A;(y: B)SHu(B: B)Sh. Flnalmente se concluye aplicando (REN), 7 a\8}0 D¢
'k {a\Blo: T|AUﬁ:B.

o=y \/) cona £ 5, a £, B £ Luego, (a\Blo = (a\Blelr ' (a\Bs]
(REN), se tiene A = Ag; ' : A con una derivacion m.>cI' F ¢ | Ag; (v A) ('  A)
Por h.i. existe otra derivacion m g, e T'F {a\Blc| (Ag; (v: A)=? (fy A)Sl
Finalmente, se concluye por (REN), T(a\gj0 e I F {a\Blo: T |AU(B: B)<L.

Mas atun, por
<1
)u

H(a: B)SL
(B B)Sl-

= 0=t-s. Luego, {a\ B}o={a\B}t-{a\B}s. Mas ain, por (stk) se tienen T'= A-S, ' =T UT,
y A = AgUA; con derivaciones m>g gt : A | Ag;(a: B)Styme>ely Fs: S | Ag;(a: B)St.
Entonces, por h.i. con 7y y 7, existen derivaciones 7 q\gy: > To - {a\Bit: A| AgU (B : B)=t
Y Tiags e i {a\Bls: S| ALU(SB: B)=!. Finalmente, se concluye por (sTK), 7 a\Blo €
FOUFl - OJ\B OIT|A0UA1U(ﬁiB)S1.

O

Lema C.0.24 (Anti-Renaming). Sea 7(q\5,0>e T F {0\ B}o: T | AU(B: B)S!. Luego, existe m, >¢
I'o:T|A;(a: B)S.
Demostracion. Por induccién en o.

= 0=1x. Luego, {a\B}o =0y el resultado es inmediato con (a : B)S! y (8 : B)S! ambos vacios.
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o = tu. Luego, {a\f}o = {a\B}t{a\F}lu. Mas atn, por (appP) se tienen contextos I' =
LoUTy y A = AgUA; con derivaciones 7o\, >¢ [o F {a\ S t:A—=T|AyU(B:B)<!
Y Ta\gu Pe D1 {a\Blu: A A U(B: B)<!. Entonces, por h.i. existen derivaciones m; >g
ToFt:A—=T|Ap(a:B)St y my>e D1 Fu: A| Ay (a: B)SL. Finalmente, se concluye por
(app), To e TgUT1 Fo: T | AgUAy;(a: B)St.

o = Ax.t. Luego, {a\ B}o = Az.[a\ B}t. Mas atin, por (aBs) se tiene T' = A — A’ con m ,\5):>¢
[;(z: A)SHE {a\Bit: A | AU(B: B)SL. Por h.i. existe m>el; (z: A)ST ¢ A | A; (a: B)Sh
Se concluye por (aBs), T, >g¢ ['Fo:T | A;(a: B)Sh

0= py.ccony #ayy# . Luego, {a\B}lo = py.{a\S}c. Mas atn, por (conT) se tiene
TiagrePe D E el (A (y:T)SH) U (B : B)S. Por hai. existe m.>e T Fc| A; (v : T)Sh; (o : B)SL
Se concluye por (conT), T, e I'Fo: T | A;(a: B)SL.

o = t[z\u|. Luego, {a\ B}o = {a\ B}t[z\{a\ B }u]. Mas atin, por (suss) se tienen contextos I' =
LoUT; y A =A¢UA; con derivaciones 7\, e To; (1 A)STE {a\B1t: T [ AgU (B : B)S!
Y Ta\gu e L1 {a\Blu: A A U(B: B)<!. Entonces, por h.i. existen derivaciones m; >¢
To;(z: A)SPHt:T | Ag;(a: B)St y m, > Ty Fu: A Ag;(a: B)St. Finalmente, se concluye
por (suBs), mo > ToUT1 Fo: T | AgUAy; (a: B)St.

o = [a]t. Luego, {a\B}o = [B] {a\B}t. Mas atin, por (NaMmE), se tiene (3: B)S! no vacio
en T \g)0 ¥ la derivacion 7 g1 e I'F {a\Bjt: B|AU(B: B)<!. Entonces, por h.i. existe
una derivacion m; ¢ I'Ft: B | A; (o : B)S!. Finalmente, se concluye por (NAME), con 7, >¢
'Fo:T|A;a: B.

0= [v]t con v # . Luego, {a\ B}o=[y] {a\F}t. Mas atin, por (NAME), se tiene A = Ag;v: A
con la derivacion m g > T F {a\ B}t : A | (Ag; (v : A)S') U (B : B)='. Entonces, por h.i. exis-
te una derivacion m >g D't : A | Ag; (v : A)SY; (o : B)St. Finalmente, se concluye por (NAME),

To>elFo:T|A;(a: B)St.

0o =c[y\*s] cona #~vy B # 7 Luego, {a\Blo = [a\Blc[y \®? {a\pB}s]. Mas atn,
por (REPL), se tienen contextos I' = ToUT; y A = Ag U A; con (B:B)S! no vacio en
T ansyo ¥ derivaciones mo\g)c e To b {a\ Blc| (Ao; (v: S — B)SHYU(B:B)Sly miag)s De
L1k {a\B}s: S| AU (B: B)St Por hi. existen m.>g To b c | Ag; (v: S — B)SY (a: B)Sty
s> 1 Fs: S| Ap;(a: B)S. Finalmente, se concluye por (RepL), T, >e ' o:T | Aja: B.

0 =cly\ s| cona#v a#9, B # 7 Luego, {a\Blo = {a\Blc[y\V {a\B}s]. Mas
aun, por (RepL), por las hipotesis se tienen contextos ' = ToUT; y A = AgUA1;7 : A con
derivaciones m(\g)c e Do {a\Blc| (Ao; (v: S = A)SL (v : ASH U (B: B)St y Tiag)s Be
[y -{a\B}s: S| (A (v A)SH) U (B : B)S!. Entonces, por h.i. existen dos derivaciones 7. > ¢
Tobe|Ag(v:S— AL (Y A (a:B)Stymg>eli Fs: S| Ay (7 2 A)SY (o B)SL. Fi-
nalmente, se concluye por (RepL), T, >¢ I'Fo: T | A;(a: B)St.

o =cy\a] cona # vy B # v Luego, {a\B}o = {a\B}c[y\ B]. Mas atn, por (REN),
(B:B)=! es no vacio en m, y ma\g1c e T F {a\ Ble | (A;(y: B)SY) U (B : B)<!. Por h.i. existe
me>el Fel| A;(y: B)S; (a: B)S!. Finalmente, se concluye por (REN), o>l Fo: T | A;a: B.

0 =cly\y]cona#7 a#q, B # 7 Luego, (a\Blo = {a\Blc[y " {a\B}s]. Mas
atin, por (REN), por las hipotesis se tiene el contexto A = Ag;v' : A con la derivacion 7 4\5. >¢
T {a\Blc| (Ag;(y: A)SL (7 2 A)SH) U (B : B)St. Entonces, por h.i. existe la derivacion m > ¢
Lkec|Ag(y:A)Sh (Y A)SL (a: B)St Se concluye pos (REN), To g T'Fo: T | A;(a: B)SL.



= t-s. Luego, {a\B}o = {a\B}t - {a\P}s. Mas atn, por (stk) se tienen T = A - S,

0
' =TouUIl't y A = A¢gUA; con derivaciones m(q\gy¢ > Lo - {a\Bit: A AgU(B: B)Sty
Tiags e L1 F {a\Bls: S| AL U(B: B)S'. Por h.i. existen my >g Do Ft: A| Ag; (a: B)St y
ms>el1 Fs:8 | Ay;(a: B)St. Se concluye por (sTk), To>eloUT 1 Fo: T | AgUAy; (a: B)S!

O

Lema 4.3.3. Sea0€0,,. Sin>glFo:T|A yoc~, d, entonces existe v’ >g -0 : T | A'.

Demostracion. La prueba es por induccién en o ~, o'. Por definicién esto implica verificar cuatro
condiciones: reflexividad, transitividad, simetria y congruencia (i.e. clausura por contextos):

Reflexividad Luego, o' = o por lo que el resultado es inmediato.

Transitividad Luego, existe p € Oy, tal que 0o ~, p y p =~ o'. Por h.i. con o ~, p existe T, >¢
I'kp: T | A*. Mas atn, por h.i. nuevamente, ahora con p ~, o', existe 7/ >¢ '+ 0 : T | A’ por
lo que se concluye.

Simetria/Congruencia La simetria y congruencia se demuestran simultaneamente por induccion en
el contexto de clausura 0 tal que o = 0(p) y o' = 0(p/) con p ~,, p’, donde ~,, es una regla de
la Fig. 4.10.

s 0 = 0. Luego, 0 = p ~,, p' = o’. Mas aun, los objetos son necesariamente términos. Se
analiza la regla aplicada:

o ~, . Luego, o = Az Ayt)uy o = Ay.(Az.t)u con y ¢ u. Mas atn, de 7 se tienen
T=A =BT =TyUl'yA=AqUA; conm>elp;(z: A (y: AVSUEt:B| Ag
y el Fu: Al Ay Por Lem. 4.3.1, se tiene y ¢ dom(I'y). Luego, por (aBs) con
7 se deriva >g¢ Do; (y: A)SUE Aat: A — B | Ag. Entonces, por (app) con m,, D>g
[;(y: A)St - (Aa.t)u : B | A. Por tltimo, se concluye por (aBs) nuevamente, 7' [>¢
I'ko : T | A. El caso simétrico es analogo.

o ~, . Luego, 0o = (Az.tv)uy o = (Azt)uv con z ¢ v. Mas aun, de 7 se tienen T' =
ToUT1 Ul y A = AgUA;UA; con derivaciones m>¢ To; (2 : A)STHt: B — T | Ay,
e TiFu:A| Ay y my>eTobv: B| Ag. Por Lem. 4.3.1, se tiene 2 ¢ dom(T's).
Luego, por (aBs) con my se deriva >g Lok Az.t: A— B — T |Ap. Por (app) con
Ty, e LoUTF (Azt)u: B—T|AgUA; y se concluye por (ApP) con 7, 7' D>g
'k o :T|A. El caso simétrico es analogo.

o ~,.. Luego, 0 = (Az.uf.[a]t)u y o = pp.la](Axt)u con f ¢ u. Mas atn, de =
se tienen los contextos I' = To UT; y A = AgUAy;(a:T)S! con las derivaciones
m e loy(z: A)St T | Ag;(a:T)SL(B: TS ymu e T Fu: A Ay (a: T)Sh
Por Lem. 4.3.1, se tiene 8 ¢ dom(Ay). Entonces, aplicando (aBs) con 7, se deriva

>e o Azt A =T | Ag;(a: T)<1 (B:T)S!. Luego, aplicando (APP) con m,, g
'zt u:T|A; (a:T)SY(3:T)S! Fmalmente se concluye por (NAME) y (CONT),
7' >egT'Fo : T | A. El caso simétrico es anélogo.

s 0 = [@. Luego, 0 = p ~,, p’ = 0. Méas atn, los objetos son necesariamente comandos. Se
analiza la regla aplicada:

o ~,.. Luego, o = [/] (pa.[f'] (uB.c)v)u y o = [B](pB.[¢/] (pa.c)u)v con a & wv,

B & wu B # & ya # f. Mais atun, de 7 por las hipotesis se tienen los contex-

tos ' = ToUT1 UT2 y A = (AgUA; UAg); (o : BUBS': B') con una derivacion

7. g ToFe| Ag; (o : B)STU (B : B')SY (a: A— B)SL (B A” — B')St, otra deri-

vacion 7, >e I Fu: A Ay (o : B)STU (B : B')S!, y una tltima derivacion m, >g
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TobFv: A | Ay (o : B)STU (B : B')S!, para ¢, u y v respectivamente. Por Lem. 4.3.1,
se tiene o ¢ dom(Ag) y B ¢ dom(A;). Luego, aplicando (conT) con 7., se deriva >g
ToFpa.c: A— B|Ag; (o : B)STU (B : B)SL;(B: A' — B')S! y, por (app) con m,
se tiene >g Do UT F (ua.c)u: B | AgUAy; (o : B)StU (8 : B)SL(B: A' — B)Sth
Mas aun, aplicando (NAME) con el nombre o’ seguida de (conT) con 3, se obtiene

>e Do UT F uBfd] (pac)u: A = B' | AgU Ay’ : BU (B : B))<!. Por (app) con
Ty, e LoUT Ul - (uB.[e] (pac)u)v: B' | AgUAL UAg;e’ : BU(B': B')S!. Fi-
nalmente, se concluye por (NaAME), ' >¢ T'F o' : T' | A. El caso simétrico es anélogo.

o =y, Tuego, 0 = [o/] (uo[F] Ay-pBc)u y o = (8] Ay-uB.lo’] (uecc) u con y & u, B ¢ v,
B #d ya# (. Mas atn, de m por las hipotesis se tienen los contextos I' = I'g U Ty
yA=(AgUAy);(e/ : BUS : A — B’) con una derivaciéon para el comando ¢, 7, >¢
To;(y: AN)St e | Ags (o : B)STU (B 1 A" = B)SY (a: A— B)SH(8: B)S!, y otra
para el término u, 7, >g L1 Fu: A| Ay (o : B)StU (8 : A — B’)St Por Lem. 4.3.1,
se tiene y, 8 ¢ dom(A;). Entonces, aplicando (conT) con 7., se obtiene la derivacion

>e Lo;(y: A)SH - pac: A= B Ag; (o : B)STU (B A' — B)SL (8 : B)SL. Lue-
go, basta aplicar la regla (app) con la derivacién anterior y m, para obtener [>¢
ToUTy;(y: A)SUE (pae)u: Bl AgUA; (o - B)Stu (B8 : A — B)SH(B: B)SL A
su vez, aplicando (NAME) con el nombre o/ seguida de (conT) con 3, se tiene [>g
To; (y: A)SE pBo/] (ma.c)u: B' | AgUAg;a : BU (B : A — B')S1. Entonces, por
(aBs), e ToUT: F Ay.uB.lo/] (pac)u: A — B' | AgU A0 : BU(B': A” — B')Sth
Finalmente, se concluye por (NaME), 7’ >¢ I' 0o’ : T'| A. El caso simétrico es analogo.

o ~, . Luego, 0o = [&/] A\z.pc.[B'| Ay.uB.c y o = [B') A\y.up.lo/] Ax.pa.c con B # oy
a # /. Mas aun, de 7 se tiene el contexto A = Ag;a’ : A— BUS : A — B’ con w.>¢
[;(z: ASY(y: A)S e | Ags (o : A— B)SLU (B 1 A — B)<Y (a: B)SY (B : B)SL.
Por (cont), (aBS) y (NAME) sobre «, x y o respectivamente, se obtiene la deriva-
cion m. >g I (y: A)SE [of] Avpae | Ag;e : A— BU (B : A' — B')<Y (B : B')Sh
Asi mismo, aplicando la misma secuencia de reglas con 3, y y 3’ respectivamente se
concluye, 7' >¢ ' o' : T'| A. El caso simétrico es analogo.

o ~, . Luego, 0 = [flua.cy o = {a\f}c. Méas atn, de 7 se tiene A = Ag;5: Ay
la derivacién 7. >g T'F e | Ag; (a2 A)S1; (B : A)SL. Luego, concluye por Lem. C.0.23
con 7' >e I'F {a\Blc| AgU(B: A)SL. Para el caso simétrico, se tiene o = {a'\ B}c
y o = [pa.c|B. De A = Ag U (B: A=t por Lem. C.0.24, se obtiene la deriva-
cion m. >¢ I'F ¢ | Ag; (o : A)S!. Finalmente, se concluye por (NAME) y (CONT), 7/ >¢
I'Fo | AgUpB: A. Notar que a ¢ fn(o) implica o ¢ dom(Ag) € dom(A), por Lem. 4.3.1.

o ~, . Luego, o = pa.la]t y o/ =t con a ¢ t. Méas atn, de 7 se tiene la derivacion
el Ft:T|A;(a:T)Sty, por Lem. 4.3.1, a ¢ dom(A; (a : T)=1). Luego, se concluye
7' >eT'Fo : T | A. El caso simétrico es anélogo.

= 0 =Tu. Luego, o =tuy o =t'u cont ~, t'. Mas aun, por (app) se tienen I' = I'g U T
y A = AgU A con m g Fol_tA—>T|AQ y Ty B¢ F1|_UA|A1 Por h.i. existe
mp e Dot/ : A— T | Af. Finalmente, se concluye por (app), 7’ >g I'F o' : T | A’ con
A" = AjUA;. El caso simétrico es analogo.

s 0=1¢T. Luego, o =tu y o =tu' con u ~, u'. Mas aun, por (app) se tienen I = T'o U T
yA =AgUA; con g Tobt: A>T | Ay mue i bu: A] Ay, Por h.i. existe
T g Ty F o’ : A | Al. Finalmente, se concluye por (app), 7’ >gT'F o' : T | A’ con A’ =
A U A]. El caso simétrico es analogo.

= 0= M\z.T. Luego, o = A\z.t y o’ = Az.t’ con t ~, t'. M4s aun, por (aBs) se tiene T = A — B
con m>el; (z: A)St -t : B | A. Por h.i. existe mp >¢ T (z 2 A)ST ¢ : B | A'. Finalmente,
se concluye por (aBs), 7' >¢ 'k o : T | A’. El caso simétrico es anilogo.
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= 0 = pa.C. Luego, o = pa.cy o = pa.d con ¢ ~, ¢. Mas aun, por (CONT) se tiene
m.>el e | A;(a: T)SE Por hai. existe ma>g T ¢ | A’s (a2 T)S1. Se concluye por (conT),
7' >eT'Fo T | AL El caso simétrico es analogo.

= 0 = [a]T. Luego, o = [a]t y o = [a]t' con t ~, t'. Mas atn, por (NAME) se tiene A =
Ag;a: Acon et A| Ag;(a: A)SE Por hi. existe mp e Dt 0 A | Al (a2 A)SE
Se concluye por (NAME), ' g I'F o' : T | A" con A’ = Af;a: A. El caso simétrico es

analogo.
O

Traduccién a proof-nets

09 3 1a polarized proof-net resultante de

Ozy A

Dados o € Opps tipado, y variables z e y, se denota (m,)
agregar un nodo de contraccion entre entre los hilos z e y si x,y € fv(o). De lo contrario (m,)

(770)0. Anéalogamente para nombres « y 3 respectivamente. Notar que en particular, dado un comando

¢, resulta (m)" P = (Wc[a\ﬁ])0~

Lema C.0.25. Sea 0 € Opps tipado. Luego, (mz\, )’ = (7)Y y ( a\8 00 = ()P,

Demostracion. Por induccién en o.

= 0=2x. Luego, {x \y}o=y. Mas aun, y ¢ fv(o), por lo que se tiene

AN a=a

AQL Ao AQL Ao
(T (zvg10)” = = = (mo) 0"
Y x
?24°" 74°"
= 0 = z # x. Luego, {z \y}o = z. El resultado es inmediato por reflexividad de =, dado que

z ¢ fv(o) implica (7)™ = (m,)° por definicion. El caso para o'y 3 es anslogo.

» 0 =tu.Luego, {x \y}o= {z\y}t{z\y}u. Por h.i setienen (7, D0 = @)oYy (n 2\u )0 =

(Wu)o’x’y. Se ilustra unicamente el caso donde =,y € fv(t) y z,y € fv(u). Les restantes combina-
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Cer i
[ Y]
A A
Y
A
\%
2419 B°
— @
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ciones resultan en PPNs mas simples. Luego, se tiene

El caso para o y 8 es analogo.

= o= Aztconz#xyz#y. Luego, {x\yjo= Az.{x \y|t. Por h.i. se tiene (7, )0 = (m) 4™,
Se ilustra unicamente el caso donde z,y € fv(t). Les restantes combinaciones resultan en PPNs
mas simples. Luego, se tiene
(o ]
()]

z) Yy J7 z‘ Yy

(

\Y
1 o 10 ol o 0 10
(T (2\y SO = ATt BS AT - o4t B e
24°" 9 B° 24°" 9 B° A

El caso para . y 8 es analogo.

" 0= py.ccony # ayy# B Luego, {a\Blo = wy.{a\B}c. Por h.i. se tiene (m ,\g C)O =
(WC)O’O"ﬂ . Se ilustra Gnicamente el caso donde «, 3,7 € fn(c). Les restantes combinaciones resul-
tan en PPNs mas simples. Luego, se tiene

)0

(7T a\Ble

El caso para = e y es analogo.
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= 0 =tlz\u] con z # xy z # y. Luego, {z\ylo = {z\y}t[z \ {z \y}u]. Por h.i. se tienen
Ta\y D0 = ()" y (n s\u )% = (1), Se ilustra tnicamente el caso donde z,y € fv(t)
y x,y € fv(u). Les restantes combinaciones resultan en PPNs més simples. Luego, se tiene

o e E

3
13
—
<
>
<
Il
&
.
S
\ <o
Q:Q
|
il
o
<
s T
ot
B
%D 3
=
<o
|
\; >0 : :\
DE 1
<o 1
b\ 1
< I
I
3
S
<
8
<

0 &3
A° opot 4 14° 4
. ) J
A A
y (%j
A’ y
A°

El caso para a y 5 es anélogo.

» 0 = [a]t. Luego, {a\B}o = [B] {a\B}t. Por h.i. se tiene (7 4\g )¢ = (m)%*”. Se ilustra
unicamente el caso donde «, 3,7 € fn(t). Les restantes combinaciones resultan en PPNs mas

simples. Luego, se tiene
Cor ) (o)
«

BT voal
A° A° A° A°
Kg Tg ’
(Ta\g)0)° = 3 = q = ()P
A° A° A° A°
jﬂ? W
A° A°

= 0 =[]t con v # a. Luego, {a\B}o = [B] {a\B]|t. Por h.i. se tiene (7;,\s )% = ()% Se
ilustra tnicamente el caso donde «, 8,7 € fn(t). Les restantes combinaciones resultan en PPNs
mas simples. Luego, se tiene

El caso para x e y es analogo.
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a\Blo

)<>
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=0 =c[y\*s] cony #ay~y # B Luego, (a\Blo = ({a\B}c)[y\® {a\B}s]. Por h.i. se
tienen (7 \g D% = )y (& a\8 )¢ = (7). Se ilustra tinicamente el caso donde

a,B,v € fn(c) y a, B € fn(s). Les restantes combinaciones resultan en PPNs mas simples. Luego,
se tiene

s o=c[y\Vs]cony#a,v#Byd#a. Luego, {a\B}o= ({a\Blc)[y\ {a\pB}s]. Por h.i. se
tienen (7(q\g DY = 1)y (n a3 ) = (1) Se ilustra tnicamente el caso donde
a,B,7,0 € fn(c), a, B € fn(s) y 0 ¢ fn(s) con § # . Les restantes combinaciones resultan en
PPNs similares o mas simples. Luego, se tiene

(me)° j [ ()5, ] 5| ol 8l @ l a
a‘ /):4‘” 90 L aA‘” Z‘” (S=B)° (5B

CQ
1
w
ET;
1
]
Ed
1l
[os}
<
>
<
S
<o
[os]
<
S
<o

El caso para x e y es analogo.

= cfy\al. con v # ay v # B. Luego, {a\B}o = ({a\B}c)[y \ B]. Por h.i. se tiene

0
(Tra\8 c)<> = (wc)o’a’ﬁ. Se ilustra unicamente el caso donde «, 5,7 € fn(c). Les restantes combi-

A

_ (%)O,aﬁ
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naciones resultan en PPNs mas simples. Luego, se tiene

m 0o=c[y\d] cony #a v#pLyd# a Luego, {a\B}o = ({a\B}c)[y\d]. Por h.i. se tienen
(Tia\g c)<> = (7e) @8 Qe ilustra tnicamente el caso donde a,f,7,6 € fn(c) con 6 # . Les
restantes combinaciones resultan en PPNs similares o mas simples. Luego, se tiene

reduce a una PPN estructuralmente equivalente a (m o\u O)O.

Demostracion. Por una simple inducciéon en o usando la Def 4.4.2.

O

Lema C.0.27 (Replacement). Sean o,s € Caps tipados con s un stack tal que fn(o)Nfn(s) = 0. Luego,

(m0)° (ms) %
(@) v o
(S — B)® (S— Bt B°

!@_)

reduce a una PPN estructuralmente equivalente a (m )’

a\¥s}e
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Demostracion. Por una simple inducciéon en o usando la Def 4.4.2.

O

Teorema 4.4.3 (Simulacion). Sean o,p € Oaps tipados. St 0 =y, P Y T, Tp son las derivaciones de
tipos relacionadas correspondientes, entonces (770)‘ —ppy (7‘(;0)’.

Demostracion. Por una simple induccién en o apelando a los Lem. C.0.25, C.0.26 y C.0.27.

Reducciéon meaningful para AM-calculo

Para demostrar la normalizacion fuerte de la relacion de reducciéon canonica es preciso introducir
una serie de medidas sobre objetos del AM-calculo. En primer lugar se define el tamanio de un objeto
como:

sz(zr) = 1 .
sz(tu) = sz sz(u sz([a]t) = sz(t) +1

sz()\(;tg = szg; Tl sz(cfa\* s]) £ sz(c) +sz(s) + 1
sz(pa.c) = sz(c) + sz(cla\ B]) f sz(c) +1

sz(tlz \u]) £ sz(t) + sz( )+1 sz(t-s) = sz(t) +sz(s) +1

La nocién de tamafo se extiende a contextos definiendo sz((J) £ sz(m) = 0, de modo que sz(0(0)) =

sz(0) + sz(o).
Lema C.0.28. Sea 0 € Oppr. Si 0o —¢ 0, entonces sz(0) > sz(o').

Demostracion. Por definicion, o —, o’ implica o = 0(l) y o’ = 0(r) con l —, r, x € {dB,dM,N,P,W}. La
demostraciéon es por inducciéon en 0.

= 0 = [. Luego, se tienen dos casos posibles segin la regla de reescritura aplicada al reducir.
1. dB. Luego, 0 = L{Az.t)u y o/ = L{t[z \u]). Se concluye dado que sz(o) = sz(L) + (sz(t) +
1) +sz(u) + 1 > sz(L) + sz(t) + sz(u) + 1 = sz(o').
2. dM. Luego, 0 = L{pa.c)uy o = L{uc/ .c[a\* u]) con o/ un nombre fresco. Se concluye dado
que sz(0) = sz(L) + (sz(c) +1) +sz(u) + 1 = sz(L) + (sz(c) + sz(u) + 1) + 1 = sz(0").

= 0 = [@. Luego, se tienen tres casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. N. Luego, o = LC([a] t)[a \* s] y o' = LCC([a/]t :: s). Mas atin, se tiene sz(t :: s) = sz(t) +
sz(s)+1. Se concluye dado que sz(0) = ( z(LCC) + ( 2(t)+1)) +sz(s)+1 = sz(LCC) + ((sz(t) +
sz(s)+ 1)+ 1) = sz(o).

2. P. Luego, 0 = LCC(c[B \* s'])[a\* 5] y o’ = LCC(c[B\* & - s]). Se concluye dado que sz(o) =
(sz(LCC) + (sz(c) +sz(s")+1)) +sz(s) +1 = sz(LCC) + (sz(c) + (sz(s') +sz(s) + 1) +1) = sz(o').

]

1)
3. W. Luego, o = LCC{c[B\ o]}« \0‘ s| y o = Lccce[B\* s][a
sz(o) = (sz(LCC) + (sz(c) + 1)) + sz(s) + 1 = sz(LCC) + ((sz(c)

» 0=Tu. Luego, o =tuy o =t'ucont—,t. Por h.i. se tiene sz(t) > sz(t'). Se concluye pues
sz(0) = sz(t) +sz(u) + 1 > sz(t') + sz(u) + 1 = sz(o').

\a/]). Se concluye dado que
+sz(s)+ 1)+ 1) = sz(o).

» 0=1¢T. Luego, o =tuy o =tu' con u—, u'. Por h.i. se tiene sz(u) > sz(u'). Se concluye pues
sz(0) = sz(t) +sz(u) + 1 > sz(t) + sz(v') + 1 = sz(0').
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» 0= Az.T. Luego, o = Azt y o' = Az.t/ con t —4 t'. Por h.i. se tiene sz(t) > sz(t’). Se concluye
pues sz(o) =sz(t) + 1 > sz(t') + 1 = sz(o').

= 0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy o' = pa.c con ¢ =, ¢. Por h.i. se tiene sz(c) > sz(c'). Se concluye
pues sz(o) = sz(c) + 1 > sz(¢') + 1 = sz(0').

» 0 =Tz \ul. Luego, o = tlx \u| y o’ = t/[x \u] con t =, t'. Por h.i. se tiene sz(t) > sz(t'). Se
concluye pues sz(o) = sz(t) + sz(u) + 1 > sz(t') + sz(u) + 1 = sz(o').

» 0 =tz \T]. Luego, o = t[lx \u] y o' = t[z\u] con u —, u'. Por h.i. se tiene sz(u) > sz(u'). Se
concluye pues sz(o) = sz(t) + sz(u) + 1 > sz(t) + sz(v') + 1 = sz(0').

= 0 = [ofT. Luego, 0 = [a]t y o' = [a]t' con t =, t'. Por h.i. se tiene sz(t) = sz(t'). Se concluye
pues sz(0) > sz(t) + 1 > sz(t') + 1 = sz(o').

= 0=Cla\" s]. Luego, 0 = c[a\* s] y o' = ¢[a\*" 5] con ¢ = ¢. Por h.i. se tiene sz(c) > sz(c').
Se concluye pues sz(0) = sz(c) + sz(s) + 1 > sz(¢') + sz(s) + 1 = sz(0').

= 0=c[a\* S]. Luego, 0 = c[a\* s] y o’ = c[a\* §'] con s —4 s'. Por h.i. se tiene sz(s) > sz(s').
Se concluye pues sz(0) = sz(c) +sz(s) + 1 > sz(¢) +sz(s') + 1 = sz(o').

» 0=Cla\f]. Luego, o =cla\B] y o/ =[a\B] con ¢ =, ¢’. Por h.i. se tiene sz(c) > sz(c’). Se
concluye pues sz(0) = sz(c) + 1 > sz(¢') + 1 = sz(o').

= 0=T-s. Luego,o=1t-syo =t'-scont—,t'. Por h.i se tiene sz(t) > sz(t'). Se concluye pues
sz(0) = sz(t) +sz(s) + 1 > sz(t') +sz(s) + 1 = sz(o').

m 0=1¢-S. Luego,o=1t-sy o =t-s cons—, s Por hi. se tiene sz(s) > sz(s’). Se concluye
pues sz(o) = sz(t) +sz(s) + 1 > sz(t) + sz(s') + 1 = sz(o').

O

Esta medida permite demostrar que el tamano de un objeto decrece al reducir, aunque este decre-
cimiento no es necesariamente estricto. Esto se debe a cuatro razones principales.

1. La regla dM descarta una aplicaciéon al mismo tiempo que introduce un replacement explicito,
preservando la cantidad de constructores del objeto.

2. Laregla N descarta un replacement explicito lineal sobre un stack de n elementos reemplazandolo
por n aplicaciones. La cantidad de constructores de un stack de n elementos resulta ser n — 1
que, sumados al replacement descartado, compensa las n aplicaciones introducidas.

3. La regla P descarta un replacement explicito lineal al combinarlo con otro, concatenando sus
respectivos stacks. Esto introduce un nuevo constructor de stacks, preservando la cantidad de
constructores del objeto.

4. La regla W simplemente re-ordena los constructores del objeto, empujando hacia adentro los
replacement explicitos lineales.

Notar que la primera observacién sugiere que las aplicaciones deberfan tener més peso que los
replacements para garantizar la terminacion mediante un método de interpretacion polinomial. Sin
embargo, la segunda insintia exactamente lo contrario. La tercera por su parte requiere que los repla-
cements tengan mas peso que la concatenaciéon de stacks. En cuanto a la cuarta, simplemente sugiere
que los replacements explicitos a izquierda de renamings deben tener menor peso que los aquellos a
la derecha. Bajo estas observaciones, se considera dos medidas sobre los objetos de AM-céalculo: en



222 APENDICE C. PRUEBAS: BISIMULACION FUERTE PARA O.C.

primer lugar una funcién de peso que lleva cuenta de los nombres usados en el objeto y el peso de sus
potenciales argumentos, y en segundo lugar una interpretacion de objetos en multi-conjuntos basada en
la funcion de peso anterior y adecuada para probar la normalizacién fuerte de la relacion de reduccion
canonica.

Se define entonces una medida sobre los objeto del AM-célculo que resulta de contar la cantidad de
p-abstracciones, términos name y renaming explicitos en el objeto, asignandole a los términos name
un peso acorde a la medida de los argumentos que el comando en cuestiéon eventualmente consumira
durante la evaluacion del objeto a su forma canoénica. Sea 7 una funciéon de nombres en listas de ntimeros
naturales y [ una lista de nameros naturales, la funcién de peso | _|] para objetos del AM-céalculo se
define inductivamente como:

z[f = 0
tuly & e+l
i1 =
Notl 2 |l p=Jl sii=1
l l . .
ns sil=n:ns
T Tla:=l
pocel] 2 felf T 41
|tlz \ul|] % [t]
ot 2 [t +1+ X 7(a)
o . Tlac=|ug|f:...:|un|f:(a”)]
lefa\* s]] f |C|H[a., (;)U] I S=UY ... Uy
cla\BIlF 2 |l 41
toslf 2 Jelr + sl

Notar que se ignoran las ocurrencias en las sustituciones y replacements explicitos, puesto que és-
tas no intervienen en la reducciéon canoénica. Las ocurrencias en el stack de un replacement explicito
son, sin embargo, propagadas a traves de la funciéon 7 para ser eventualmente contabilizadas en el
correspondiente término name, puesto que pueden eventualmente quedar involucradas en un N-redex.
La lista [ debe interpretarse como una pila con el peso de los argumentos al objeto en cuestion, y
>~ 1 denota la suma de todos los elementos de I. En particular, dado que los comandos y stacks no
son aplicables en el AM-célculo, la lista es ignorada en estos casos. A modo ilustrativo, considerar el

término t = (po.([8] 2)[B\* pd.[6] 2]) (nd.[0] x), luego se tiene |ud.[d] z[f = [[0] x|a[5:=m +1=0+1+

S +1=2y resulta [t]] = |(uo.([8] 2)[8\* uo.[6] 2]y +2 = (18 2)[8\* o 8] 2] [~ + 241 =
(Bl =PI 3~ 0414 X[2,2) +3 = 8.

A continuacion se presentan algunos resultados auxiliares sobre la funcion de peso. Para eso se
considera la siguiente nocién de orden entre listas de niimeros naturales: sean [ = [ay,...,a,] y I =
[b1,...,bm], entonces I > 1’ siin = m y a; > b; para todo i € [1,n]. Esta nocién de orden garantiza, en
particular, que I > I’ implica > 1 > > "1’

Lema C.0.29. Sea o € Opypy.

1. Sia ¢ fn(o), entonces |o|lT[O“:” =o|].
2. 8i () > 7'() para todo o € o, entonces |o|] > |o|7 .

3. Si1>1, entonces |o|] > |o|].

Demostracion. Se muestran las tres propiedades simultdneamente por induccion en o.

= 0 = x. Luego, los tres resultados son inmediatos dado que el peso de una variable es constante.
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= 0o="tu.
1. Luego, |0|lT =l _ |t |T[a ;l ]"]:l + |u|a[w:l/] con a ¢ fn(t) y a ¢ fn(u). Por h.i. (1) se tienen
|u\6[o‘::l/] =lulf v It ‘I [T :l ]l/ =t ||T ey . Méas atn, |t|\Tu|ﬁ[a::ll]:l = |t|‘Tu|ﬁ:l. Se concluye
entonces, |tu|7 =l )t | a:l m, T v IT[a = = |t||7u‘ﬁ:l + Julf = [tul].

2. Luego, |o]] = |t|‘Tu|ﬁ:l + [ulf- Por h.i. (2) se tienen |t||7u‘7, > |t H—u\T 2 Y ulfj = [ulf . Mas arin,
se tiene entonces [ulfj : | > |u|[7/ : Ly, por h.i. (3), \t|lu|” > |t| fulz 1 Se concluye entonces,
HM?Zﬂﬂ@m¢+WﬂﬁZ|ﬂmrz+hﬂ[>|ﬂ‘Vl+ﬁum<—Vuh-

3. Luego, |o|] = |t|‘Tu|ﬁ:l + [u[fj. Més atn, | > " implica |u[f : I > |u[] : "'y, por h.i. (3) se tiene
|t|\Tu|ﬁ;z > |t||Tu‘ﬁ:l,. Se concluye entonces, [tu|] = |t|‘u|, 4t lulf = |t|‘u|, p = [tul].

= 0= )zt
1. Luego, |o rlea=l] _ tT[a_l] conl=n:lgol =1 =ly,y aé¢fn(t). Por h.i. (1) se tiene
!
|t|T[a = = = [t|{. . Se concluye entonces, |)\:z:.t|lT[a::l/] = |t|l70[0‘::l/] = [t|]] = |Az.t]].

2. Luego, |o|] = [t|], con l=mn 1y ol =[] = lo. Por h.i. (2) se tiene [t|] > \t|lT0/ Se concluye
entonces, [Az.t|] = [t[]] > [t} = [A\z.t[] .

3. Luego, |o|] = [t|]] conl=mn:lyol =[] =l Sil =[], entonces [ > 1" implica I" = [| = o
también, por lo que se concluye inmediatamente [A\z.t[] = [t|] = [Az.t[},. Sino (i.e. [ =n:
lo), de la hipotesis [ > I’ se tiene I’ =n' : I con n > n' y Iy > [, por definicién. Luego, por
h.i. (3), [t} > |t\lT6 Se concluye entonces, |Az.t|] = [t|]] > |t|lTE> = |Az.t]].

" 0= py.c.
rla=l'] | rlas=l]=l] I [a:=1"]

1. Luego, |o|; = e | = e | dado que, por a-conversion, v # «. Més
atn, a ¢ fn(o) y v # « implican « ¢ fn(c). Por h.i. (1) se tiene \c|T[7 =lles=] | |T[7 =4,
Se concluye entonces, |,Lw.c|lT[a = |c|6[a::l/”7::” e |Th = |uy.c|].

2. Luego, |o|T = Th = Mas atun, 7 > 7' implica 7[y := ] > 7'[y := []. Por h.i. (2) se tiene

l
|C|Th => e | =l Se concluye entonces, |u7. of = |c|[] =l \dﬁlh;zl] = |uy.cf.
. Luego, |o|] = as aun, [ > [’ implica 7|y =1 > 7|y := or h.i. se tiene

3. L T T””M"lz" li l 71’Ph'2 i
|c|Th => e | =1 Se concluye entonces, |puy.c|] = |c|[] > \c|T[7 = |uy.c|].

= 0=tz \ul

1. Luego, |0|;[a::l’] = |t\lT 2=l con a ¢ fn(t). Por h.i. (1) se tiene |t\lT[a::l/] = |t|]. Se concluye
entonces, |t[x \ u] lT[a:_l \t|T[a =1 [t]] = [tlx \ul|].

2. Lue/go7 lo]] = |t|/lT. Por h.i. (2) se tiene [t|] > |t|7’. Se concluye entonces, [tz \ul|] = [t|] >
1t = [tlz \ull] .

3. Luego, |o|] = |t|]. Por h.i. (3) se tiene |t|]] > |t|],. Se concluye entonces, [t} \u]|]] = [t]] >

[tl7 = [tz \ullf.
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. 0:[5]75.

1. Luego, |0|T[a_l]—|t| _l](s)—i-l—i—z [a:=1](6) con § #a y a ¢ fn(t). Mas atn, § # «

Tla:=l']

implica 7][o :=1'](6) = 7(5). Por h.i. (1) se tiene |t|T[a 16 |t|T[a 1)) = = [t]75)- Se
concluye entonces, |[d]t |T[a == |t|:{gij/%(5) +14) 7[a:= l 100) = [tl7 5+ 1+ 227(0) =
|[6)¢]7 -

2. Luego, [off = [t[75) + 1 4 >27(0). Por h.i. (2), se tiene [t[7 = |t|:'(6). Maés atn, por
hipétesis 7(§) > 7/(d), por lo que > 7(6) > > 7/(d) y, por h.i. (3), |t|:/(5) > |t\::(5). Se
concluye entonces, |[6] | = [t|7 5 +1+3>°7(5) = |t\::(5) +14370) = [0t

3. Luego, |of] = [t|75 + 1+ >_7(5) = [ol], por lo que el resultado es inmediato.

- o=clyV 5.
a:=l"][y:=|u =] Up, Tles=l] T ae=1"](6
1. Luego, \0|lT[a —| |[] Ib=luoly Henly [ )] CON S =UY: ... Uy, & F0,
a # fn(c) y a # fn(s). Mas atn, por a-conversion se asume v # «, por lo que « ¢ fn (o) impli-
caa¢fn(c)y aé¢fn(s) (i.e. (o ¢ fn(u;))icy). Por h.i. (1) se tienen (|uz|T[ =t ‘uim)ign
y

fae=tY =l |71 = |1 e [ =1) ) o |m7|uo\ .... Jun i o =] (8)] [ =]

|C‘[] =

le |T[”Y =luolfz--ilun |frr(a:=1](9)]

Notar que § # « implica 7[a :=1'](§) = 7(J). Se concluye entonces, |c[y\ s]HT[O“:” =

= |ely \ s]I7-

Tla:=1'],

o |r[a =U][yi=luo =" () e |T[v =luo|f:ilunlf:m(8)]
' —

2. Luego, |o|]] = |c|[] v=tuolgalunlim@l poy g (2) se tiene (Ju;f = |uz|ﬁ/)l§n Mas atin, por
hipétesis 7(6) = 7/(5), por lo que lp = |uolfj : ...« [ual] : 7(6) = \uo\[T/ R \un|ﬁ/ c7(0) =
Iy v, por lo tanto, T[y := ly] > 7'[y := [{]. Luego, por h.i. (2), |c|T[7 =l > e \ =l ge
concluye entonces, |c[y\? s]|T = |c\ah::l0] > |c|6/h::l6] = le[y V s]|7.

3. Luego, |o]] = |C|Eh::|u0Iﬁ:”':lu"‘ﬁ#(é)] = |o|], por lo que el resultado es inmediato.

=cly\d].

1. Luego, \o|l7[°“=l/] = |C|H[a:=l/]hz:T[a:l/]w)] +1con a # §y a # fa(c). Mas ain, por a-
conversion se asume v # «, por lo que « ¢ fn(o) implica o ¢ fn(c). Por h.i. (1) se tienen
| |T[a =U[y:=7[a:="](5)] _ |C|T['y::7'[a::l 1()][e:=1"] _ | |T[’y::~r[a::l ](6)] Notar que S # a 1mphca

Tla :=1'](8) = 7(8). Se concluye entonces, |c[y\d||; T[a =l \c|6[a:=l/]hz:T[a:l/](é)] +1=

el 1= leby Nl
2. Luego, |o|] = |C\E =0l 4 1. Maés atin, por hipotesis 7(6) > 7'(8), por lo que 7[y := 7(8)] >
7'y = 7'(8)] y, por h.i. (2), se tiene |c\ﬁhz:7(6)] > \C|E/[7:=T,(6)]
ey \olIT = 1el i = 1 > (et =T O 1 = e
[v:=7(5)]

. Se concluye entonces,

3. Luego, |o]] = |c|6 + 1 = |o|] por lo que el resultado es inmediato.
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. Luego, |o|lT[a::l/] = |t|6[a::l/] + |5|6[a::l/] con a ¢ fn(t) y a ¢ fn(s). Por h.i. (1) se tie-

nen |t|6[a::l/] = [tlf vy |s|6[a::l’] = |s|f}- Se concluye entonces, \t-s\;[

Tlaz=l T T T
s = Jelg + Il = 1t - sl7-

a:=l’ Tla:=l
1 _ |t|[][ Iy

. Luego, |o]] = |t|ﬁ+\s\ﬁ Por h.i. (2) se tienen |t|ﬁ > \t|ﬁ/ y |5|ﬁ > |s|ﬁ/. Se concluye entonces,

[t s[7 = [tl7 + |sI§ > [t +|slf = [t~ s[7"-

- Luego, |o|] = [t[] + |s[] = |o[}, por lo que el resultado es inmediato.

O
Lema C.0.30. Seat € Tanr. Luego, |L{t)|] = [t]].
Demostracion. Por induccién en L.

= L =[. Luego, L{t) =t y el resultado es inmediato.

» L =1Lz \ul. Luego, |L(t)|] = |L'(¢)[z \u]|] = |L'(¢)|] por definicién. Se concluye por h.i.

O
Lema C.0.31. Seat € Tap ys=ug- ... uy un stack. Luego, |t :: s|] = |t|ruo|ﬁ:...:|un\ﬁ:l + |s|ﬁ
Demostracion. Por induccién en n.

» n=0. Luego, t :: s = tug y, por definicion, |t ug|] = |t|\Tu0|ﬁ:z + [uol]}, por lo que se concluye.

» n>0. Luego, s=wug-s cont:s=(tug) s ys =ui-... u,. Por h.i setiene |(tug) :: §'|] =
[t wolfuy g atuntzat T 1810 = [elfuoize tuntga + 100lf + 181y = [iug 2. iz + 18], Por lo que se
concluye.

O
Lema C.0.32 (Replacement). Sea 0 € Oapr y 5 = g - ... uy, un stack. Luego, |[a\* s}o|] =
] ol for (@]
Demostracion. Por induccion en o. Sea 7/ = 7o := [uo[] : ... : Jun|f : 7(a')].

» 0=z Luego, {a\* sjo=xy |z]] =0 = \x|lT/, por lo que se concluye.

s 0=tu. Luego, [a\* sjo={a\* s}t {a\* s}u. Por h.i. sobre u se tiene |{a \* s ulf = |u\ﬁ/
Por h.i. sobre ¢ se tiene entonces |{a \* s t||T o sl = |t|T/a\a’s upa = |t||T;‘ﬁ,:l. Se concluye
dado que |[[a\* s}olf = |[a\* s t||T o\ sl 4 + |\ s ulf = \t||:;|ﬁ,:l + |u|ﬁ/ = lo|7".

= 0= Az.t. Luego, /a\QI sjo = Az. a\* st con z ¢ s. Sea I tal que l=n:lpol = [ = lo. Por
h.i. se tiene |{a\* s|t|] = [t[] . Se concluye dado que [{a\* s}olf = [{a\* s|t][ = [t[], =

v # a. Por h.i. se tiene entonces |{a\* s c|[]

’ ’ ..
o = py.c. Luego, {a\* sfio = puy.{a\* sjc con v ¢ s. Mas atn, por a-conversion se asume

Tt _ MEW:Z][a::|uo|a:...:|un\azf<a )1‘C|th:=z1. S

concluye dado que |{a \* s}o|f = |[a\* s C\Eh::l] +1= |C|E/h::l] +1=o|] .
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o = tlz \ ul. Luego, {a\* slo = {a\* s)tlz \ {a\* s)ul con z ¢ s. Por h.i. se tiene
[{a\* sjit]] = |t|]] . Se concluye dado que |[a\* sjol] = [{a\* sjt]] =[t]] =lo|] .

0 = [a]t. Luego, {a\* s}o = [o/] (Ja\* s}t) :: 5. Por Lem. C.0.31, se tiene |[a\* s}o|] =
|(fa\* s)t) = ST T1+227() = | o\ s U7y +Isl) + 1+ 227(e). Por h.i. se tiene
a\* s ey = |t|T,(a). Se concluye dado que |{a\* s}o|] = [[a\* s t7y tlslp+ 1+
27(a’) = [ty + 1+ 207 () = foff -

= [0]t con § # a. Luego, {a\* s}o = [4] a\a's t. Mas aun, § # « implica 7(6 ) = 7'(9).
Por h.i. se tiene entonces | a\"‘ shtll s = |t|T . Se concluye dado que |[a\* s}ol] =

[\ shtlZ s +1+27(0) = [t +1+ 3T () Jolf".

0o = [y \*¢']. Luego, {a\* s)jo = ( oz\o‘,s o)y \& a\o‘,s s s con vy ¢ s,7v#ay

v # o/. Sea s’ = vy - ... Upy. Por h.i. sobre s’ se tiene |[a\* s} s | = |s |[ lo que implica

([ \* s v]| = |v;l] )]<m Mas atn, dado que v # a, por h.i. sobre ¢ se tiene | o \* s}o|] =
’ ’

| a\a s C|[] yi=lvolfj ot |vm|[ tluolfjstunlfim ()] _ | a\a/ s C| _|v0|[ ..... |vm|[ 7 (a)] _ |0|l por

lo que se concluye.

0=c[y\ s] con d # a. Luego, {a\* sjo = ({a\* s}e)[y\ {a\* s}s'] cony & s, v # «

y v # o/. Sea s’ =g ... Up. Por h.i. sobre s’ se tiene |[a \* s sy = |s’\ﬁ/7 lo que implica
([ \* s vJ| = |v;l] )J<m Mas atn, dado que vy 75 a, por h.i. sobre ¢ se tiene | [a \* s} o] =
[a\* s c|[] =lool seilomf = e | ' Iy=lvolf sewslom ] 5] = |o|], por lo que se concluye.

= c[y \al. Luego, {a\* sjo = (fa\ sjo)[yVs[l6\ o] cony & s, v # a, 7 # o y
d un nombre fresco. Por Lem. C.0.29 (1) con § ¢ s, se tiene |S|E[6::T(°‘ - Is|f. 1o que im-

Tldi=r(a] - = |uil))i<n- Por Lem. C.0.29 (1), ahora con § ¢ c, se tiene | a\* sho|] =

plica (|uz|
I({a \a’ o)y \? H|T[5 —T(a )]+1 = {a \a s C|T[5 =7(a")]ly —"',(04)]_’_1 = o \a’ s C‘E[’Y::T/(a)]—i-l.
Finalmente, por h.i. se tiene |[a\* s}o|] = |[a\* s c|6h:=T @41 = lel br=r'(e] 4 7 = lo|7’,

por lo que se concluye.

0= c[y\d] con § # . Luego, {a\* sho= ({a\* s}e)[y\d] cony ¢ s, fy;éozyvgéa Mas atn,

§ # « implica 7(8) = 7/(8). Entonces, dado que v # «a, por h.i. se tiene |{a \* s c|T[A’ =T <
|c|6/h:7 @1 Se concluye dado que [\ sholl = [{a\* s C|[] =m0l = e |H =Tl g =
ol
0o=t-s. Luego, {a\* sjo = {a\* s}t {a\* s}s'. Por h.i. se tienen |{a\* s t|ﬁ = \t|ﬁ/
y [\ s 'l = |s’|ﬁ'. Se concluye dado que |{a\* s}o|l = |[a\* s ¢+ | a\” s 'l =
t5 +1s'l5 = lol7"-

O

Corolario C.0.33. Sea ¢ € Capr y 5 =g - ... - up un stack. Luego, [ca\* s[|7 = |{a\* s}l

Demostracion. Notar que |_|] ignora la lista [ en el caso de los comandos, por lo que |c|] = |c|], para

listas cualesquiera l y I'. Luego, |c[a \* s]|7 = |¢|

el BT _ oo’ el = |\ s)elf.
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La propiedad principal de la funcién de peso es la preservacion del orden bajo reduccién canodnica.

Lema C.0.34. Sea 0 € Oppr. Si 0 —¢ 0, entonces |o]] > |0]].

Demostracion. Por definicion, o —, o’ implica 0 = 0(l) y o’ = 0(r) con | —, r, x € {dB,dM,N,P,W}. La
demostraciéon es por induccién en 0.

= 0 =[. Luego, se tienen dos casos posibles segin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1.

dB. Luego, o = L{(Az.t)u y o/ = L{¢[z \ u]). Por Lem. C.0.30, |o|] = |L<)\x.t)|‘7u|ﬁ:l + Julf =
|)\:r:.t||7u‘ﬁ:l + ulfj = [¢l] + [ulfj- Se concluye apelando nuevamente al Lem. C.0.30, dado que
lolf = [t7 + lulf = [tl7 = [tz \w|[] = [o'[}.

. dM. Luego, 0 = L{pa.c)uy o’ = L{ua’.c[a\* u]) con &’ un nombre fresco. Por Lem. C.0.30,

- - , - - Tlaz=|ul|f:] - . .
lol] = |L<N04-C>‘|u\ﬁ;z + lulf = |Ma~c|\u|ﬁ;z + lulf = el T+ |U‘[]- Més atn, por
7oz=|ul 1] =lJfe:=lul]] (=1 o :=1](a")]
Lem. C.0.29 (1) con o fresco, se tiene \c| =lc | . Se
concluye apelando nuevamente al Lem. C.0.30, dado que |o|] = |c |T[a =lelp + 14 Julf =

Tla:=l][a:i=|u \ lo:=1], =1 (o))

o Tla:=l] o - r
el 1= Jefa\* a7 1 = ua’.cla \o ulff = [o/]F-

= 0 = 0. Luego, se tienen tres casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1.

. W. Luego, o = LCC(¢[B\a))[a \* s] y o = LCC( I8\

N. Luego 0 = LCC([o] t) [ \* 5] y o' = LCC([o/]t = s) con v & £, a ¢ LCC y fe(s, LCC). Notar
que o = o \* s}}(LCC([o] t)). Se concluye entonces por Cor. C.0.33.

. P. Luego, 0 = LCC(c[[? \@ P\ 5]y o =,LCC<C[[B \* &' s]) con a ¢ ¢, ¢ LCC, a ¢ 5,
C

fc(a/,LCC) y fe(s,LC
Cor. C.0.33.

. Notar que o' = {{a\* s} (LCC{c[B \* ¢']}). Se concluye entonces por

s]la\a']) con a ¢ ¢, o ¢ LCC,
fc(o/,LCC) y fe(s, LCC). Notar que o' = {a\* s} (LCC(c[8 \ a])). Se concluye entonces por
Cor. C.0.33.

" 0=Tu. Luego, o =tuy o =t'ucont—,t. Por h.i setiene |t|ru\ﬁl > | ||u‘fl Se concluye
dado que |of] = |t||uv 2t luly = 12T, fulgat T lulf = 10'I]-

" 0 =1tT. Luego, o = tuy o = tu con u —, u'. Por h.i. se tiene |u|ﬁ > |u’|ﬁ M4s atn, por

Lem. C.0.29 (3), se tiene también |t\|7u‘ﬁ:l > \t||Tu,‘ﬁ:l. Se concluye dado que |o|] = |t‘|7—u\ﬁ:l +Julf =

|t|ru’|ﬁ:l + |ul|ﬁ = |o'|].

= 0= Ax.T. Luego, o = Az.t y o’ = Ax.t’ cont —, t'. Sea lg tal que l =n :lp ol =[] = ly. Por
h.i. se tiene |o|] = [t|] > [t'|] = |0|], por lo que se concluye.

» 0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy o' = po.c’ con ¢ =4 . Por h.i. se tiene |c|[] = \c/|T[O‘ = Se
concluye dado que |o|]] = |C|E[a 1> |c’|a[a =N 41= o] .

» 0 = T[z\u]. Luego, 0 = t[z\u] y o’ = t/[z\u] cont —, t’. Por h.i. se tiene |o|]] = [t|] > |t'|] = |0'|],
por lo que se concluye.

» 0 = t[z \T|. Luego, 0 = tlz \u| y o = tlx \«]| con u =, «'. El resultado es inmediato dado
lolf = 1tl7 = 10']7 -
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0 =[] T. Luego, o = [a]t y o' = [a] ¢’ con t —¢ t'. Por h.i. se tiene [t[T .,y = [t|7 ). Se concluye
dado que |off = [t[7 ) + 1+ 7(a) = [t']7(,) + 1+ 7(a) = 0[]

7(a)
0 = Cla \* s]. Luego, 0 = cfa\* s] y o = [a\* s] con ¢ —¢ €. Sean s = ug ... Uy y
T =7la = \u0|ﬁ - |un|ﬁ :7(a/)]. Por h.i. se tiene |o]] = |c|ﬁ/ > \c’|ﬁ, = [0'|], por lo que se
concluye.
0=c[a\* S]. Luego, 0 = c[a\* 5] y o' = c[a\* s'] con s =, §'. Sea s = ug- ... u,. Entonces,
s —¢ s implica ' = ug - ...-u), con up —, u) para algin k € [0,n] y (u; = U})i<n,izk-
Por h.i. se tiene |ug|] > [uj|f. Sean 77 = 7lo == |ug|f: ... ¢ |unlfj i 7()] vy 77 = Tla =
luglf « - -t Jug|] - 7(a’)]. Se tiene entonces 7" > 7. Luego, por Lem. C.0.29 (2), \c|ﬁ/ > |c|ﬁ”. Se
concluye dado que |o|] = |c|ﬁ/ > \c|ﬁ” = |o|].

0 = Cla\ f]. Luego, 0o = cla\ Bl y o' = [a\ ] con ¢ =4 . Por h.i. se tiene |C|E[Q:ZT(5)] >

|c’|6[a::T(5)]. Se concluye dado que |o|] = \C|E[a::T(B)] +1> |c'|a[a::T(5)] +1=|0|].
0=T-s. Luego,0o=1t-syo =t"scont—t. Por hi se tiene [t[] > [¢'|f. Se concluye dado
que [of = [tf +IsIf > P[F + [sIF = |o/I}.
0=t-S. Luego,o=t-sy o =t-s' cons—4 s Por h.i. setiene \s\ﬁ > |5’|ﬁ Se concluye dado
que [olf = [t]f + Is|F = It]7 + |s'lF = oIF.

O

Se define a continuaciéon una interpretacion de los objetos del AM-célculo en multi-conjuntos de

nimeros naturales. La interpretaciéon consiste esencialmente en considerar el peso de las aplicaciones
y los renaming explicitos del objeto. Esto esté inspirado en la interacciéon entre ambos constructores
propuesta por las reglas de reduccion dM y N. Sea 7 una funcién de nombres en listas de ntmeros
naturales y [ una lista de ntimeros naturales, la interpretacion (_)7 de objetos del AM-célculo en
multi-conjuntos de ntimeros naturales se define inductivamente como:

18

(it u)y (]tl)ru\ﬁ;l U qul)ﬁ Ut ul7 B
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(paed] 2 (g™

(tlr\ul)] 2 (] U ()]

([t = (D] )
(clo " slhp 2 (g 0T e fefa ' SIFY s = w0 u
(cla\BD7 2 (="

(t-s)f 2 (DU lsd]

Notar que en este caso se inspeccionan recursivamente todos los sub-objetos, a diferencia de la funcion
de peso que ignora las sustituciones y los replacements explicitos. La interpretacion se extiende a
contextos definiendo (O)7 = (=)7 = {}.

La interpretacion (_|)] resulta de particular interés por la nocién de orden de multi-conjunto sub-

yacente [DM79]:
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Definicién C.0.35. Dado un orden parcial (S, >), el orden de multi-conjuntos > sobre #(S) se define
como: M > M’ sii existen multi-conjuntos X,Y € M (S) tal que {} # X C M, M' = M\ X)UY
y para todo elemento y € Y existe un elemento x € X tal que z > y.

Informalmente, M > M’ si M’ resulta de remover al menos un elemento de M, pudiendo agregarse
una cantidad finita de elementos nuevos, siempre que estos sean menores a alguno de los eliminados.
Por ejemplo, {2,3} > {2,1,1,1}. Notar que, en particular, M > M’ sii MUN > M'UN.

Teorema C.0.36 ([DM79]). El orden de multi-conjunto (#(S),>) sobre (S,>) es bien fundado si y
solo si (S,>) lo es.

Esta nocion de orden resulta conveniente para garantizar la terminaciéon de la relacién de reduccion
canoénica.

Al igual que para la funcién de peso, se introducen primero algunos resultados auxiliares para el
orden de multi-conjunto dado por la interpretaciéon de los objetos del AM-célculo.

Lema C.0.37. Sea 0 € Opyy.
1. Sia ¢ fn(o), entonces (]o[)lr[a::l/] = (o)7 .

2. Sit(a) > 7'(a) para todo o € o, entonces (0)] > (o)] .

3. 811 >1, entonces (o)] > (o)} -

Demostracion. Por induccién en o usando el Lem C.0.29. O
Lema C.0.38. Seat € Tan. Luego, (L{t))] = QL[)ﬁ U ()7 -
Demostracion. Por induccién en L.

» L=0. Luego, L{t) =ty (L) = @) ={Ju @) = (]L[)ﬁ U ()7, por lo que se concluye.

» L = L[z \ u|. Luego, L(t) = L'(¢)[z \ u|. Se concluye directo de la h.i. dado que (L(t))] =
(L (T U (T = (L7 U (607 U (b = (DT U (7.

-
U (shp U
Demostracion. Por inducciéon en n.

= n =0. Luego, ¢ :: s = tug y, por definicion, (tuo)] = (]tDITuolﬁ:l L (uo)fy U {{|t||7u0‘ﬁ:l + uolf }, por lo

que se concluye.

= n > 0. Luego, s =up-s cont:s=(tuy) ::8ys =uy-... u,. Se concluye directo de la
h.i. dado que
((tug) = &) = (¢ U0D|Tul|ﬁ;,,,;|un|ﬁ:l U (]S/Dﬁ U (L e uo'ITm\ﬁ:m:\un\ﬁ:l + 22‘:1 |u]|ﬁ})
= qt[)ruo\ﬁ:...:\un\ﬁ:l U (]U()Dﬁ U {‘ﬂruo\ﬁ\unml + |U0‘ﬁ}
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O

Se dice que un nombre o ocurre linealmente en un objeto o si o tiene una tnica ocurrencia de «
en posicién de un contexto lineal. Es decir, fn,(0) = 1y 0 = LXC(c) con ¢ = [a]t, ¢ = [y \* s] o
¢ = [y \al, donde LXC denota un contexto LTC o LCC. Dada esta nocion, se tiene el siguiente lema de
replacement lineal para la interpretacion de los objetos del AM-calculo.

Lema C.0.40 (Replacement lineal). Sea 0 € Oaps y s =ug - ... u, un stack. Si o ocurre linealmente
en o, entonces ([ \* s o) < (]ol)lT[a:luOIﬁ:“':lunlﬁw(a/)l U (s [) L {{| |T[a =luolpelunlpr(e /)]}}.
Demostracion. Por induccion en o. Sea 7/ = 7o := [uol] : ... : Jun|f) : 7(a')].

= 0 = z. El resultado es inmediato dado que a no ocurre linealmente en o.

= 0=tu Luego,a ¢ fn(u)y {a\* sjo= {a\* s}tu. Por hi. ([a\* s Dyra < e
Iy

fulz U sDf L
{{\ﬂrulﬁ:l} Maés atin, |t|ITU\ﬁ:l < |t|‘Tu|ﬁ:l + |u|ﬁ = |o|]] ¥, por Lem. C.0.32, [{a\* s}io|]] = |o]] . Por

Lem. C.0.37 (1) con « ¢ fn(u) también se tiene (]u[)ﬁ = Qu[)ﬁ/ Finalmente, se concluye dado que

(fa\* sho)] = (fa\*'s Dz U Qg L a\* sholl}
< (]tD\ur g U (u)pu(shp o {{|t|\u|f o e\ sholT}
< (]tDM[ (]uDﬁ (shf L fllol7 v|0|l '}
= (o] U (shf L flol7 }
= 0 = A\z.t. Luego, oz\o‘/s 0= A\z. a\a/s tconx ¢ s Sealgtalquel =n:lpol=1][ =l

Por h.i. se tiene ({a\* s )7, < (]t[)[(: L Qs[)ﬁ L {{|t|[0/} Se concluye dado que ({a\* s}o)] =

(fa\ sH)r < ()7 U (shpy L L1t} = (o)] U (shpy L flol7'}-

= 0 = py.c. Luego, a\“l sjfo = wy. a\a/ sffc con v ¢ s. Por a-conversion se asume v # a.
Por h.i. se tiene entonces ({a\* s c[)ﬁht:l] < QCDE/[’Y::” U (]SDE[’Y::” L {{|c|6lh::l]}. Mas ain,
|c|a/h::l] < |c|6/h::l]+1 = |o|7" y, por Lem. C.0.37 (1) con v ¢ s también se tiene (]sl)ﬁh:l] = (s)f.
Se concluye dado que ({a\* s}o)] = ([a\* s cl)ah:zl] < (]c[)ﬁlh:l] u (]5[)6[7:” U {{|c|6lh:=”} <

(b7 L (s)f L Lol B

= 0= t[z\u]. Luego, a ¢ fn(u) y {a\* s)o= [a\* s}tlz\u]. Por h.i. ([a\* s}t)] < (]t[)lTII_I(]sDT]I_I
{1t]7 ). Mas atn, [t|] = |o|7" v, por Lem. C.0.37 (1) con o ¢ fn(u) también se tiene (uby = (]u[)ﬁ,.
Se concluye dado que ([a\* s}o)] = (fa\* s}t)] U (ubf < 7 u (]u[)ﬁ/ U (s)p ey =
(b7 L (s)f L Lol B

= 0 = [a]t. Luego, o ¢ t y a\o"s o = [@/]t:: 5. Por Lem. C.0.39, se tiene ({a\* s}o)] =
o DT ULl o S5 a7 ). M i, (5 57 < 5[ 32 50 ver s <
] >o1(a’) = > 7'(a). Por Lem. C.0.37 (1) y Lem. C.0.29 (1) con a ¢ fn(t) se tienen

(t e = (]tD::(a) y |t|:,(a) = |t|::(a) respectivamente. Finalmente, se concluye dado que

o\ sl = (47 Uy + 3o s )
U U dlt o + 1+ X7 (@)})

U (Lo It oy + 1+ 27 (@)})
o7 U ()7 U lol7

A



231

= 0= [0t cond # a. Luego, [a\* s}o=[0] {a\* s}t. Mas atn, § # « implica 7(0) =7'(). Por
h.i. se tiene entonces ({a\* sit)7 5 < (¢ [)T(é (shy {\tr }} Mas atin, [t]7 5 < |t|T(5) +1+
S 7(8) = |o|. Se concluye dado que ([ \* s}o)] = ({a\* s 7 < (t [)7(5) (s)7; u{{|t|7_(5)}} <
(o7’ U (s U ol }-

" 0=c[y\*s]. Luego, « ¢ ¢, a ¢ s' y {a\* s)jo = ¢[y\* & -] con*y%s ’y#ay'y;éoz
Sea s’ = vy« ... vpy. Mas atn, por Lem. C.0.29 (1) con « ¢ s', se tiene |’ I = |s/|[

que implica (|v;|; = |vj|ﬁ/)j<m Luego, por Lem. C.0.37 (1) con @ ¢ ¢y a ¢ &', se tienen

Tly:=lvolfjtlvm f:luol [ tlun |7 (a))] T'[ —Iv\ ----- Joml] " ()] -
(c) ’ ° o = (]CD i L ! y (ISID[]

te. Del mismo modo por Lem. C.0.29 (1) con « ¢ ¢, se tiene |c| =lvolfeeslomlfiluolfi.-hunlfr (@)

= (s Dﬁ, respectivamen-

|c|[] vifolf - loml i (o ), Finalmente, se concluye dado que

o - Tlv:=lvo|fj t|vm | f:lwo | f:e HJunlf (o’ )] =lvolf-:lvm | :luol it lunl] ()]
o\ sholp = (@ =relitonliitel (- ffy e el 0Ty

bre=lvolf silomlF o7 @] 0 o 7' fyi=lool el m o7 (@)
' ' U (8D L s L el ol @l

=0 =cly\V ] cond # o Luego, a ¢ s y [a\* sho = (Ja\* s}e)y\ s'] con v ¢ s,

’ T[y:=|volf:...: VU | T:7 (5
vy#£ ayy #£d. Seas’:vo~...~ . Por h.i. setiene(]a\ascDHh Prolys-lomlfir @)
=|volf:...: O | 127 (8 =|vo|f:...: m | :7(6)]
(]c[)[] rbr=lvolfyAvmlfer @) (shpy U {{\c| =Heolfelem T ()] . Méas aun, por Lem. C.0.29 (1) con
! ¢ s', se tiene |s’\[T = |s’|T]/, lo que implica (|UJ|T] = |vj|ﬁ/)j§m, Luego, por 0 # « se tiene
=|vo|f:...: m|n:T (6 =|volf :...: m | 7 (6)] ’ ’
|c|[] =lvolfe-om (O] _ = e |[ b=l v 7 (9) = |o|] vy, por Lem. C.0.32, [{a\* sjo|] =

lo|7". Por Lem. C.0.37 (1) con a ¢ fn(s') también se tiene (]s’[)ﬁ = (]s’[)ﬁl. Finalmente, se concluye

dado que
o e R L ) B o sholr
(] a\ s ODl _ (] Oé\ D[]’Y olp: 0 (]/D[]u{‘ a\ S 0|}
(]CD ' [y: —|v0\ ..... Jom |7 (8)] 1 (]Sl)ﬁ L (IS'D[] U fle | =[vo [ lom |7 (6))] | \a, sholr}
_ (]cD ['y —|U0‘ ..... ‘Um‘] T (5)] U (]SDE L (]S/DT L {| ‘[ [’Y —‘U0| ..... ‘Um‘] T (5)] |O|Z-/}}
= (]0[) U (shp U flol7 3

= 0 = cfy\al Luego, a ¢ cy {a\ sjo = c[y\Vs|[§\ o] cony & s, 7 # a,y #ay
rls=r(a’)] _

d un nombre fresco. Por Lem. C.0.29 (1) con 4 fresco, se tiene |S|[] = [s[f, lo que

implica (\ui|[7[5:27(a/)] = \uz\T)Kn Entonces, apelando al Lem. C.0.37 (1) con ¢ fresco, se tie-
T[§:=1 = Tlsi=r(a], . (5 T(Q)]T(S—‘r 5 T[v:i=|uol|F:...: Un |7 (a

. (ICDU[ (N lyi=luol] uun ] (pr=r(a)]®)] _ g7l BT G con

= (s)- Més atn, por Lem. C.0.37 (1) con o € ¢, se tiene (]c[)ah::luolﬁ:"”lu"ll (@Dl _

Tlo:=7(a’)] _

T[6:=7(a’
(]3[)[][ ()]

(]c[)E/[“’::T/(a)]. Anélogamente, Lem. C.0.29 (1) con § fresco y o ¢ ¢ se tiene |c[y \? s|l
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|C|a [vi=7"(a)]

(o \* sho)] =

. Finalmente, se concluye dado que

T[6:=7(a’
ely \V sl

(
(]CDT[a =r(@))r=luo [P |7

= (c Tly=r(@)] | (s Dﬁ L {|C|E/[V:=T'(O¢)]}}
(
(

D
CD /[’Y =7 ()] U (s Dl L {|C|E/['Y:=T/(Ot)] +1}
D7 U (s D[} U {lol7 }

T8N 5:— 7 (a')](5)]

L )= L ey ¢ sy

A

0|

= 0=1c[y\d] con § # a. Luego, {a\* sho= ({a\* s)e)y\6] cony & s, v#ayy#a. Mas

atn, § # o implica 7(6) = 7/(6). Por h.i. se tiene entonces ([a \* s CDH[V::T(M < QCDEI[’Y::T(J)] U
(]SI)HH:T(&)] I_|{|c|6/h:7(6)]}}. Maés atin, como § # a, se tienen QCDHIWZT(&] = (]CDE/[’Y:ZT/(‘S)] = (o7’
y |c|a/h:7(6)] = |c|a/h:7/(5)] < |C\E/[7::T/(5H +1 = Jo|]’. Ademés, por Lem. C.0.37 (1) con

[v:=7(0)] _ (s) Tly=7(9)]

v ¢ s, se tiene Qs[)ﬁ s){- Se concluye dado que (la\* sho)] = ([ \* s CDH

7' [yi=7(8 T[v:=7(8 ' [y:=7(8 - . -
(]CD[] =7 | (]SDH[W ()] U{|C|[] [y:=7( )]}} < (o) L (ISD[] U ol 3.

= 0 =1t-5s". El resultado es inmediato dado que « no ocurre linealmente en o.

O
Corolario C.0.41. Sea c € Capr y s =ug - ... uy un stack. Si a ocurre linealmente en ¢, entonces
(cla\* s[)i > (fa\* si].
Demostracion. Al igual que |_|], la interpretacion (_|)] ignora la lista [ en el caso de los comandos.
o los=luo|f:.slunlfir(al)] - lac=luof:tunfir ()] o -
Luego, (e \* s])7 = ey =~ 57 gy g e holie talir @y S ggae’ spapr =
(fa\ s)d7. O

Finalmente, se prueba que el orden orden de multi-conjuntos dado por la interpretacion de los
objetos del AM-calculo decrece estrictamente al aplicar un paso de reducciéon candnica.

Lema C.0.42. Sea 0 € Oppr. Si o —¢ 0, entonces (o)] > (0')].

Demostracion. Por definicion, o —, o’ implica o = 0(l) y o/ = 0(r) con l —, r, x € {dB,dM,N,P,W}. La
demostraciéon es por inducciéon en 0.

= 0 = [. Luego, se tienen dos casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. dB. Luego, o = L{Az.t)u y o' = L(t[z \ u]). Por Lem. C.0.38, (0o)] = (L{Az. t>D|u\ﬁ U (uh U
{lol7 } = Wju(ra. tD\uV Uu)gUgloll } = @) Lu)ju{lol] }. Se concluye apelando
nuevamente al Lem. C.0. 38 dado que (o); = (L)ju(e)7 U Qu)gUflolf > @)pue)y Llu) =
(Lhf L el \ul)] = (o')7 -

2. dM. Luego, 0 = L{pa.c)u y o = L{ua’.c[a\* u]) con o’ un nombre fresco. Por Lem. C.0.38,

lai=lu|f:]

(o7 = (o)) DR ol B = (FUGor T, - WEdFL ol B = (hfLedy ™0
(u)f U {{|0|7}}. y, por Lem. C.0.30, |o|] = |L<”O"C>|\u|ﬁ;z + ulf = |NO"C|\Tu|ﬁ:l ulf =
T[Ot =lulp:

|U‘[]

—|— 1+ |u|T Mas atin, por Lem. C.0.29 (1) con o' fresco, se tienen |u| =
[‘1 =1] l]

=l
o=ty = |cfa\*' uﬂ\[ Iy por lo tanto lo]] >

o' :=l] ‘ |'r[a 7|u|

—II[]
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Tla:=l]

e[\ uﬂm[a/::l]. Analogamente, por Lem. C.0.37 (1) con o fresco (u)f = (ul)j

e
Tlai=|ul ‘r[cv'::l][oz::|u\a[CY =l

[
c[)[ for=lulf ] _ (<) 0 . Se concluye por Lem. C.0.38 nuevamente, dado que

T[a’:=l] [a::|u\‘r[u,::l]‘l]

(
T T ; Tla':=1 T T la’=1) [a::\ulT[“,::”:l]
(o)7 = (L)j L) ! U @) =T U glolT 3 > (Lhf U o)y ! U
(] !’

Tla':=l o Tla’:=1 T o T T
W)= 0 lefo \ ul (T = @ U (o \* ul)f = o)
= 0 = [@. Luego, se tienen tres casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. N. Luego, o = LCC([o] t)[a \*' s] y o/ = LCC([/]t:: s) con a ¢ ¢, a ¢ LCC y fe(s,LCC).
Notar que o' = {a\* s}}(LCC([a] t)) con « ocurriendo linealmente en LCC{[c] t). Se concluye
entonces por Cor. C.0.41.

2. P. Luego, o = LCC(c[B\* s'])[a \*" s] v o/ = LeC(c[B\* &' - s]) con o ¢ ¢, a ¢ LCC, v ¢ &,
fc(o/,LCC) y fe(s, LCC). Notar que o = {a\* s)(LCC(c[B\* &'])) con a ocurriendo lineal-
mente en LCC(c[S \* s']). Se concluye entonces por Cor. C.0.41.

3. W. Luego, o = LCC(c[B\a))[a \* s] y o = Lcc(c[B\* s]la\a’]) con a ¢ ¢, o ¢ LCC,
fc(o/,LCC) y fe(s, LCC). Notar que o/ = {a \* s} (LCC(c[ \ o)) con a ocurriendo linealmente
en LCC(c[B \ a]). Se concluye entonces por Cor. C.0.41.

= 0 =Tu. Luego, o =tuy o =t'ucont —, t'. Por h.i. se tiene (]t[)lTu‘T:l > (]t’[)‘TulT:l. Maés atn,
por Lem. C.0.34, |o|] > |0|]. Finalmente, se concluye dado que (o)] = (]tD\Tum:l U (]u[)ﬁ Uo7} >
(t'Dupz U (b U lOIT 3 = O'D7

» 0 = tT. Luego, 0 = tu y o' = tu' con u —¢ v'. Por h.i. se tiene (u)] > (u')j. Mas atn,
por Lem. C.0.34, se tienen |o] > [o'[] v |u|j = [u/|j. Entonces, por Lem. C.0.37 (3), se tiene
también (]tD\TuhT:l > (]t[)‘Tu,‘ﬁ:l. Finalmente, se concluye dado que (o)] = thlTum:l U (u)f U flol7 } >

Doz U (D U AL I7 B = (D7 -

» 0= Az.T. Luego, o = Azt y o/ = Azt' cont —4,t'. Sealptalque Il =n:lpol =[] =1 Por
h.i. se tiene (o)] = ()7, > (¢')], = (o')], por lo que se concluye.
» 0 = po.C. Luego, 0 = pa.cy o' = pa.d con ¢ = . Por h.i. se tiene (o)] = (]CDE[Q::” >

(]C/Da[a::l] = (0)7, por lo que se concluye.

= 0 = T[z \ul. Luego, o = tlx \u| y o = t/[x\u] cont =, t'. Por h.i. se tiene (t)] > (t')]. Se

concluye dado que (o)] = (¢)] U (]u[)ﬁ > (') U (]u[)ﬁ = (0o')], por lo que se concluye.
= 0=tz \T|. Luego, o =tlx \u] y o =

tlz \v'| con u —¢ u'. Por h.i. se tiene (u)] > (u/)]. Se
concluye dado que (o)] = ()7 U (u)f > ()] U (u') = ()], por lo que se concluye.

!/

» 0 =[a]T. Luego, 0 = [a]t y o' = [a]t' con t =4 t'. Por h.i. se tiene (o)] = (t)7,) > ('), =

7(ax)
o')7, por lo que se concluye.
l

= 0=_C[a\"s]. Luego, 0 = c[a\* s] y o' = ¢[a\* 5] con ¢ =4 ¢. Sean s = ug-... - u, y 7' = Tl 1=
luolfj - -t [unl] : 7(a/)]. Por h.i. se tiene (]c[)ﬁ/ > (]c/[)ﬁl. Més aan, por Lem. C.0.34, |o|] > |o'|].
Finalmente, se concluye dado que (o)] = (]c[)ﬁ/ U (shp U flol7 } > (]c’[)ﬁ/ u(shp u I’ 17} = ()7 -



234 APENDICE C. PRUEBAS: BISIMULACION FUERTE PARA O.C.

= 0=cla\" 8]. Luego, 0 = c[a\* s] y o' = c[a\* §'] con s —¢ 5. Sea's =1ug-...-u,. Entonces,
s =4 & implica s’ = g - ... u), con ur —¢ uj, para algin k € [0,n] y (u; = u})i<n,izk. Por
h.i. se tiene (s)f > (]s’[)ﬁ Mas atin, por Lem. C.0.34, se tienen [o]] > [o'[] ¥ [uk[] = [uj[]-
[a = [uolf it funlf s 7(a)] ¥y 77 = Tlo i= Juglf : ... ¢ fug[f - 7(@)]. Se tiene

entonces 7' > 7”. Luego, por Lem. C.0.37 (2), (]c[)ﬁ/ > Qc[)ﬁ”. Se concluye dado que (o)] =

(D L shf L ol B > (edf” L (D 0 flo'17 3 = (o)

0 = Cla\B]. Luego, o = c[a\B] y o' = [\ ] con ¢ — ¢’. Por h.i. se tiene (o)] = QCDH[O‘:zT(ﬁ)] >
QC/DE[Q::T(ﬂ)] = (0)], por lo que se concluye.

Sean 7 = Tlo

» 0=T-s. Luego,o=t-syo =t -scont—,t. Por hi. se tiene (]t[)ﬁ > (]t’[)ﬁ. Se concluye dado
we (o7 = (BT U (507 > (7 U (s = (/)7

= 0=1-8.Luego,0=t-s5y o =t-s" cons ¢ s'. Por h.i. se tiene (s)j > (s'). Se concluye dado
que (o) = ([ U (shy > (6D U () = (D7 -

O

Volviendo sobre el ejemplo dado anteriormente con el término t = (ua.([8] ) [8\* 1d.[0] z]) (ud.[0] =),
donde |u0.[d] :z:|ﬁ =2y |t\ﬁ = 8, considerar la siguiente secuencia de reduccién canénica:

/

(no([B]2)[B\* po.[6] x]) (po.[6]x)  —aq  pa’ ([B]2)[B\" pé.[0] 2] [ar\* pd.[8] ]
—p e (5] )[{6 v (/M?[ |z) - (ud.[0] )]
= pd Bl (ud.[0] ) (n.[0] )

Luego, (]t[)ﬁ = {5,8}}, mientras que (ua’.([8]z)[8\* ué.[0] ][ \* p.[0] = ﬂ[)'i = {5,5}. Mas aun,
(ue([B)2)[B\" (1.[6] @) - (ué.[6])])F = {5} ¥ por tltimo (ua.[8] @ (ud.[5] x) (nd.15] 2))f = {4, 2}

Se prueba entonces la normalizacion fuerte de la relacion de reduccion canédnica apelando a los
resultados anteriormente presentados.

Teorema 4.5.1. La relacion de reduccion —, es fuertemente normalizante (SN).

Demostracion. El resultado es una consecuencia inmediata del Lem. C.0.42 y el Teo. C.0.36. O

Teorema 4.5.2. La relacion de reduccion — es confluente (CR).

Demostracion. Se prueba que la relacion es débilmente confluente (WCR) mediante un analisis de
pares criticos [BN98] y se concluye por Lema de Newman apelando al Teo. 4.5.1 anterior.

Luego, basta ver que todos los pares criticos entre las reglas dB, dM, N, P, W convergen. Se tienen
tinicamente tres pares criticos:

1. N-P. Luego, se tiene 0 = LCCo(LCCy([0]t)[0\* s'])[or \*" s] con las condiciones a ¢ LCCy, v ¢
LCCy{[0]t), o ¢ s, fc(a’,LCCs), fc(s,LCCy) por la regla P, y las condiciones § ¢ ¢, § ¢ LCCq,
fc(a, LCCy ) y fe(s’, LCCy ) para la regla N. Se concluye dado que (¢ :: §') :: s = ¢ :: (' - s), obteniendo
el siguiente diagrama:

LCC(LCC (6] £)[6 \* 8'[)[er \&" 8] —y LCC2(LCCy ([a] == ')} [\ 8]
Pl Nl

LCCo(LCC ([8] £)[6 \*' ' - s])  —vy LCCH{LCCy([a] (¢ :: &) =2 8))
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2. P-P. Luego, se tiene o = LCCo(LCCy (c[y \? "])[6\* '[)[a \* s] con las condiciones o ¢ LCCo,
a ¢ LCCi{c[y\° s"]), a ¢ s, fc(a’,LCCy), fc(s,LCCy) por la aplicacion externa de la regla, y las
condiciones 6 ¢ ¢, § ¢ LCCy, § ¢ s, fc(a,LCCy) y fc(s’,LCCy) para la interna. Se concluye dado
que s - (s - 8) = (8" - ') - s, obteniendo el siguiente diagrama:

LOCa (LCCy ey \* 5" [ \* 1) [ \** 5] —p LCCLCCH(c[y \* " - ' [)) o \* 5]
| |

LCCo(LCCy (c[y \0 " N[6\* &' - s])  —p  LCCo(LCCy(c[y \* s - - s]))

3. W-P. Luego, se tiene o = LCCo(LCCy (c[y \d])[6 \* &'[)[a \* s] con las condiciones a ¢ LCCy,
a ¢ LCCy{c[y\d]), a ¢ s, fc(a/,LCCy), fc(s,LCCy) por la regla P, y las condiciones ¢ ¢ ¢, § ¢ LCCy,
fc(a, LCCy) y fe(s’,LCCy) para la regla W. Se concluye por a-conversion con 8 un nombre fresco,
obteniendo el siguiente diagrama:

LOC2 (LCCy e[y \ 81)[8\* 8']) [ \*" 8] —y LCC2{LCC (cy \ ][5\ a])) [\ s]
vl

P LCC2(LCC1 (c[y \* s'[[ \* ][ \ a’]})
|

LCC2(LCCy(c[y \)[§\* ' - s]) =y  LCC2(LCCi{c[y \* s’ - s][B\ o]))

O

Lema C.0.43 (Subject Reduction). Sea 0 € Opps. Sim>e T o:T | A yo —4 0, entonces existe
el :T|A.

Demostracion. Por definicién, o —, o’ implica 0 = 0(l) y o’ = 0(r) con | —, r, * € {dB,dM,N,P,W}. La
demostraciéon es por inducciéon en O.

= 0 = [J. Luego, se tienen dos casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. dB. Luego, o = L(Az.t)u y o/ = L(t[z \ul). Por (appP) se tienen ' =Ty UT; y A = AgUA,
con T ag.py >elo FL{Azt) : A =T | Aoy mu>el't Fu: A| Ay, Se procede por induccion
en L.

e L = (1. Luego, de 7y (xz.4) se tiene m; >¢ Lo; (2 A)SU it T | Ag por (aBs). Se concluye
por (SuBs) con Ty y T, obteniendo 7' >¢ T t[z \u] : T | A.

e L=L'[y\v] cony ¢ u. Luego, por Lem. 4.3.1, y ¢ dom(I'1). De 7 (x,.+) por (suss) se tie-
nen Ty = THUTY y Ag = AfUAY con iy xgy e Dps (y : B)SPEL (Azt) : A — T | A
y 7y e I'g v B Af. Luego, por (APP) con Ty (xz.¢) ¥ Ty S€ obtiene m/x, ¢y >
LoUL;(y: B)SEL (Aat)u: T | Aj U Ay, Por h.i. existe una derivacion m ¢jz\u)) e
THUTly;(y: B)SY L {tla \ul) : T | AjUA;. Finalmente, se concluye por (suss) con
Ty, T > T EL{tlx \ul) : T | A.

2. dM. Luego, 0 = L{pa.c)u y o' = L{ua’.cla\* u]) con o/ un nombre fresco. Por (app) se
tienen I' = To Uy y A = Ag UA; con T(ua.cy e o L{pac) : A= T | Ag y my Dg
't Fu: A] Aq. Se procede por induccion en L.

e L = [ Luego, de m(ua.c) se tiene m. >¢ Iy F | Ay;(a: A— T)=! por (cont). Por
(REPL) con T y my se obtiene m o, >e I'F cfa \* u] | A;a’ : T. Luego, se concluye
por (cont), 7’ g I'F pa’.cla\* u] : T | A.
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e L =L'[y\v|] cony ¢ u. Luego, por Lem. 4.3.1, y ¢ dom(T'1). De 7y (,q.c)y POr (suss)
se tienen contextos I'y = Ty UTY y Ag = Aj U Af con derivaciones 7y (yq.0) De
by B)StEL (paey : A= T | Ay y my>e Ty Fv: B | Aj. Por (app) con 7y, se ob-
tiene la derivacion 7y (ya.c)u >e Ty UT1; (y : B)SPE L (pac)u: T | Aj U Aq. Entonces,
ooty 56 Th U3 (s B)ST - Ldpal o\ ul) : T | Ay U Ay,

Finalmente, se concluye por (suss) con m,, 7' >g I' F L{pa’.cla \* u]) : T | A.

por h.i. existe m,

= 0 = [@. Luego, se tienen tres casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. N. Luego, o = LCC([a] t)[a\* s] y o/ = LCC([e] ¢ :: s). Por (REPL) se tienen I’ = TyUT; y A =
AgUA;a’ A con derivaciones miec(a] 1) e o F LCC([a] ) | Ag; (a1 S — A)St; (ol : A)S?
yms>e 1 Fs: S| Ay (o : A)SL Se procede por inducciéon en LCC.

e LCC = [. Luego, por (NaME) se tiene (a: S — A)Sl no vacio en miee([a]¢) CON Ty D¢
TobFt:8— A|Ag;(a:S— A)Sh (o : A)SL Mas atn, por hipétesis de la regla N, se
tiene o ¢ t. Luego, por Lem. 4.3.1, (a: S — A)=! es vacio en ;. Por Lem. C.0.20
(3), existe mp.s e [Fts: A AgUA; (o : A)SL. Luego, se concluye por (NAME),
o e T[]t s] Al

e LCC = [y]LTC. Luego, por (NAME), se tiene el contexto Ag = Ag; v : B con la derivacion
Tore((a] ty>elo F LTC([a] t) : B | Ag; (ar: S — A)Sh ((of + A)SU (v : B)S1). Se procede
analizando la forma de LTC.

o LTC = LTC' u. Luego, por (APP), se tienen contextos o = I'{UTy y Ay = ALUAY con
Tire (o) 1y e Lo F LIC([a] t) : B — B | Ab;(a: S — A)Sh ((of - A)SPU (v : B)Sh)
y muDe Ty Fu: B | AY;(a: S — A)SL ((of : A)STU (v : B)SY). Considerar p =
LCC ([a] t)[or \*" s] donde LCC' = [§]LTC’ con & un nombre fresco. Entonces, por
(NAME) y (REPL) con 7, mp>e Ly UL Fp | Aj UAL; 8 : B' — By (o : AU (y: B)S1).
Mas atin, como p —»y p’ = LCC'([a/]t :: s), por h.i. existe una derivacion my >g
LUl Fp | AyUALS: B’ — B; (o : AU (v : B)S1). Luego, de (NAME), se tiene
Tore (ja] t:5) >0 UT H LTC([@/] i s) : B' = B | Ay UAL; (o : AU (v : B)St), ya
que § es fresco. Finalmente, se concluye por (app) con m, y luego (NAME) con 7,
o >¢ T'F o' | A. Notar que, por hipotesis de la regla N, a ¢ u y, por Lem. 4.3.1,
(a: S — A)S! es vacio en 7.

o LTC = Ax.LTC'. Luego, por (aBs), se tienen B = B’ — B” con Ture(ja)s) D>e
To; (z: B))SYELTC([a] t) : B” | Ag;(a: S — A)SL: ((of : A)STU (v : B)SY). Con-
siderar p = LCC([o] t)[a \* s] donde LCC' = [§]LTC’ con § un nombre fresco.
Entonces, por (NAME) con el nombre § y (REPL) con 7, se obtiene la deriva-
cion m, g Ts(x: B)S - p | Aj U A8 B (o : AU (v : B)SY). Més atin, como
p —y P’ =LCC([@']t :: ), aplicando la h.i. se tiene que existe una derivacion my >g¢
[;(z:B)StEp | Ay UAg;6: B”; (o : AU (v : B)S!). Luego, de (NAME), se tiene
Trre (Jo!] t:s) el (@ BHSUELTC [/t s) : B" | AjUAg; (o : AU (y: B)SY), ya
que 0 es fresco. Finalmente, se concluye por (aBs) y (NAME) con 7, Ty >gI'F o' | A.

o LTC = pd.LCC'. Luego, de Tyr((a]s) POr (CONT), se tiene la derivacion mices (o] sy D¢
Do - LeC([a] t) | Ab; (a: S — A)SL ((of : A)STU (v : B)S1); (6 : B)<!. Por lo tan-
to, aplicando la regla (REPL) con m,, se obtiene la derivacion e (o] 4)[a\e’s] €
I e ([a] t)[a\* s] | A; (o : AU (v : B)SY); (6 : B)SL. Por h.i. existe una deri-
Vacion Tiee (o] 4:5) e I LCC/([@'] 2 s) | As (o : AU (v : B)=1); (0 : B)=!. Final-
mente, se concluye por (CONT) y (NAME), Ty e ' 0 | A.

o LTC = LTC'[z \u|. Luego, por (suss), ['g = T{UTY y Ag = ASUAY con mirer (o] 1) D>
Ty (z: B)SYELTC([a]t) : B| A (a: S — A)Sh ((of : A)STU (y: B)SY) y mube
TybFu:B | AY;(a: S — A)SL (o : A)STU (v 1 B)S1). Mas atin, por hipétesis de
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la regla N, se tiene a ¢ u. Luego, por Lem. 4.3.1, (o : S — A)=! es vacio en 7,. Con-
siderar p = LCC'([a] t)[ar \* s] donde LCC' = [] LTC'. Entonces, por (NAME) con +
y (REPL) con T, se tiene m, g Iy Ul ; (z: B)S1Ep | Ay UAL; (o : AU~ : B).
Mas atn, como p —y p’ = LCC'([a/]t :: s), por h.i. existe una derivacion my >g
LyuUTly;(z: B)S Ep | AfUAL; (o : AU~y : B). Esta derivacién necesariamente
termina en una aplicacion de (NaME) con y. Luego, se tiene la premisa Tores (o] #::5) >
TyUTy;(z: B)SYELTC ([0t s) : B| Ay UAL; (o : AU (v : B)S!). Finalmente,
se concluye por (suBs) con m, y luego (NAME), 7y >¢ I'F 0 | A.

e LCC = LCC'[y \? &']. Luego, de Tee(la]t) POT la regla (REPL), se tienen los contextos
Lo =THUTE v A¢g = AjUAG; 0 : B con una derivacion para mice (o] ¢y por un lado
7TLCC/<[a]t>‘>SF6 = LCC’([a] t> | A6 (a S — A)<1 (’y S — B)<1 ((a A)<1 (5 B)<1)
y otra para s’ por otro my >g Ty s’ 0 8" | Als (a: S — A)SL ((of - A)STU(6: B)SY).
Entonces, aplicando la regla (REPL) con 75, se obtlene la derivacion meer (o] ¢y [a\e’ s] €
Iy UTy F Lo ([a] )]\ s] | AjUAL; (v : S — B)Sh ((of : A)STU (6 : B)SY). Luego,
por h.i. sobre LCC’, se garantlza que existe una derivacion para el reducto mcer (ja/] 1::5) > €
roury - LCC’([O/} s) | AL UA (v : 8" — B)Sh ((of : A)STU (6 : B)SY). Finalmen-
te, se concluye por (REPL) con g, Ty > I'F o | A. Notar que, por hipotesis de la regla
N, a ¢ sy, por Lem. 4.3.1, (a: S — A)S! es vacio en 7y

e LCC = LCC'[\d]. Luego, por (rREN), se tiene Ag = Aj; d : B con la derivacion e ([a) ) >
o - LeC([a]t) | Ag; (a2 S — A)SY ((@f : A)STU (6 : B)SY); (v B)S!. Mas atin, com-
binando esta derivacion con m, mediante la regla (RePL), se obtiene ¢ ([a] ) [a\ s] D€
Do UT FLec([a] )|\ s] | AbUAL; (o : AU (8 : B)SY); (v : B)S!. Luego, aplican-
do h.i. sobre LCC’, se tiene que existe una derivacion para el reducto TLee! ([of] t:s) D€
TyUT; F L ([a } :8) | ApUA; (o s AU (8 : B)SY); (v : B)S!. Finalmente, se con-
cluye por (REN), 7y I>g Itk o’ | A.

2. P. Luego, o = LCC(c[B\* s'])[a \* s] v o/ = LCC(c[B\* & -s]). Por (rEPL), se tienen
los contextos ' = Ty UT, y A = AgUA;a’ : A con las derlvacmnes 7TLCC (c[B\s <]]
Lo FLCC{c[B\*s]) | Ag; (a: S — A)Sh (ot A)St y me e Tk s: S| Ap(of - A)SL Se
procede por induccién en LCC.

e LCC = [1. Luego, por (REPL) se tienen los contextos Ty = Ty UTy v A = Aj UA{
con (a:S — A)S! no vacio en Trec(e[f\es]y ¥ Una derivacién para c por un lado
Tl F e | Ay (B:8" =8 — At (a: S — A)Sh (o : A)S!y otra para s’ por otro
e ey s S’ | Al; (o S — A)Sh (o : A)SL. Mas atin, por hipétesis de la regla P,
se tiene a ¢ cy o ¢ s'. Luego, por Lem. 4.3.1, (a: S — A)S! es vacio en 7. y 7y . Por
Lem. C.0.20 (1), existe g s > Ty UT1 F s’ -5:8 -S| AjUA; (o + A)SE, Notar que
§' =S5 A=5"-5— A Luego, se concluye por (REPL), Ty e I' F ¢[B\* & - 5] | A.

e LCC = [y]LTC. Luego, por (NaME), se tiene el contexto Ag = Ag; v : B con la derivacion
WLTC(c[[B\as/]]>|>SFO F LTC(c[B \a Slﬂ> B| Ay (a: S — A)<1 ((a A)<1 (v: B)Sl). Se
procede analizando la forma de LTC.

o LTC = LTC'u. Luego, de myrcic[g\ws])y POr (APP), se tienen los contextos I'o =
oUTy y Ay = Ay U AY con derivaciones para las premisas more c[g\es]y >
[y FLTC (c[B\*s']) : B' = B | Ay (a: S — A)SY; ((a AU (v B)SY) y e
Ty Fu:B | AY;(a: S — A)SL; ((a A)StU (y: B)SY). Considerar entonces p =
LeC (c[B\* s'])[a \* s] donde LCC' = [§] LTC’ con & un nombre fresco. Por (NAME)
con § y (REPL) con s, mp>e Ly UT1 Fp | Ay UAL; 6 : B — B (o : AU (v : B)SY).
Més atn, como p —p p/ = LCC(c[3\* &' -s]), por h.i. existe una derivacion
Ty >elgUT ' | A UAL S : B’ — By (o’ : AU (v : B)S'). Esta derivacion nece-
sariamente termina con la regla (NaME) sobre 4. Luego, se tiene e/ (.g\a’ .5y >
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THUT, FLTC ([ \* s - s]): B = B| Ay UAL; (o : AU (v : B)S'), dado que §
es fresco. Finalmente, se concluye por (app) con 7, y luego (NAME) con v, myr g
'k o' | A. Notar que, por hipotesis de la regla P, se tiene a ¢ u y, por Lem. 4.3.1,
(a: 8 — A)S! es vacio en 7.

o LTC = Az.LTC'. Luego, por (aBs), se tiene B = B’ — B" con mirc/(c[g\es]) D¢
To; (x: B')SY FLTC (c|B\* s]) : B” | Ag, (a:8 = A< ((o : A)STU (y: B)SY).
Considerar p = LCC'(c[8\* §'])[a \* s] donde LCC' = [§]LTC’ con & un nom-
bre fresco. Entonces, por (NAME) con & y (REPL) con 74, se obtiene la deriva-
cion m, g T (z: B)S'Fp | AT UAL;6: B”; (o) : AU (v : B)<1). Més afin, se tie-
ne p —p p/ = LCC'{c[B \0‘/ s’ - s[). Lueog, por h.i. existe una derivacion m, ¢
D;(z:B)S'Ep | AL UAS; S : B (o : AU (v : B)S!). Esta derivacion necesaria-
mente termina con la regla (NaME) sobre §. Luego, se tiene Torer ([B\ s7-5]) D€
[;(z: B)SYELTC ([ \ &' - s]) : B” | Ay UAg; (o) : AU (v : B)SY), dado que &
es fresco. Finalmente, se concluye por (aBs) y (NAME) con v, 7w, g I'F o' | A.

o LTC = pd.LCC'. Luego, de TLTc(c[8\*s']) POT (CONT), se tiene la premisa Tycer (c[g\es]) >
Do FLec e[\ s']) | Ab; (e : S — A)SL((of » A)SLU (y: B)S1); (6 : B)S!. Enton-
ces, aplicando la regla (REPL) con 7, se obtiene la derivacion m g (o g\0s]) [a\e” s] €
L FLec (e]B\* s'])a\* s] | A; (e : AU (v : B)SY); (6 : B)=!. Luego, por h.i. exis-
te Tiee (epp\e’s-s)y € I - LCC (e[ B \ s s]) | As(ef s AU (v : B)SY): (6 : B)SY. Fi-
nalmente, se concluye por (CONT) y (NAME), Ty ¢ I'F 0 | A.

o LTC = LTC'[x \ u]. Luego, por (suss), se tienen contextos I'o = T, UTY] y Ag =

A/Q U AJ con una derivacién para LTC'(c[8 \* s']) por un lado WLTCI(CM\Q /ﬂ)
bl PSSl 1) B a5 A2l =10y ) by

una para u por otro m, >g ' Fu: B’ | A (@: 8 — ASL ((of - ASLU (fy B)<t )
Més atn, por hipotesis de la regla P, se tiene a ¢ wu. Luego, por Lem. 4.3.1,
(: S — A)f es vacio en . Cons1derar p=1cC{c[B\* s'])[a\*" s] donde LCC =
[v] LTC'. Entonces, por (NAME) con v y (REPL) con 7, se tiene la derivacion m, >¢
ryuly; (2 B )<1 Fp| A UAL; (of : AUy @ B). Incluso mas, se tiene p —p p’ =
LCC/ ([ \* &' - s]). Luego, por h i. sobre LCC’, se garantiza que existe una deriva-
cién para el reducto 7y > Th Uy (z: B))STEp' | Aj UAL; (o : AUy : B). Esta
derivacién necesariamente termina con (NAME) sobre «y. Luego, m ¢ (c[B\' s'-s]) D€
Ly UTy; (x: B)S LTS (c[B\ ' - s]) : B| Ay UAL; (o) - AU (v : B)SY). Por 1l-
timo, se concluye aplicando la regla (suss) con 7, seguida de (NAME) con 7, 7y >g
L'ko|A.

e LCC = LCC'[y \? s”]. Luego, de Troc(e[@\es’])y POT (REPL), se tienen contextos I'y =
ouUTy y Ao = Ay UAG; 6 : B con derivaciones para las premisas e (c[g\es/]y De
Ty FLec (e[ \* s']) | Ab;(a: S — A)SLi(y: 8" — B)SL (o - A)STU (0 : B)SY) ymenbe
TyrEs": 8" | Al;(a: S — A)SL ((of : A)STU (8 : B)Sh). Entonces, combinando las de-
rivaciones Ticer (c[g\ws']) ¥ Ts mediante la regla (REPL), se obtiene Troer (e[B\es']) [\’ s] €
TyuTly FLec(c[8\* ¢'])[e \0‘ s| A UA;(y: 8" — B)SL ((of - A)STU (6 : B)SY).
Luego, por h.i. sobre LCC', existe una derivacién para el reducto Troer (e[B\' s7-s]) D€
ryuly FLec{c[s \a' sy | AU AL (v 8" — B)Sh ((of : A)STU (8 : B)SY). Final-
mente, se concluye por (REPL) con mgr, Ty >¢ I' o' | A. Notar que, por hipotesis de la
regla P, a ¢ s” y, por Lem. 4.3.1, (a: S — A)=! es vacio en 7.

)
<

e LCC = LCC'[\d]. Luego, por (REN) se tiene Ag = Ag; 0 : B con la premisa mycer (o[ g\ws/])>e
Lo FLeC{c[B\* s']) | Ag; (a2 S — A)SL (o : A)STU (6 : B)S1); (v : B)<!. Entonces,
aplicando (REPL) con Tycer(c[g\es’]) ¥ Ts, € obtiene la derivacion Ticer (e[ B\ s']) [\’ s] P&
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Do UT Lo (e B\ s'])a\* s] | Ay UA; (ol - AU (S : B)SY); (v : B)S!. Luego, por
h.i. sobre LCC’, se garantiza que existe una derivacion para el reducto Moo (c[B\' s7-5]) €
Do UT FLeC (e[ B\ s - s]) | Ay UA; (o) - AU (8 : B)SY); (v : B)=!. Se concluye apli-
cando (REN) con vy 6, my > ' 0" | A.

3. W. Luego, o = LCC(c[B \ a))[a \*" s] y o/ = Lcc(c[B \* s][a\ a/]). Por (repL) se tienen los
contextos I' = o UT; y A = AgUAy;a’ : A con derivaciones para premisas mice(c[g\a)) >
Do - Lec(c[B\al) | Ag;(a: S — A)St (o : A)Sty el - s: S | Ag;(af + A)SL. Se pro-
cede por induccién en LCC.

e LCC = [@. Luego, de Tcc(c[p\a)) POT (REN), se tiene la derivacion para la premisa . >¢
Tolc|Ag(B:8 = At (a: S — A)SL: (o : A)SL Mas atn, por hipotesis de la regla
W, se tiene a ¢ c. Luego, por Lem. 4.3.1, (a: S — A)=! es vacio en 7. Entonces, a es
fresca y, por (REPL) con 7y, se obtiene m g\ e I'Fc[B\* s] | Aja: A; (- A)SL,
Luego, se concluye por (REPL), Ty ¢ I F [ \* s][a\ /] | A.

e LCC = [y]LTC. Luego, por (NaME), se tiene el contexto Ay = Ag;~y : B con la deriva-
cion myreieipran e Do FLTC(c[B\al) : B| Ag; (o : S — A)=h ((of : A)STU (v : B)=h).
Se procede analizando la forma de LTC.

o LTC = LTC' u. Luego, de myrc(c[g\a]y POT (APP), se tienen los contextos I'g = I'y UT{
y Az = AL U AY con una derivacion para LTC'(c[f \ a]) por un lado mire (c(p\a)) e
L FLTC(c[B\al): B — B| Ab;(a: S — A)SL ((of : A)STU (v : B)SY), y una pa-
ra u por otro T, >g Ly Fu: B | AY;(a: S — A)SL ((of - A)SLU (v : B)Sh). Con-
siderar p = LCC'(¢[8 \ a])[or \* s] donde LCC’ = [§]LTC’ con & un nombre fresco.
Entonces, aplicando (NAME) con § y (REPL) con 7, se obtiene la derivacion 7, >¢
LUl Fp| AjUAL; (o : AU (y: B)S);0 : B — B. Més atin, se tiene p —,; p’ =
LCC'{c[B \* s][a \ @']). Luego, por h.i. existe una derivacion para el reducto my >g
LU Fp | ATUAL (o : AU (y: B)S1Y);0: B’ — B. Esta derivacion necesaria-
mente termina con la regla (NaME) sobre ¢. Luego, se tiene mire/(c[g\es]a\a’)) >€
LyuUTy FLTC(c[B\* s][a\a']) : B' = B| Ay UAL; (o - AU (v : B)SY), dado que
& es fresco. Finalmente, se concluye por (app) con m, y luego (NAME) con -,
o ¢ T'F o' | A. Notar que, por hipdtesis de la regla W, a ¢ u y, por Lem. 4.3.1,
(a: 8 — A)=! es vacio en 7.

o LTC = Az.LTC'. Luego, por (aBs), se tiene B = B’ — B” con i (cp\a]y ¢
Do; (z: B)SYELTC(c[B\al) : B" | Ag;(a: S — A)SL ((of - A)STU (7 : B)Sh). Sea
p =LcC (c|B\ a])[e\* 5] donde LCC" = [§] LTC' con § un nombre fresco. Por (NAME) y
(REPL) con T, se tiene m,>¢; (z : B))S Fp | Ay UAg; (o : AU (y: B)S1);8: B”.
Més atn, como p —, p' = LCC/{c[B \* s][a\ &/]), por h.i. existe una derivacion
Tyl (@ B)S Ep/ | Ay UAg; (@ : AU (v : B)SY);6 : B”. Esta derivacion nece-
sariamente termina con la regla (NAME) sobre 4. Luego, se tiene e/ (c[g\@s]a\a’]) >€
[;(z: B)SYELTC (e[ B\* s][a \a']) : B | Ay U Ag; (o : AU (v: B)S!), dado que
0 es fresco. Finalmente, se concluye por (aBs) y (NAME) con v, 7y > I'F o' | A.

o LTC = pd.LCC". Luego, de 7re(c[g\a]) POT (CONT), se tiene la derivacion mices (og\a]y >
Do FLec(c]B\al) | Ab;(a: S — A)SL (o - A)SLU (v : B)SY); (6 : B)S. Mas atin,
aplicando la regla (REPL) con 7, se obtiene la derivacién mqq (clB\a)[a\'s] PE
L+ Lec (el \al)a\* s] | A; (o : AU (y: B)<1); (6 : B)S'. Luego, por h.i. sobre
LCC’, se garantiza que existe una derivacion para el reducto e (c[g\ws]a\a’]) B>€
I FLec(c]B\ s]la\]) | A; (o : AU (v : B)S1); (6 : B)S!. Finalmente, se conclu-
ye por (CONT) y (NAME), Ty > ' o' | A.

o LTC = LTC'[z \u]. Luego, de myrc(c[g\a]) POT (SUBS), se tienen contextos I'g = I'y UT
y Ay = A U AY con una derivacion para mire (c[g\a)) POr un lado myres (cg\aly e
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Ty; (z: B)SYELTC(c[B\a]) : B| Ab;(a: S — A)SL ((of - A)STU (v : B)S1), y una

para u por otro m,>e Ly Fu: B | A (a: S — A)Sh ((of : A)STU (y: B)St). Mas

atin, por hipotesis de la regla W, se tiene o ¢ u. Luego, por Lem. 4.3.1, (o : § — A)S?
es vacio en 7. Considerar p = LCC'(¢[8 \ o)[a \* s] donde LCC' = [y] LTC'. Enton-
ces, aplicando la regla (NAME) con v y (REPL) con 7, se obtiene la derivaciéon
mp e DU (2 B)S Ep | AjUAL; (of : AUy : B). Més atin, se tiene p —
p’ = LCC{c[B \* s][a\ @’]). Luego, por h.i. existe la derivacion para el reducto
Ty ey Ul (z: B)SEp' | Ay UAL; (o : AU~ @ B). Esta derivacion necesaria-
mente termina con (NAME) sobre «y. Luego, se tiene la premisa mrres (c[g\@s][a\a’]) B> €
Lyuly;(z: BNSYELTC(c[B\* s][a\d/]) : B| Ay UAL; (o : AU (v : B)S1). Se con-
cluye aplicando (suBs) con 7, y (NAME) con v, my g I'F o' | A.

e LCC = LCC'[y \ s']. Luego, por (rEPL), se tienen los contextos Ty = T) U Ty y
Ag = Aj U AG; 6 B con una derivacion para LCC'(c[3 \ o) por un lado mice (cip\a]y D&
Iy FLec{c[B\al) | Ay (a: S — A)S(y: 8" = B)SL ((of : A)STU(§: B)SY), y una
para s’ por otro my >y s’ : 8" | AJ;(a: S — A)SL ((of - A)SLU (6 : B)S!). Enton-
ces, combinando e (g\a)) ¥ Ts mediante la regla (rRepL), se tiene Troer (e[B\a) [a\ s] €
Ly UT Lo (e[B\a) o\ s] | AbUAL; (v : 8 — B)St (o : AU (6 : B)SY). Luego,
la h.i. sobre LCC' garantiza que existe una derivacion para el reducto micer (c[g\es]ja\a/]) €
Iyuly FLec{(c[B\* s]la\a/]) | AbUA;(y: S — B)St (o : AU (8 : B)Sh). Por tl-
timo, se concluye por (REPL) con 7y, my >¢ I'F o' | A. Notar que, por hipotesis de la
regla W, a ¢ s’ y, por Lem. 4.3.1, (a: S — A)=! es vacio en 7.

e LCC = LCC'[y\d]. Luego, por (REN), se tiene el contexto Ag = Agy; d : B con Tyeer (c[g\a)) >
o FLec{c[B\al) | Ag;(a: S — ASL (o : A)SLU (8 : B)SY); (v : B)S!. Mediante la
regla (REPL), combinando mieer(cg\a)) Y Ts, se obtiene la derivacion TLee (c[B\a])[a\ s] €
Do UT FLec(e[B\a) o\ s] | AgUA; (o : AU (8 : B)SY); (v : B)S'. Luego, la h.i.
sobre LCC' garantiza que existe una derivacion para el reducto myee (c[g\es] [a\a’]) &
ToUTy FLCC{c[B\* s][a\a/]) | AgUAq; (' : AU (§ : B)S1); (v : B)SL. Por tltimo, se
concluye aplicando (REN) con v, 7y >g T'F o' | A.

0 = Tu. Luego, 0o = tuy o’ = t'u cont —, t'. Mas atn, por (app) se tienen I' = T'o U T
yA=AgUA con g Tobt: A>T |Agy my>eTiFu: A Ay Por h.i. existe my g
Tobt:A— T]| Ag. Finalmente, se concluye por (app), 7' > T'F o : T | A.

0 =tT. Luego, 0o = tu y o = tu' con u —, u'. Mas aun, por (app) se tienen I' = T'o U T
yA=AUA;conm>glgbt: A>T | Aoy mu>el1Fu: A| Ay, Por h.i. existe m, g
Iy F4u' : A] A;. Finalmente, se concluye por (app), 7' > I'H o : T | A.

0 = Az.T. Luego, 0o = Az.t y o’ = Ax.t’ con t —, t'. Mas atn, por (aBs) se tiene T'= A — B
con m; >g [ (z: A)ST ¢ : B| A. Por h.i. existe mp >¢ Ty (x: A)ST ¢ : B | A. Finalmente, se
concluye por (aBs), 7' > I'Fo : T | A.

0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy o = pa.c con ¢ =, ¢’. Mas atn, por (ConNT) se tiene m, D>¢
I'tc|A;(a:T)SL Por h.i. existe una derivacion 7o >g I'F ¢/ | A;(a: T)S!. Finalmente, se
concluye por (cont), T’ >e'Fo : T | A.

0 = Tz \u]. Luego, o = t[x \u] y o' = t'[x \u| con t —, t'. Mas atn, por (suss), ' =Ty UT;
vyA =A)UA; con m e Tos(x: A)STEt:T|Agy mu e i Fu: A| Ay, Por h.i. existe
7y e Do (w: A)St =+ T | Ag. Finalmente, se concluye por (suss), ©' >g I'o' : T | A.

0 = t[x \ T]. Luego, o = t[lx \u] y o' = tlx \v/] con u —4 u'. Més aun, por (suss) se tienen
I'=TyUly yA = Ag UA; con my Dgro;(xlA)SlktiTWAo y Ty >5F1FUIA|A1. Por
h.i. existe m > Ty F o' : A| Aq. Finalmente, se concluye por (suss), ' ¢ T'Fo : T | A.



241

» 0= [T Luego, o = [a]t y o' = [a]t’ cont —, t'. Més atn, por (NAME) se tiene A = Ag;a: A
con m e Mt A| Ag;(a: A)SL Por h.i. existe my >g T'Ht @ A| Ag; (a: A)SL. Se concluye
por (NAME), 7' e TH o : T | Ag;a: A.

= 0 = Cla\" s]. Luego, 0 = c[a\* s] y o/ = ¢[a\* 5] con ¢ =, ¢. Mas atn, por (REPL)
se tienen I' = ToUT; y A = AgUA ;0" 2 A con me g TgFe| Ag;(a: S — A)Sh (of : A)S?
yas el Fs: Al Ay (o @ A)SE Por hii. existe e e To ¢ | Ag; (S — A)SL; (of + A)SE
Finalmente, se concluye por (repL), 7' >¢ T'FH o' : T | A.

= 0 =c[a\ 8]. Luego, 0 = c[a\* s] y o/ = c[a\* '] con s —¢ §'. Méas atin, por (REPL) se
tienen I' = Ty UT; y A = AgUA;a’ : A con . >g Tobe| Ag;(a:S— A)SL (o - A)St y
ms>el1 kst A Ar; (o @ A)SE Por h.i. existe una derivacion mg >g Ty F 8" 0 A | Ag; (o 1 A)SE
Finalmente, se concluye por (repr), 7' >¢T'F o : T | A.

» 0 = Cla\ f]. Luego, 0 = cla\ Bl y o/ = [a\f] con ¢ =, ¢. Mas aun, por (REN) se tiene
A= Ay;B:Acon m.>e T Fcl|Ag;(a: A)SL(B: A)SL Por h.i. existe una derivacién o >g
I | Ag;(a: A)SL (B A)SL Finalmente, se concluye por (ReN), ©' e T'Fo 1 T | A.

= 0=T-s. Luego,o=t-syo =t -scont—,t. Mas atn, por (stk) se tienen T = A - S,
I'=Tyuly yAZ Ag U A con Tl't\>gF0|—t:A|A0 y Ts D5F1|—8:5|A1. Por h.i. existe
mp g Do Ft' 2 A] Ap. Finalmente, se concluye por (stk), 7’ >¢ ' o : T | A.

m 0=1¢-8. Luego, o =t-syo =t-s cons —, s. Mas atn, por (sTK) se tienen T' = A - S,
FP=TgUlh yA=AgUAjconm>eglogFt: A|Agy s> Fs: S| Ar. Por hi. existe
ms g 1 F s’ 1 S| Ar. Finalmente, se concluye por (stk), 7' >¢ T'F o' : T | A.

O

Lema C.0.44 (Subject Expansion). Sea 0 € Oppr. Sim>e'Fo:T | A y o —4 o, entonces existe
e THO:T|A.

Demostracion. Por definicion, o’ —, o implica o’ = 0(l) y 0o = 0(r) con  —, r, x € {dB,dM,N,P,W}. La
demostracion es por induccién en 0.

= 0 = [. Luego, se tienen dos casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. dB. Luego, o = L{t[z \u]) y o’ = L{Az.t) u. Se procede por inducciéon en L.

e L = [1. Luego, por (suBs) se tienen I' = T'yUT"; y A = AgUA; con las derivaciones m; > ¢
To;(z:A)StHt:T | Agymu>el1 Fu: A| Ay Por (aBs) con m; se obtiene TL(at) > €
ToFL{A\x.t) : A— T | Ag. Se concluye por (appP) con m,, 7' >g T'FL{Az.t)u:T | A.

oL =L'[y\v] con y ¢ u. Luego, por (suss) se tienen I' = Ty U, y A = Apg U
Ay con g e Loy (y: B)SPE Ltz \u]) : T | Ag y m e T Fov: B[ A;. Por
h.i. existe una derivacion i (x4 >e Lo (y B)S'ELU(\zt)u:T | Ag. Mas atin,
de (app) se tienen I'c = T UG y Ag = Aj U Af con derivaciones 7/ (nz.¢) De
Ty (y:B)ST L {(Axt) : A— T | Ay mu>ely Fu: A| AJ. Notar que, por Lem. 4.3.1,
y ¢ dom(T'f). Luego, por (SUBS) con i/ (x4 ¥ Ty se obtiene la derivacion my(xg.4) De
FyuTly FL(Az.t) : A— T | AjUA;. Finalmente, se concluye por (APP) con 7y, 7' g
PELAzt)u:T|A.

2. dM. Luego, 0 = L{pa’.c[a\* u]) y o' = L{ga.c)u con o/ un nombre fresco. Se procede por
induccién en L.
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e L = [ Luego, por (conr) se tiene la derivacion m jo\ar,) >e I'F ¢ \* ul | Aol T

Mas atn, por (REPL), se tienen los contextos I' = Ty UT;y y A = Ag U A; con las
derivaciones m.>¢To Fc | Ag; (a: A — T)Sh (o : TSty mu>ely Fu: A| Ay Notar
que, por Lem. 4.3.1, o fresca implica (o’ : T)=! vacio en .. Luego, por (CONT) se
obtiene 7m,q.c >¢ I'o - po.c: A — T | Ag. Finalmente, se concluye por (app) con m,,
7' e 'FL{pa.c)u: T | A.

L =L[y\v] cony ¢ u. Luego, por (suss), I' = Ty UT; y A = Ay U A; con
T (ot clare’u]) € L0 (y: B)S'F L/ (ud .o \O‘l ul) : T |Ag y my e T1Fo:B| AL
Por h.i. existe una derivacion 7/ (ua.cy o >e Tos (v : B)St - L{pa.c)u: T | Ag. Méas atin,
de (app) se tienen I'y = TH UTY vy Ag = Aj U Ag con derivaciones 7/ (yqa.c) De
Ty (y: B)ST L {uae) : A= T | Ay mu>ely Fu: A| AY. Notar que, por Lem. 4.3.1,
y ¢ dom(I'y). Luego, por (SUBS) con T/ (,q.c) ¥ v e obtiene la derivacion my(,q.¢) D¢
IyuTl; FL{ua.c) : A— T | AjUA;. Finalmente, se concluye por (APP) con m,, 7’ g
I'FL{pa.c)u:T | A.

= 0 = [@. Luego, se tienen tres casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. N. Luego, o = LCC([o/] t :: s) y o/ = LCC([a] t)[a \* s]. Se procede por induccion en LCC.

e LCC = [1. Luego, por (NAME) se tiene el contexto A = A’;a’: A con la derivaciéon

Tps el Ets: A| A (o : A)SL Por Lem. C.0.20 (4), se tienen I' = ToUT; y A’ =
AgUA] con g Togbt: S — A|Ag; (e : AS  ymy>eTibFs: S| A (a0 A)SL
Maés atn, por hipotesis de la regla N, « ¢ t. Luego, por (NAME) con « y 7y, se tiene
Mot e Do o]t | Agsa s S — A; (o : A)<!. Finalmente, se concluye por (REPL) con
sy, Tor e T'H 0 | Al

LCC = [y]LTC. Luego, por Lem. 4.3.1 con &' € o y (NAME), se tiene el contexto A =
A’ (o' AUx : B) con Tyre((ar] sy e I FLTC([o/]t ::s) : B| A5 (of : AU (v : B)S1).
Se procede analizando la forma de LTC.

o LTC = LTC' u. Luego, por (apP), se tienen contextos I' = TyUT'; y A’ = AgUA; con
derivaciones myrer (o] t::5) g Do - LTC ([0/] T i s) : B — B | Ag; (o : AU (v : B)=1)
ymu e libu: B | Ay (e : AU (y: B)SY). Considerar p = LCC'([o/] ¢ :: s) don-
de LCC' = [§]LTC’ con ¢ un nombre fresco. Luego, por (NAME), se obtiene m, >¢
Tobp|Ag;(e: AU(y: B)S!);6: B’ = B. Mas atn, como p' = LCC'{[a]t)[a \*'
s| —y p, por h.i. existe my g Do b p' | Ag; (o : AU (y: B)S1);6: B’ — B. Esta
derivacion necesariamente termina con aplicaciones de las reglas (REPL) y (NAME)
con §. Luego, se tienen los contextos I'g =Ty UL y Ag = Ay U Af con las premi-
sas Tre (o)1) e Lo F LTC([a] t) : B — B | Ajsa: S — A; ((of - A)STU (v : B)=Y)
yas el b s: S| Ay (o A)STU (y: B)Sh), dado que § es fresco. Luego, apli-
cando (aPP) con 7, seguido de (NAME) con -, se obtiene la derivacion mice((a)¢) >e
THuTly FLec([a]t) | AjUA;;a: S — A;((of : A)ST U~ @ B). Finalmente, se con-
cluye por (REPL) con 7y, Ty g I'F o | A.

o LTC = Axz.LTC'. Luego, por (aBs), se tiene B = B’ — B’ con la derivacion
Tt (o t:s) e s (@0 B)SYELTC([o] ¢ s) : B | Ay (o : AU (7 : B)S'). Consi-
derar p = LCC/([a/]t :: s) donde LCC' = [§]LTC’ con ¢ un nombre fresco. Enton-
ces, por (NAME), se obtiene 7, >¢ I'; (z: B )St b p | Al (o : AU (v : B)SY);60: B”.
Més atn, como p' = LCC([a] )] \* s] —, p, por h.i. existe una derivacion
Ty ey (z: B)SUEp | Al (o : AU (y: B)S1);6: B”. De (rePL) y (NaME), dado
que § es fresco, se tienen los contextos I' = 'y UI'y y A" = AgUA; con Trer (o] 1) B¢
Do; (z: B)SYELTC([a]t) : B” | Agsa: S — A; ((f : A)STU (v : B)S1) y también
s>l ks S| Ay (( : A)STU (v : B)S1). Luego, por (aBs) seguido de (NAME)
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con v, se obtiene Tiee((a)y e To FLCC([o]t) | Agiar: S — A;((of : A)SP Uy : B).
Por ultimo, se concluye por (REPL) con 7, my >g I'F 0" | A.

o LTC = ud.LCC". Luego, de Tyrc([a’] +:s) POT (CONT), se tiene la premisa e (/] t:5) >
I FLec ([t s) | Al (o - AU (y: B)S1); (6 : B)S'. Més atin, por h.i. sobre LCC/,
existe Ty oo (o) ) ja\e’s) > L F LCC([a] ) [a \* s | A5 (o s AU (v : B)SY); (6 : B)SL,
De (repL), se tiene I' = To UT; y A" = Ag U Ay con la premisa myce (o)) e
Do FLeC([a]t) | Agsa: S — A; (o : A)STU (v : B)S1); (6 : B)S! y también 7s>¢
Dibks:S| A ((of: A)STU(y: B)SH;(6: B)S. Por (conT) con § y (NAME) con
7, se obtiene Tyoe(a)sy e Do F LCC([a]t) | Agsa: S — A; ((o : A)St U~y : B). Por
ultimo, se concluye por (ReEPL) con 7y, Ty g I'F 0" | A.

o LTC = LTC'[z\u]. Luego, por (suBs), se tienen ' = ToUl'; y A’ = AgUA; con deriva-
ciones myrer (o] t::5) e Lo; (@1 B ) ST LTC([o/]t i s) : B| Ag; (o : AU (v : B)St)y
mu>el1Fu: B | Ay ((of : A)STU (7 : B)Sh). Considerar p = LCC'([a/] ¢ :: s) don-
de LCC' = [y]LTC'. Por (NaAME), 7, ¢ Lo; (z: B))S Fp | Ag; (o : AU (v: B)Sh).
Miés atn, como p' = LCC([a]t)[a \* s| —, p, por h.i. existe una derivacion
7y e Tos(x: B)SUEp' | Ag; (o - AU (v : B)S!). Esta derivacién necesariamen-
te termina con aplicaciones de las reglas (RepL) y (NAME) con 7. Luego, se tie-
nen los contextos I'y = T'p UTH vy Ag = Aj U A con las premisas Tyqer(a]¢) D¢
U (z: B)SYELTC([a]t) : Bl Ayt S — A;((of : ASTU(v: B)SY) vy mebe
Ty ks: S| Ay (o A)SLU (v : B)Sh). Por (suss) con 7, seguida de (NAME) con 7,
se tiene Tee((a] sy e TH UT1 HLCC([o] ) | AU A0 S — A ((of - A)ST Uy : B).
Finalmente, se concluye por (REPL) con 7, my >g I'F o' | A.

e LCC = LCC'[y \ s']. Luego, por Lem. 4.3.1 con o/ € oy (REPL), se tienen los con-
textos I' = ToUT1 y A = AgUA;(a’ : AUGS: B) con la premisa ree (jar] ::5) De
o - LeC/([@']t 2 8) | Ag; (v : 8" — B)St; (@ : AU (8 : B)S?) junto a la premisa 7y g
Tibs 8" [ Ay (@ A)SU (6 : B)="). Por h.i. existe la derivacion m oo (4] 1 [a\e’ ] >€
Do - LeC ([o] t) [ \* 5] | Ag; (v : 8" = B)SL: (o : AU (0 : B)S1). Esta derivacion nece-
sariamente termina con una aplicacion de de la regla (RepL). Luego, se tienen los con-
textos To = TH UG v Ag = Aj U Af con derivaciones para LCC'([a]t), Tree (ja)4) e
Ly Lec([a]t) | Ab;(a: S — A)SLi (v 8" — B)Sh ((of - A)STU (8 : B)SY); y para s,
s e Ly s: S| Ay (v: S = B)Sh((of : A)STU (6 : B)S'). Entonces, aplicando la
regla (REPL) con las premisas Tice/(ja]s) Y s, Se obtiene la derivacion mice((a)s) Be
Tyuly FLec{[a]t) | AbU A (a: S — A)SL ((of : A)ST UG @ B). Finalmente, se con-
cluye por (rRePL) con 7y, my >¢ ' F o' | A. Notar que, sin pérdida de generalidad, puede
asumirse v ¢ s y, por Lem. 4.3.1, se tiene (v : S’ — B)<! vacio en 7.

e LCC = LCC'[y\d]. Luego, por Lem. 4.3.1con o’ € oy (reEN), A =A’;(a/ : AU : B) yse
tiene la derivacion miee (o) 1:5) >l F LOC : [o]t s | A5 (o - AU(6: B)SY); (v : B)SL.
Entonces, por h.i. sobre LCC', se garantiza que existe una derivacion mqo (04 ja\e’ 5] €
I Lo ([a]t)a\* s] | A; (e : AU (6 : B)SY); (v : B)S!. Esta derivacion necesariamen-
te termina la regla (rRepL). Luego, se tienen ' =T UTy y A’ = AgU Ay con la premi-
sa Tioe (o] 1) e Do FLCC/([a]t) | Ag; (a: S — A)=((of : A)SPU (6 : B)SY); (v : B)S!
y junto a la premisa ms >g I'1 Fs:S | A ((of : A)STU (0 : B)SY); (v : B)S!. Luego,
aplicando la regla (REN) sobre micc (o)1) cOn 7 y 9, se obtiene la derivacion miec([q) ) e
o FLeC([a]t) | Ag; (a: S — A)S((of : A)ST UG @ B). Finalmente, se concluye apli-
cando (REPL) con ms, Ty ¢ I'F o' | A. Notar que, sin pérdida de generalidad, puede
asumirse v ¢ s y, por Lem. 4.3.1, se tiene (7 : S” — B)=! vacio en .

2. P. Luego, o = LCC(c[B\* &' - s]) y o/ = LCC(c[B\* s'])[ar\*' s]. Se procede por induccion en
LCC.
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e LCC = [. Luego, por (repL) se tienen I' = Ty UT; y A = AgUA;a’: A con

e lobe|Ag;s(B:8" = A)Sh (o : Ay mgs>e b8’ s: 8" | A (of @ A)Sh
Por Lem. C.0.20 (2), se tienen S =5"- S, Ty =T{ UTY y A; = A] UAY con deriva-
ciones Ty >e ) 8" 1 S | Al (af : A)Sty my>e T Fs: S| AY; (o : A)SL. Notar que
S" — A=95 — S — A Mas atn, por hipotesis de la regla P, « ¢ c. Luego, puede
agregarse la hipotesis (o : S — A)S! vacia al contexto de nombres de 7.. Entonces, por
(REPL) con Ty, Teppos e Do UT Fe[B\* 8'] | AgU Al : S — A; (o : A)=!. Final-
mente, se concluye por (REPL) con 7y, T e I'F o | A.

LCC = [y] LTC. Luego, por Lem. 4.3.1 con &’ € 0y (NamME), A = A’;(a/ : AU~ : B) y se
tiene la derivacion mypo g\’ .5 >l - LTC(c[B \* - s]): B| A (o) i AU (v : B)SY),
Se procede analizando la forma de LTC.

o LTC = LTC' u. Luego, por (ApP), se tienen contextos I' = ToUT; y A’ = AgU A,
CON Tyrer(oip\e’sr-s]) e Lo - LTC(c[B \* s'-s]): B' = B | Ag; (o’ : AU (v : B)SY)
y mu e D1 w: B | Ay (of : AU (y: B)SY). Considerar p = LCC/(¢[8\* s - s])
donde LCC' = [§]LTC’ con § un nombre fresco. Entonces, por (NAME), se tiene
la derivacion 7, ¢ Io Fp | Ag; (o : AU (v : B)S1);6: B’ — B. Mas atin, se tie-
ne p’ = LCC'(c[B\* s'])[a \*" 5] —p p. Luego, por h.i. existe una derivacion m, >g
TobFp' | Ag; (e : AU(y: B)SY);0: B’ — B. De (rerL) y (NaME), dado que & es
fresco, se tienen los contextos I'g = I'y UTG y Ag = Aj U A con oo (c[p\es]y >
L) FLTC (c[B\* 8']) : B' = B | Ay S — A; ((of : A)STU (v : B)SY) y la premi-
sa s e Ty s: S| AL ((of : A)STU (v : B)S!). Luego, aplicando la regla (app)
con 7, seguida de la regla (NaME) con 7, se obtiene la derivacion miceic[g\es]) >e
Tyuly FLec{e[B\*s']) | AjU A a: S — A;((of : A)ST Uy : B). Finalmente, se
concluye por (REPL) con 7g, o > T'F 0" | A.

o LTC = Az.LTC'. Luego, por (aBs), se tiene B = B’ — B" con Tyze .g\e’s.s]) >€
T;(z: B)S'FLTC |3\ s - s]) : B” | A'; (o : AU (v : B)S'). Considerar el ob-
jeto p = LCC/{c¢[B\*" & - s]) donde LCC’ = [6] LTC con & un nombre fresco. Entonces,
por (NAME), se tiene m, >g I (z: B)S'Ep | Al (o : AU (y: B)S1);0: B”. Mas
atm, como p' = LCC' (c[B\* s'])[a\* 5] —p p, por h.i. existe una derivacion m, >g
;(z:B)StEp | Al (o : AU (v : B)S1);0: B”. De (repL) y (NaME), dado que &
es fresco, se tienen los contextos I' = T UT'; y A" = Ag U Ay con Tprercg\es']) e
Do; (z: B)SYELTC{c[B\* s']) : B” | Ag;a: S — A; (o A)STU (7 : B)S?) junto
ams>el1Fs: S| A ((of : A)STU (y: B)Sh). Luego, aplicando la regla (aBs) se-
guida de una aplicacién de (NAME) con 7, se obtiene la derivacion mec(cjg\es]) >e
Lo FLCCc[B\*8']) | Agsa: S — A; ((of : A)ST U~ : B). Por tltimo, se concluye
por (REPL) con 7, Ty >g ' o' | Al

o LTC = pd.LCC". Luego, de Tyzecipe’ s -] :
premisa m o o p\o’ o5y >l F LCC(c[B\* 8"~ s[) | A (o + AU (7 B)=YHY; (6 : B)Sh
Por h.i. sobre LCC', se garantiza que existe una derivacion Moo (e[ B\ s']) [\ s] D€
T FLec (e \* s'])[a\* s] | A (o : AU (v : B)SY); (6 : B)<!. Esta derivacion ne-
cesariamente termina con una aplicacién de de la regla (rRepL). Luego, se tienen
los contextos I' = Ty UT1 y A" = Ag U Ay con la derivacion myeercg\es]) e
Lo FLCC{c[B\* s']) | Agsa: S — A; (o : A)SLU (v : B)SY);(6: B)St junto a la
derivacion my > Ty Fs: S | Ag;((of : A)STU (v: B)SY); (6 : B)St. Luego, aplican-
do (conT) con § seguida de (NAME) con 7, se obtiene la derivacion miccic[g\es) >
Do - LeC(c[B\*s']) | Agsar: S — A;((@ : A)St U~ : B). Por tltimo, se concluye
por (REPL) con 7rg, Ty >g ' o' | A.

o LTC = LTC'[z \ u]. Luego, por (suss), se tienen T =T UT; y A’ = Ag UA; con

) por (CoNT), se tiene una derivacién para la
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Tire e[\’ s'-s]) € Lo (@ B LTC [\ &' - s]) : B | Ag; (o : AU (y: B)SY)
ymu>eli Fu: B | Ay ((of - A)STU (y : B)SY). Considerar p = LC/ (¢ \* &' - s])
donde LCC' = [y] LTC. Por (NAME), mp>¢l0; (z: B)SUEp | Ag; (of : AU (v : B)Sh).
Més atn, se tiene p’ = LCC'(c[B\* s'])[a \* s] —p p. Luego, por h.i. existe una de-
rivacion 7, g Lo; (z: B)SUEp' | Ag; (o : AU (v: B)S1). De (rEPL) ¥ (NAME), se
tienen los contextos 'y = THUTY v Ag = AjUA( con las premisas myres (c[g\es]) B> &

0 (s BY)STELTC (| \*s]) : Bl Ay;a: S — A;((of : A)STU (v: B)SY) ymsbe
LyFs:S| Ay ((: A)SLU (v : B)S1). Entonces, aplicando la regla (suss) con
7, seguida de la regla (NamE) con 7, se obtiene la derivacion miceicp\es]) >e
TyuTly FLec{e[B\s']) | AgU A a: S — A;((of : A)S U~ : B). Finalmente, se
concluye por (REPL) con 7g, o > T'F 0 | A.

e LCC = LCC'[y \’ s”]. Luego, por Lem. 4.3.1 con o’ € o y (REPL), se tienen los contex-
tosT' =ToUT; y A =AgUAy;(a : AUJ : B) con la derivacion Tiee (c[f\e s'-s]) €
Do FLeC (c[B\Y 8" - s]) | Ag; (v: 8" — B)<!; (o : AU (8 : B)S!) y la derivacion men>g
Iy Fs”:8" | A ((of - A)STU (6 : B)S). Entonces, por h.i. existe Tree (e[p\e ') [\ s] €
Lo LCC(c[B\* s’V [ \*" 8] | Ag; (v : 8" — B)<Y; (o : AU (6 : B)S1). Por (RePL) se tie-
nen los contextos I'y = I'i U] vy A¢g = Aj U Aj con la premisa e cp\es]y De
Iy e (e[ \* s']) | Ab; (S — A)SL(y: 8" = B)SL ((of - A)STU(: B)SY) y la
premisa s> L Fs: S| AY; (v: 8" — B)SY ((of - A)STU (6 : B)S!). Luego, aplican-
do la regla (REPL) con icer(c[g\es/]) ¥ Tsv, Se obtiene la derivacion miceicg\es]) e
Tyuly FLec{e[B\*s']) | AgU AL (a: S — A)S ((of : A)ST U6 @ B). Finalmente, se
concluye por (REPL) con 7y, Ty > I'F o' | A. Notar que, sin pérdida de generalidad,
puede asumirse v ¢ s y, por Lem. 4.3.1, se tiene (v : S” — B)<! vacio en .

e LCC = LCC[y \ d]. Luego, por Lem. 4.3.1 con o/ € oy (ReEN), A = A';(a/: AUS : B)
CON Tyger (opp\e’sr-s)y e T LCC (B \* s s]) | A5 (o) s AU (6 : B)SY); (v : B)SL. En-
tonces, por h.i. sobre LCC’, se garantiza que existe una derivacion Trcer (e[ B\ s']) [\’ s] €
I+ LeC{c[B\* ') [\ s] | A; (o) : AU (6 : B)S1); (7 : B)S'. Més atin, por (REPL), se
tienen los contextos I' = Ty UTy y A" = Ag U Ay con la premisa 7yee (c[g\es]y Be
o FLeC{c[B\* s']) | Ag; (e : S — A)SL (o - A)STU (6 : B)SY); (v : B)S! y la premi-
sa s el Fs:S|A((@: ASTU(6: B)S);(y: B)S!. Luego, aplicando la regla
(REN) sobre mpcer(c[g\es]) cOn los nombres « y 4, se obtiene la derivacion mice(cg\es)) >e
o FLec{c[B\*s']) | Ag; (av: S — A)SY ((of : A)STU S : B). Por tltimo, se concluye
por (REPL) con ms, Ty D>¢ I'F o' | A. Notar que, sin pérdida de generalidad, puede
asumirse v ¢ s y, por Lem. 4.3.1, se tiene (7 : S” — B)<! vacio en .

3. W. Luego, o = LCC(c[B\* s][a\ &/]) v o/ = Lcc(c[B \ al)[a \* s]. Se procede por induccion
en LCC.

e LCC = [@. Luego, por (reN) y (repL), I = TqgUT; y A = AgUA ;' : A con 7, >¢
TokFe|Ag(a: DS (of AL (B:S = AS yma>eli Fs: S| A (o 0 A)SL No-
tar que, por hipotesis de la regla W, a ¢ c. Luego, por Lem. 4.3.1, (o : A)S! es vacio en
7e. Més atin, puede agregarse la hipotesis (o : S — A)=! vacia también a 7. y, por (REN),
se obtiene la derivacion megma) >e Do b ¢[B\a] | Ag;ar: S — A; (o : A)=!. Finalmente,
se concluye por (REPL) con g, Ty g I'F o' | A.

e LCC = [y]LTC. Luego, por Lem. 4.3.1 con o € oy (nami), A = A’; (o : AU~ : B) con
la derivacion myre(e|g\esjara’y >l F LTC(c[B\* s][a\&/]) : B | A's (o : AU (y: B)<?).
Se procede analizando la forma de LTC.

o LTC = LTC' u. Luego, por (app), se tienen I' = ToUT'; y A’ = AgU A con premisas
TLTC (c[ B\ s] [\’ ]) >e Fo F LTC%CHﬂ \a Sﬂ [OZ \a’}) :B'"— B ‘ A(); (O/ AU (’y : B)Sl)
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ymueliFu: B | Ay; (a1 AU (y: B)Sh). Considerar p = LCC'{c[B \* s][a \ )
donde LCC' = [§] LTC' con ¢ un nombre fresco. Entonces, por (NAME), se tiene la de-
rivacion m, ¢ Do Fp | Ag; (@ : AU (v : B)S1);6: B’ — B. Més atin, se tiene p’ =
LCC (¢[8\ o) \*" s] —, p. Luego, por h.i. se garantiza que existe una derivacion
Ty e Lok p' | Ag; (o : AU (y: B)SY);6: B’ — B. De (rePL) y (NAME), dado que
0 es fresco, se tienen los contextos I'y = T{UT] y Ag = AjUA[ con las derivaciones
Ture (ep\a)>elh F LTC(c[B\ ) : B = B | Aj;or: S — A; ((of : A)SPU (v : B)SY)
yms>elg s S| AY; (o : A)SLU (7 : B)Sh). Luego, aplicando la regla (app) con
m, seguida de una aplicacién de (NAME) con v, se obtiene la derivacion miec(c(g\a)) >e
Lyuly FLec{e[B\al) | AjUA;a: S — A;((of : A)ST Uy : B). Se concluye por
(REPL) con g, Ty g ' 0 | Al

LTC = Az.LTC'. Por (aBs), se tiene B = B’ — B" con Tire c[g\es]ja\a]) D>
[;(z: B)SYELTC (B \@ s][a \&']) : B" | A’; (¢ : AU (v : B)S1Y). Considerar p =
LCC (c[ B \* s][a\ ]} donde LCC’ = [§] LTC' con ¢ un nombre fresco. Entonces, por
(NAME), se tiene la derivacion m,>¢1; (v : B))St Fp | Al (o : AU (y: B)SY);6: B,
Més atin, se tiene p’ = LCC'(¢[3 \ a])[a\*" s] =, p. Luego, por h.i. existe una deriva-
cion 7y > T (2 : B)SEp/ | A (o) : AU (y: B)S1);8: B”. De (REPL) y (NAME),
dado que § es fresco, se tienen I' = Ty UT'y y A" = Ag U Ay con e (e[p\a)) B¢
Do; (z: B)SYELTC(c[B\a]) : B” | Ag;a: S — A; (o : A)STU (v : B)SY ymebe
L1k s:S| A ((of : A)STU (y: B)Sh). Entonces, aplicando la regla (aBs) seguida
de una aplicacion de (NAME) con el nombre v, se obtiene la derivacion micc(cig\a]y >e
Ty FLeC(e[B\al) | Ag;a: S — A; ((of : A)ST U« : B). Finalmente, se concluye por
(rREPL) con 7y, Ty > T'H o' | Al

LTC = pd.LCC'. Luego, por (cont), se tiene la derivacion mice (cg\es]ja\as]y B>
T =Lec{e[B\* s][a\]) | A (a/ : AU (v : B)SY); (6 : B)St. Mas atin, por h.i. so-
bre LCC existe una derivacion para la expansion del objeto miey (cig\a)yjare’s] B€
LFLec (el \al) o\ s] | A% (o : AU (v : B)S1); (8 : B)S!. Esta derivacion nece-
sariamente termina con una aplicacién de de la regla (repL). Luego, se tienen los con-
textos I' = (o UI'; y A" = AgUA; con derivaciones para la premisa miee (c[g\a]) >
Do - Lec(c[B\a]) | Agsa: S — A;((o : A)STU (v : B)SH); (6 : B)S! y la premisa
ms>e L1k s: S| A (o A)STU (y: B)SY); (6 : B)S!. Entonces, aplicando la re-
gla (conT) con ¢ y luego la regla (NAME) con 7, se obtiene la derivacion micc(c(g\a]y >e
To FLeC(e[B\al) | Ag;a: S — A; ((of : A)ST Uy : B). Por tltimo, se concluye por
(rREPL) con 7y, Ty > T'H o' | Al

LTC = LTC'[x \ u]. Luego, de mrc(c[p\os]ja\e/]) POT (SUBS), se tienen los contextos
I'=TyUT; y A" = AgUA; con derivaciones para la premisa mires (c[g\e s][a\a’]) >&
Do; (z: B)SYELTC(c[B\* s][a\a']) : B| Ag; (' : AU (v : B)S!) y para la premi-
sa m, De Dy Fu:B | Ay ((@ : A)STU (y: B)S!). Considerar entonces el objeto
p = LCC{c[B\* s][a\']) donde LCC’" = [y]LTC'. Aplicando (NAME) con 7, se
obtiene m, >¢ Lo; (z : B)SY b p | Ag; (o : AU (v : B)S1). Mas atin, se tiene p/ =
LCC (¢[8\ o) o \*" 5] = p. Luego, por h.i. existe una derivacion para la expansion
de p, Ty > To; (2 : B')SUEp/ | Ags (@ : AU (v : B)S!). Esta derivacion necesaria-
mente termina con aplicaciones de las reglas (REpL) y (NAME) con 7. Luego, se
tienen los contextos T'g = TH Uy y Ag = Aj U Af con las premisas Tire (c[g\a]) >
Ly (z: B)SYELTC(c[B\al) : Bl Alia: S — A;((of : A)STU (v : B)SY) v 7 bg
Ty Fs:S| Ay ((: A)SLU (v : B)S1). Entonces, aplicando la regla (suss) con 7,
seguida de una aplicacion de (NAME) con 7, se obtiene la derivacion migeic(g\a)) >e
Tyuly FLec{e[B\a]) | AjUA;a: S — A;((of : A)ST Uy : B). Se concluye por
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(rEPL) con 7y, Ty > I'F o' | Al

e LCC = LCC'[y \? s']. Luego, por Lem. 4.3.1 con o/ € oy (REPL), se tienen los contex-
tos ' =ToUT1 y A =AgUA; (e : AUO : B) con la premisa micer (o[g\es][a\a’]) D€
To FLeC (c]B\* s][a\a']) | Ag; (v: 8" — B)St;(of : AU (8 : B)S!) y la premisa g/ > ¢
Diks 08| Ay ((of : A)STU (8 : B)SY). Por h.i. sobre LCC', existe Tioer (e[Bral) [ore” s] > €
Do FLec (el \ al) e\ s] | Ag; (v: 8" — B)<t:(of : AU (6 : B)<Y). Esta derivacion ne-
cesariamente termina con una aplicacién de de la regla (RepL). Luego, se tienen los con-
textos I'op = T UTY y Ag = Ay UAG con derivaciones para las premisas micer (o[g\a]) B¢
Ty FLec{c[B\al) | A (a: S — ASL(y: 8" — B)Sh ((of - A)STU (5 : B)SY) ymebe
TyFs:S| A (y: S = B)Sh((o : A)STU (6 : B)S!). Entonces, puede aplicarse la
regla (REPL) con las premisas mice/(c[g\a]) Y Ts’, Obteniendo la derivacion mge(cig\a)) D&
IyuTly FLec{e[B\al) | AgUA;(a: S — A)Sh((of : A)STUS: B). Se concluye por
(REPL) con mg, Ty g I'F 0 | A. Notar que, sin pérdida de generalidad, puede asumirse
v ¢ sy, por Lem. 4.3.1, se tiene (v : S’ — B)=! vacio en .

e LCC = LCC'[y\d]. Luego, por Lem. 4.3.1 con o’ € oy (rEn), A =A’;(¢/ : AU : B) yse
tiene moor (e[ s\ s)fa\ar)y el F LCC([B\* s][a\ /) [ A”; (o’ : AU (8 : B)='); (v : B)=h
Entonces, por h.i. sobre LCC', se garantiza que existe una derivacion (clB\a]) [a\' 5] €
I HLec (e \al)[a\* s] | A; (o : AU (6 : B)S1); (v : B)S'. Esta derivacion necesaria-
mente termina con una aplicaciéon de de la regla (reprL). Luego, se tienen los contex-
tos I' = ToUT'y y A" = Ag U Ay con derivaciones para la premisa mices(cg\a]y De
o FLec(c[B\al) | Ag;(a: S — ASL ((of - A)SLU (S : B)SY); (v : B)S! y la premisa
T e D1 Fs: S| A ((of : A)STU(§: B)SY); (v : B)S!. Entonces, aplicando la regla
(REN) con Tieer(c[g\a]y Y 108 nombres v y J, se obtiene la derivacion mico(cig\aly e
o FLec(e[B\a]) | Ag; (a: S — A)SL ((of : A)STUS : B). Por tltimo, se concluye por
(REPL) con mg, Ty > I'F o | A. Notar que, sin pérdida de generalidad, puede asumirse
v ¢ sy, por Lem. 4.3.1, se tiene (v : S” — B)<! vacio en 7,.

0 = Tu. Luego, 0o = tuy o = t'u cont’ —, t. Mas atn, por (app) se tienen I' = 'y U T
yA=AgUAyconm g logbt: A>T |Agy my > Fu: A Ay, Por h.i. existe my g
Tyt :A—T| Ap. Finalmente, se concluye por (app), 7’ > T'F o' : T | A.

0 =tT. Luego, 0o = tu y o = tu' con u' —, u. Mas ain, por (app) se tienen I' = Ty UT;
VA=A UA;conm>glogbt: A>T | Aoy mu>el1Fu: A| Ay, Por h.i. existe m, g
Iy o' : A] Ay Finalmente, se concluye por (app), 7' >g T'F o' : T | A.

0 = Az.T. Luego, 0 = Az.t y o’ = Azt con t’ —, t. Mas aun, por (aBs) se tiene T'= A — B
con m; >g [ (z: A)ST ¢ : B| A. Por h.i. existe my >¢ T; (v : A)SL ¢ : B | A. Finalmente, se
concluye por (aBs), 7' > T'Fo : T | A.

0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy o = pa.d con ¢ —, c¢. Mas atn, por (CONT) se tiene m, D>¢
I'tc|A;(a:T)SL Por h.i. existe una derivacion 7o >g I' ¢’ | A; (a: T)S!. Finalmente, se
concluye por (cont), 7' >g'F o' : T | A.

0 = T[z \ u|. Luego, 0o = tlz \u|] y o = t/[z \u] con t’ —, t. Mas aan, por (sus), ' = o UT
vyA =A)UA; con mp g Tos(w: A)STEt:T|Agy mu e i Fu: A| Ay, Por h.i. existe
7y g Do; (2 A)ST ' 0 T | Ap. Finalmente, se concluye por (suss), 7’ >g ['-0o' : T | A.

0 = tlx \ T]. Luego, o = t[lx \u] y o' = tlx \v/] con v/ —, u. Mas aun, por (suss) se tienen
I'=TyUly yA = Ag UA; con my Dgro;(xlA)SlktiTWAo y Ty >5F1FUIA|A1. Por
h.i. existe m > Ty F o' : A| Aq. Finalmente, se concluye por (suss), ' ¢ T'Fo : T | A.
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0 = [a]T. Luego, o = [a]t y o' = [a]t’ con t’ —, t. Mas atn, por (NAME) se tiene A = Ag;a: A
con m e M-t A| Ag;(a: A)SL Por h.i. existe my >g THt @ A| Ag; (a: A)SL. Se concluye
por (NAME), 7' e TH o : T | Ag;a: A.

0 = Cla\* s]. Luego, 0 = ¢[a\* s] y o = ¢Ja\* 5] con ¢ —¢ €. Més atn, por (REPL)
se tienen I' = Ty UT; y A = AgUA ;0" : Acon e >e Dok cl| Ag;(a: S — A)SL (of : A)SE
yrseliFs: Al Ay (o : A)SE Por hii. existe o g To b ¢ | Ag; (S — A)SL; (of 1 A)SE
Finalmente, se concluye por (repr), 7' >¢ T F o : T | A.

0 = cla\* 8]. Luego, 0 = c[a\* 5] y o = c[a\* '] con s’ —, s. Mas atn, por (REPL) se
tienen I' = Ty UT; vy A = AgUA;a’ : Acon . >g Tobc|Ag;(a:S— AL (of - A)St y
ms>el1 Fs: A| A (o @ A)SL. Por h.i. existe una derivacion my eIy 8”0 A | A (of + A)SE
Finalmente, se concluye por (repL), 7' >¢ T F o : T | A.

0 = Cla \ B|. Luego, o = cla\ Bl y o/ = [\ B] con ¢ —, c. Mas atn, por (REN) se tiene
A=Ay;B:Acon m.>e T Fc|Ag;(a: A)SL(B: A)SL Por h.i. existe una derivacién 7o >g
T | Ag;(a: A)SL; (B0 A)SL Finalmente, se concluye por (ReN), ©' e T'Fo 1 T | A.

0=T-s. Luego,o=t-syo =t'-scont —,t Mas atn, por (stk) se tienen 7' = A - S,
F=ToUl1 yA=A)UA;conm>glogbFt:A]Agy s>l Fs:S| A Por h.i. existe
7y g To B¢ 1 A| Ag. Finalmente, se concluye por (stx), 7’/ >gT'F o : T | A.

0=1¢-8. Luego,o=1t-syo =t-s cons —, s. Mas atn, por (sTk) se tienen ' = A - S,
r :F()UFl yA: AoUAl con 7Tt\>5FOFtSA|AO y 7 DgF1F52S|A1. Por h.i. existe
ms g 1 F 8 S| Ay, Finalmente, se concluye por (stk), 7' >¢ Do : T | A.

O

Equivalencia estructural para AM-calculo

Para probar el Lem 4.6.2 se introducen dos resultados auxiliares sobre contextos LTT y LCC respec-
tivamente.

Lema C.0.45. Seat € Ty y S 2 {(1(LTT(t)),LTT(1(t))) | bv(1) ¢ LTT, fc(1,LTT)}. Luego, S es una
bisimulacion fuerte respecto a la relacion de reduccion candnica.

Demostracion. Se prueba que

LILTT() S  LTIT(L(L)

|
cl ¢,

L/(LTT'(¢')) S LTT/(L'(t))

para algin L/, LTT’ y ¢’. El analisis para el caso simétrico

LILTT(t)) S LTT(L(t))

|
¢, cl

L(LTT'(¢')) S LTT/(L'(t"))

es similar y se omite. Los posibles solapamientos entre pasos € y L(LTT(t)) llevan a analizar los siguientes

Casos:



249

La reduccién ocurre completamente dentro de t, i.e. t —, t'. Luego, basta tomar L' = L y
LTT' = LTT.

La reduccion ocurre completamente dentro de L, i.e. L —, L. Luego, basta tomar t' =ty
LTT' = LTT.

La reduccion ocurre completamente dentro de LTT, i.e. LTT —, LTT'. Luego, basta tomar t' =t
yL =L.

La reduccién se solapa con LTT. Hay cuatro casos posibles segtn la regla de reduccién aplicada:

1. dB. Luego, hay dos posibilidades.

a) Se superpone con t. Luego, ¢ = Li(Az.v), LTT = LTT3(Le u) y el lado izquierdo de la
regla dB es La(Li{Az.v)) u. Se concluye con ¢’ = Ly (v[z \u]), L' =L y LTT' = LTTy(Lo):

L(LTT(t)}) S LTTo(Lo(L(Li{A\z.v)))u)
L(LTT'(¢')) S LTT2<L2<L’<Ij1<v[x\u]>>>>

b) No se superpone con t. Luego, LTT = LTT9(Lo(A2x.LTT1)u). Se concluye con t' = ¢,
L' =Ly LTT = LTTo(Ly(LTT; [z \ u])):

L(LTT(t)) S LTTa(Lo(Ax.LTT1(L{t)))u)
L(LTT'(¢')) S LTT, <L2<LTT1\<VL’<t’>>[:c \ul))
2. dM. Luego, hay dos posibilidades.

a) Se superpone con t. Luego, t = Ly {ua.c), LTT = LTT9(Ls u) y el lado izquierdo de la regla
dM es La (L (nav.c)) u. Se concluye con t' = Ly (pa’.c[a\* u]), L' =L y LTT' = LTTo(Ly):

LILTT() S LTTa(La(L{Li(pa.c)))u)
L/(LTT'(t)) S LTTy(Lo(L/(Ly(ue .cla\* u]))))

b) No se superpone con t. Luego, LTT = LTT3 (Lo (1c.LCT) u). Se concluye cont’ =¢, L' =L
y LTT' = LTTo(Lo{ua’ . LCT[a \* u])):

L(LTT(t)) S LTTo (Lo (ua. LCT(L(t))) u)
L/(LTT(t)) S LTTy(Ly(ue/ LCT(L (#'))[a \* u]))
3. N. Luego, hay dos posibilidades.

a) Sesuperpone con t. Luego, t = LTT; (17.LCC; ([a] u)), LTT = LTTo(ud.LCCo (LCT[ar \*" s]))
y el lado izquierdo de la regla N es LCT(LTT;{uv.LCCy([a]u)))[a \* s]. Se concluye
tomando ¢ = LTT; (uy.LCCy {[¢/] w :: 8)), L' = L y LTT' = LTT(ud.LCC2(LCT)):

LLTT(t)) & LTTa(ud.LCCo(LCT(L(LTTy (uy.LCC ([a] u))))[ar \*" s]))

!
NJ/ N,
e

L(LTT'(t)) S  LTTa(ud.LCCo(LCT(L' (LTTy (uy.LCCy ([o/] w :: s))))))
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b) No se superpone con t. Luego, LTT = LTT,(u7.LCCo(LCC{[a] LCT) o \*' 5])). Se concluye
cont' =t, L' =Ly LTT = LTTy(uy.LCC2(LCC([o/] LTTy :: s))):
LLTT(t)) & LTTa(uy.LCCo(LCC([o] LCT(L())) [ \*" s]))
| u!
L(LTT'(t')) S LTT2{uy.LCCy (LCC([;’] LTTy(L'(t")) :: s)))
4. P. Luego, hay dos posibilidades.

a) Sesuperpone con t. Luego, t = LTT; (17.LCCy (¢[ 8 \* §'])), LTT = LTT5(ud.LCCo (LCT [ \*' s]))
y el lado izquierdo de la regla P es LCT(LTT; (y.LCC1{c[B\* s']))) [ar \* s]. Se concluye
tomando # = LTT; (uy.LCC1 (c[3\*" &' - s])), L' = L y LTT' = LTT5(ud.LCCy(LCT)):

LLTT(t)) & LTTo(ud.LCCo(LCT(L(LTTy (uy.LCC1(c[B\* s'[)))) [ \* s]))
L(LTT'(t")) S LTT2<,LL5.LCC2<LCT<L’(LTT1Z,u’y.LCCl(c[[ﬁ \* s s

b) No se superpone con t. Luego, LTT = LTTg(;w.LCCg(LCC(LCT[[B \* s'])[a \* s])). Se
concluye con t = ¢, L' =L y LTT = LTTo(uy.LCCo(LCC(LCT[B \* s - s]))):

LLTT(t)) S LTTy(uy.LCCo(LCC(LCT(LUN B\ s'[) e\ s]))
L(LTT'(t")) S LTT2<W.LCCQ<LCC<LC“VF<L’<t’>>[[ﬁ \@ s s])))
5. W. Luego, hay dos posibilidades.

a) Sesuperpone con t. Luego, t = LTT; (uy.LCCy (¢ \ @), LTT = LTT5(1u8.LCCo (LCT[a \* s]))
y el lado izquierdo de la regla W es LCT(LTT (uy.LCCy{c[B \ a))) [ \* s]. Se concluye
tomando ¢ = LTTy (uy.LCC1{c[B \* s][a \ &@'])), L' =L y LTT’ = LTT5(ud.LCCo(LCT)):

LLTT(t)) S LTTo(ud.LCCo(LCT(L(LTTy {1y.LCC1(c[B\ a)))))[er\*" s]))

L(LTT'(t')) S LTT2(pd.LCCo(LCT(L/(LTT <J7.Lccl<c[[6 \* sl[a\ &)Y

b) No se superpone con t. Luego, LTT = LTTa{uy.LCCo (LCC(LCT[B \ a])[er \*" s])). Se con-
cluye con ¢/ = ¢, L' =L y LTT' = LTTa(u~y.LCCo(LCC(LCT[S \* s][a \ &']))):

LILTT(t)) S LTTa{uy.LCCo(LCC(LCT(L() (B \ al)[a \*" s]))

!
wl W
e

L(LTT'(t')) S LTTa(py.LCCo(LCC(LCT(L (t))[B\* s \ &'])))
= No hay maés casos posibles dadas las hipotesis de la relaciéon S.

O

Lema C.0.46. Sea c € Cpps y R 2 {(R(LCC(c)),LCC(R(c))) | bn(R) ¢ LCC, fc(R,LCC)}. Luego, R es una
bisimulacion fuerte respecto a la relacion de reduccion candnica.

Demostracion. Se prueba que
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R(LCC(c)) R LCC(R(c))
| cs
R(LCC'(c)) R LcC (E’(c’>>
para algin R’, LCC' y ¢/. El analisis para el caso simétrico
R(LCC(c)) R LCC(R(c))
] i
R’(LCE"(C’)) R LCC'(R'{(c'))

es similar y se omite. Los posibles solapamientos entre pasos € y R(LCC(c)) llevan a analizar los siguientes
casos:

» La reduccion ocurre completamente dentro de ¢, i.e. ¢ =, ¢’. Luego, basta tomar R = Ry
LCC’ = LCC.

» La reducciéon ocurre completamente dentro de R, i.e. R —, R’. Luego, basta tomar ¢/ = ¢y
LCC' = LCC.

» La reducciéon ocurre completamente dentro de LCC, é.e. LCC —, LCC’. Luego, basta tomar ¢’ = ¢
y R =R.

= La reduccion se solapa con LCC. Hay cuatro casos posibles segtn la regla de reduccion aplicada:

1. dB. Luego, LCC = LCCy([y]LTC1 (L{Ax.LTC2) u)). Se concluye con ¢’ = ¢, R’ = R y LCC' =
LCCy {[y] LTCy (L(LTCq [z \ u]))):

R(LCC(c)) R LCCy([y]LTCy(L(Az.LTC2(R(c))) u))
R(LCC(Y) R LCC (7] LTC (L(LTC (R () 2\ u))

2. aM. Luego, LCC = LCCq([y] LTC1 (L{pcr.LTC2) u)). Se concluye con ¢ = ¢, R = Ry LCC' =
LCCy {[y] LTCy (L{ua’ .LTCoar \™ wl]))):

R(LCC(c)) R LCCy{[y] LTC: (L{uc.LTCo(R(c))) u))
R/(LCC'(¢/)) R LCCy([7] LTC: (L{ue LTCo (R’ (/) [or \*" u])))

3. N. Luego, hay dos posibilidades.

a) Se superpone con ¢. Luego, se tienen ¢ = LCC; ([a] ), LCC = LCC5(LCCa[ar \*" s]) v la re-
gla N aplica sobre LCC2(LCCy ([a] £)) [ \* s]. Se concluye tomando ¢/ = LCCy{[a/] ¢ :: sc1),
R’ =Ry LCC’ = LCC3(LCCy):

R(LCC(c)) R LCC(LCC2(R(LCC: ([a] £))) o\ s])
R'(LCC'(¢/)) R LCC3(LCCy <R’(LEC1<[0/] t:s))))

b) No se superpone con ¢. Luego, LCC = LCC3(LCCq([o] LTC)[ar \*" s]). Se concluye con
¢ =c¢, R =Ry LCC = LCC3(LCCs([/] LTC :: 5)):
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R(LCC(c)) R LCC3(LCC2{[a] LTC(R{c)))[cx \O‘/ s[)
R/(LCC'(c/)) R  LCC3(LCCo([/'] ETC<RI<C/>> 2 8))
4. P. Luego, hay dos posibilidades.

a) Se superpone con c¢. Luego, se tienen ¢ = LCC (¢1 [ \* ']), LCC = LCC3(LCCo o \* s])
y la regla P aplica sobre LCC3(LCCy{c1[B\* s'[))[a \* s]. Se concluye tomando ¢ =
LCCi{c1[B\* &' - s]), R =R y LCC' = LCC3(LCCy):

R(LCC(c)) R LCCs(LCCo(R(LCC(e1[B\* ']))) [\ s])
R/(LCC'(¢/)) R LCC3(LCCy(R/(LCCy(c1[B\ s - s]))))

b) No se superpone con ¢. Luego, LCC = LCC3(LCCo(LCC1 [B\* s'])[a \* s]). Se concluye
con ¢ =¢, R =Ry LCC' = LCC3(LCC2(LCC1[B\* s - s])):

R(LCC{c)) R LCC3(LCC2(LCC1(R{c))[B\* s'])[cx \0‘/ s])
R(LCC'(c')) R LCC3(LCCo(LCC1(R'{(<))[S \", s - s]))
5. W. Luego, hay dos posibilidades.

a) Se superpone con ¢. Luego, se tienen ¢ = LCCy{e;1[3 \ a]), LCC = LCC3(LCCoJar \*" s])
y la regla W aplica sobre LCC2(LCCi{c1[8\a]))[a \* s]. Se concluye tomando ¢ =
LCC1{c[B\* s][a\ &']), R =R y LCC’ = LCC3(LCCy):

R(LCC(c)) R LCCs(LCCo(R(LCCy (e1[B\ a))) e\ s])

R(LOC(¢)) R LOCs (LCC (B (LCC (c[3\* sTla \ a/])}))

b) No se superpone con ¢. Luego, LCC = LCC3(LCC2(LCC, [\ o) [a \*" s]). Se concluye con
¢ =c¢, R =R y LCC' = LCC3(LCC2(LCC[B\* s][a \ &'])):

R(LCC(c)) R LCC3(LCCy(LCC; (R(c))[B\ al)[a\* s])

!
wl W
e

R/(LCC/(¢')) R LCC3(LCC,(LCCy (R (!N [B\* s\ o))

= No hay maés casos posibles dadas las hipotesis de la relaciéon R.

Lema 4.6.2.
1. Seat € Tap. Luego, €(L(LTT(t))) ~ €(LTT(L(t))) si bv(L) ¢ LTT y fc(L,LTT).

2. Sea ¢ € Cpps. Luego, €(R(LCC(c))) ~ €(LCC(R{c))) si bn(R) ¢ LCC y fc(R,LCC).

Demostracion.
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1. Sea L(LTT(t)) € Tap con bv(L) ¢ LTT y fc(L,LTT). Por Lem. C.0.45, (L(LTT(t)), LTT(L(t))) €
S. Mas atn, S es una bisumulacion fuerte con respecto a la relaciéon de reduccién canodnica.
Luego, €(L(LTT(¢))) = L/(LTT'(¢')). Del mismo modo, €(LTT(L(t))) = LTT/(L’(¢')). Por una simple
induccion en L utilizando ~exsups S€ concluye L' (LTT'(¢')) ~ LTT/(L/(¢')).

2. Sea R(LCC{(c)) € Canr con bn(R) ¢ LCC y fc(R,LCC). Por Lem. C.0.46, (R(LCC(c)),LCC(R{c))) €
R. Méas atn, R es una bisumulacién fuerte con respecto a la relaciéon de reduccién canoédnica.
Luego, €(R(LCC(c))) = R(LCC'(¢')). Del mismo modo, €(LCC(R{c))) = LCC'(R'(¢')). Por una simple
induccion en R utilizando ~exrep1 se concluye R'(LCC'(¢/)) ~ LCC'(R'(c')).

O

Lema 4.6.3 (Preservacion de tipos para ~). Sea 0 € Oppr. Sim>g T o:T| A yo >~ o, entonces
existe v’ > T o T | A

Demostracion. La prueba es por induccion en o ~ o'. Por definicién esto implica verificar cuatro
condiciones: reflexividad, transitividad, simetria y congruencia (i.e. clausura por contextos):

Reflexividad Luego, o’ = o por lo que el resultado es inmediato.

Transitividad Luego, existe p € Oap tal que 0 >~ py p ~ 0. Por h.i. con o ~ p existe m, D¢
Tk p:T|A*. Mas atn, por h.i. nuevamente, ahora con p ~ o', existe 7’ >g ' 0 : T | A’ por
lo que se concluye.

Simetria/Congruencia La simetria y congruencia se demuestran simultaneamente por induccién en
el contexto de clausura 0 tal que o = 0(p) y o' = 0(p’) con p ~, p’, donde ~, es una regla de la
Fig. 4.13.

= 0 = [. Luego, 0 = p ~, p’ = o. Mas aun, los objetos son necesariamente términos. Se
analiza la regla aplicada:

® ~ersubs. Luego, 0 = LTT(t)[x \u] y o' = LTT(¢t[z \u]) con x ¢ LTT y fc(u,LTT). Se realiza
a continuacion el analisis sobre o. El caso simétrico es anédlogo y se omite. De 7 por
(suss) se tienen I' = Ty UT'y y A = AgUA; con mypr(py e Tos (2 A)SYELTT{) T | Ay
y mu>e 1 Fu: A| Ay, Se procede por induccion en LTT.
o LTT = 0. Luego, o = o' y el resultado es inmediato.
o LTT = LTT'u'. Luego, por (aprp), I'o = o UTH v Ag = Aj U AF con mprp ) De
L@ ASTELTT () : B =T | ALy mw>ely; (0 A)St =o' B | Ajj. Considerar
los objetos ¢ = LTT (t)[z \ u|] y ¢ = LTT'(t[x \ u|). Por (suss) con 7,, se obtiene
g e Ty U1 Fq: B — T | AjUA;. Luego, por h.i. existe una derivacion my >g
Ul ¢ : B— T | Ay UA;. Se concluye por (aPp) con s, Ty >l F o' : T | A.
Notar que, por hipotesis de la regla ~gyeups, © ¢ . Luego, por Lem. 4.3.1, (x : A)<!
es vacio en /.
o LTT = Ay.LTT'. Luego, por (ApP) se tiene T'= B — A’ con la derivacion myry 4y >¢
Do; (z: A)SY (y : B)STLTT/(¢) : A’ | Ag. Considerar los objetos ¢ = LTT (t)[x \ u]
y ¢ = LTT'(t[z \ u]). Por (sus) con 7, se obtiene 7, >¢ I'; (y : B)S' Fq: A" | A.
Luego, por h.i. existe my >¢ T (y : B)S'F ¢/ @ A | A. Se concluye por (aBs), Ty ¢
o :T|A.
o LTT = pa.LCT. Luego, por (conT), se tiene la derivacion para la premisa micrpy D
Do; (z: A)STELCT(t) | Ag; (o : T)S!. Se procede analizando la forma de LCT.
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o LCT = [y]LTT'. Luego, de (NAME) se tiene Ag = A*;(y:B)<! con la deri-
vacion mpr gy e Dos (x 0 A)STELTT'(t) : B | A% (e T)<1 (v : B)=h). Consi-
derar los objetos ¢ = LTT/(t)[x \u| v ¢ LTT’(t[m\uD. Por (suss) con m,,
el q: B A% ((a: T)SPU (v : B)SY). Por h.i. existe una derivacion m, >g
'kq :B|AS ((a: T)<1 (v : B)S1). Se concluye por (NaAME) con «y seguido de
(conT) con e, Ty g T'H 0 : T | A.

o LCT = LCT'[v\°s]. De (rePL) se tiene 'y = THUTY y Ag = A UAY; (6 : B)S! con
derivaciones mer 1y > T F LCT'(t) | Ap; (v S — B)<Y; (o T)<1 (6:B)SY)y
s e Ly b s: S| Ay (a:T)Sh Con51derar los objetos ¢ = LTT'(t)[z \u] y ¢’ =
LTT'(t[x \ u]) donde LTT’ = pua.LCT’. Por (conT) seguido de (suBs) con 7, se ob-
tiene > Ty UT 1 Fq: T | Ay UAy;(y: S — B)St; (6 : B)St. Por h.i. existe una
derivacion 7wy e TH UL F ¢ i T | AjUA;(v: S — B)SL;(§: B)<L. Esta deri-
vacion necesariamente termina con la regla (cont). Luego, se tiene micr ([z\u)) &
CpuUly FLCT (tx \ul) | AJUA;(y: S — B)S ((a: T)SPU (62 B)St). Se con-
cluye por (REPL) con 7, seguldo de (conT) con o, Ty e T'H O : T | A.

o LCT = LCT'[y \ 6]. De (REN) se tiene Ay = A*;(6: B)S! con la derivacion
ey e Do F LCT () | A% (v : B)<Y ((a: T)ST U (6 B)<!). Considerar los ob-
jetos ¢ = LTT/(t) [z \u] y ¢’ = LTT'(t[ \u]) donde LTT' = pa.LCT. Por (conT) se-
guido de (suBs) con T, se obtiene 7, > L'k q: T | A*UAq; (v : B)SL; (8 : B)SL.
Por h.i. existe una derivacion my >g I'Fq T | A*UAq;(v: B)S(6: B)Sh
Esta derivacién necesariamente termina con la regla (conT). Luego, se tiene
TLCT (ta\u]) D& 't LCT/<t[$\ ]> | A* U Al,( : )<1 ((a: T)<1 ((5 : B)Sl). Se
concluye por (REN) con 7y y d seguido de (coNT) con a, ey g ' o' : T | A.

o LTT = LTT'[y \ «/]. Luego, por (suss), se tienen los contextos T'o = T{UT v Ag =

Af U A con las derivaciones myrp g e T (z 1 A)SY (y : B)SUELTT() : T | Ay y

T Sely; (x: A)SL o/ @ B | AY. Considerar ¢ = LTT/(¢)[z \u| y ¢’ = LTT {t[z \ u]).

Por (suss) con 7, se obtiene la derivacion m,>c Ty U5 (y : B)St - q: T | AfUA;.

Luego, por h.i. existe 7y l>g ToUTy;(y: B)St ¢ T | Ay UA;. Se concluye por

(APP) con Ty, Ty g I'F o' : T | A. Notar que, por hipotesis de la regla ~eysups,

x ¢ u'. Luego, por Lem. 4.3.1, (z: A)S! es vacio en 7.

o ~p. Luego, 0o = pa.la]t y o =t con o ¢ t. Mas atn, de m por (CONT) se tiene
la derivacion )¢ >g T'F [a]t | Aja: Ty, por (NamE), m e Tt A (a: T)<!. Se
concluye por Lem. 4.3.1, pues « ¢ t implica (o : T)S! vacio. Para el caso simétrico, se
parte de m; y se concluye aplicando (NAME) seguido de (conT).

= 0 = [@. Luego, o = p ~, p’ = o. Mas atn, los objetos son necesariamente comandos. Se
analiza la regla aplicada:
® ~ewrep1- Liiego, o = LCC(c)[a \@ 5] y o = LeC(c]ar\* s]) con a ¢ LCC, fc(a’,LCC)
y fc(s,LCC). Se realiza a continuacion el analisis sobre o. El caso simétrico es analo-
go y se omite. De 7 por (RepL) se tienen I' = Ty UTy y A = AgUA;0’ 1 A con
Tree(ey e Lo F LCC(c) | Ag; (a: S — AL (o AS y el Fs: S| A (o A)SL
Se procede por inducciéon en LCC.
o LCC = @. Luego, 0 = 0 y el resultado es inmediato.
o LCC = [y]LTC. Luego, por (NaME), Ag = Ap;7: B con la derivacion myre() B¢
Do FLTC{c) : B| Ag;(a: S — A)S ((of : A)STU (v: B)SY). Se procede analizan-
do la forma de LTC.
o LTC = LTC' u. Luego, por (app), se tienen contextos I'o = T{UT'[ y Ay = AJUAY
con Typer (>l F LTC () : B’ — B | Al (a: S — A)Sh ((a A)<1 (v: B)shH
ymu>elgFu: B | A (a: S — A)Sh ((a A)SLU (v : B)Sh). Considerar g =
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Lec(e)a \* s] vy ¢ = LcC{c[a\* s]) donde LCC’ = [§]LTC’ con § un nom-
bre fresco. Entonces, por (NAME) y (REPL) con 7y se obtiene la derivacion my >¢
LUl Fq|ATUAL:S: B’ — B; (o : AU (v : B)S!). Por h.i. existe una deriva-
cion Ty e LU g’ | AjUAL; S : B' — B; (o : AU (y: B)Sh). Esta deriva-
cion necesariamente termina con la regla (Nname). Luego, se tiene e/ (ojo\0’ 51y B¢
) Uy - LTC (cfa \* s]) : B' = B| Ay UAL; (o : AU (v : B)=1), dado que § es
fresco. Finalmente, se concluye por (app) con m, y luego (NAME) con 7, 7y D¢
I'o' | A. Notar que, por hipotesis de la regla ~eyrep1, o ¢ u. Luego, por
Lem. 4.3.1, (a: S — A)=! es vacio en m,,.

o LTC = Az.LTC". Luego, por (aBs), se tiene B = B’ — B” y la derivacion myre ¢y e
To; (z: BNSYFLTC{c) : B” | Ag; (a2 S — A)SY ((of - A)STU (v : B)SY). Consi-
derar ¢ = LCC'(e)[a \* s] v ¢’ = LcC'{c[a\* s]) donde LCC = [§]LTC' con &
un nombre fresco. Entonces, por (NAME) y (REPL) con 7, se obtiene la deriva-
cion my g Iy (2 : B)S g | AU Ag; (o : AU (v : B)SY);6: B”. Por h.i. exis-
te una derivacion my >g I (z: B)StE ¢ | Ay UAg; (o : AU (y: B)S1);6: B”.
Esta derivacion necesariamente termina con (NAME). Luego, mypo i cjare’s)y e
T;(z: B)SUELTC (] \* s]) : B” | Ay U Ag; (of : AU (v : B)<1), dado que § es
fresco. Finalmente, se concluye por (aBs) y (NAME) con v, my g I'F o' | A.

o LTC = pd.LCC'. Luego, por (CONT), se tiene la derivacion para la premisa mycer () >
Lo FLCC{c) | Ay;(a: S — A=Y ((of : A)STU (y: B)S1); (6 : B)St. Aplicando la
regla (REPL) con las premisas 7iccr(c) ¥ s, Se obtiene la derivacion . () [\ s]>€
I FLeC () [a \* s] | A; (o) : AU (y: B)S1); (0 : B)S'. Por h.i. existe una deriva-
cion mee ey e I FLCC (cfa\* s]) [ As(a/ : AU (v: B)S1); (6 : B)S!. Fi-
nalmente, se concluye por (conT) y (NAME), 7y g I'F 0" | A.

o LTC = LTC' [z \u]. Luego, por (suss), I'g = T{ULY y Ay = ALUAY con myrer (o) e
Ty (z: BYSYELTCc) : B| Ay (a: S — A)Sh((of - A)StUu(y: B)SY) y 7, >e
IgFu:B A (a: S — AL ((of - A)STU (7 B)SY). Sean g = LCC/{e)[a \*
s] y ¢ =LcC{c[a\* s]) donde LCC' = [y]LTC'. Entonces, por (NAME) y (REPL)
con g, mg>elh UT; (z: B)SUE g | Ay UAL; (o @ AU~ @ B). Por h.i. existe una
derivacion 7y > Ty UTy; (z: B')SU ¢ | Ay UAL; (of : AUy : B). Esta deriva-
cién necesariamente termina con la regla (NaME). Luego, se tiene mype oo\’ o) >
T, UTDy; (z: B)S'ELTC (cla \* s]) : B| Ay UAL; (ol - AU (v : B)S1). Por lti-
mo, se concluye por (suBs) con 7, y luego (NAME), my g T'F o' | A.

o LCC = LCC'[y \ s']. Luego, por (repL), Tg = TH UTY v Ag = AL UAY;6: B con
Treer () >y - LCC () | Aps (a2 S — A)Sh(y: 8" — B)SL ((of s A)STU (6 : B)SY)
y my e T s : S A (a: S — A)SL ((of - A)STU (6 : B)S1). Entonces, apli-
cando la regla (rRePL) con la premisa 7, se obtiene la derivacion mcer (o) ja\e’s] €
Ty U FLed(e)a\* s] | AU A (y: 8" — B)SY (ol : AU (8 : B)SY). Mas atn,
aplicando la h.i. sobre LCC', se garantiza que existe una derivacion msq .o\’ 5y &
THUT FLe (cfa\* s]) | AbUA; (v : 8 — B)S (o : AU (0 : B)S'). Finalmen-
te, se concluye por (REPL) con 7y, Ty >g I' o' | A. Notar que, por hipotesis de la
regla P, a ¢ s’ y, por Lem. 4.3.1, (a: S — A)S! es vacio en 7.

o LCC = LCC'[y \ d]. Por (rEN), se tienen Ay = Af;d : B con la derivacion myeer ey B>
Do - LCC(c) | Ag; (a: S — A)SL ((of : A)STU (6 : B)S1); (v : B)<!. Entonces, apli-
cando la regla (rRepL) con la premisa m, se obtiene la derivacion mjee (oya\e’s) >
ToUT, FLCC (e)a\* s] | AbU A (of - AU (6 : B)SY); (- B)S!. Mas an, apli-
cando la h.i. sobre LCC’, se garantiza que existe una derivacion m g (c[a\’ s]) D€
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ToUT, FLeC (cfa \* s]) | AbUAL; (o : AU (8 : B)SY); (v : B)S!. Finalmente, se
concluye por (ReN), Ty ¢ I'F o' | A.
® “eyren Llego, 0 = LCC(c)[a\B] y o' = LCC{c[a\ f]) con o ¢ LCC y fc(B,LCC). Se realiza
a continuacién el analisis sobre o. El caso simétrico es andlogo y se omite. De 7 por
(REN) se tiene A = A*;5: A con myee() >e I'FLCC(c) | A% (a: At (B A)SE Se
procede por induccién en LCC.
o LCC = @. Luego, o = ¢’ y el resultado es inmediato.

o LCC = [7]LTC. Luego, por (NaME), se tienen A* = A’;y: B con la derivacion
Tire(ey e T LTC(c) : B | A5 (a: A)SY ((B: A)STU (v B)St). Se procede anali-
zando la forma de LTC.
¢ LTC = LTC' u. Luego, por (app), se tienen contextos I' = To UT; y A’ = Ag U

Ay con mprer(ey e Do F LTC (¢) : B — B | Ag; (o : A)SL ((B: A)STU (v : B)SY)
ymueliFu: B | Ay;(a: A)SY((B8: A)STU (7 : B)Sh). Sean g = LCC/{¢) [\ A]
y ¢ = LCC'{c[a \ B]) donde LCC’ = [§] LTC’ con § un nombre fresco. Entonces, apli-
cando la regla (NAME) con e/ () v 0 seguida de (REN) con « y 3, se obtiene la
derivacion m,>g o g | Ag; (B: AU (y: B)S1);8 : B’ — B. Por h.i. existe my >¢
TobFq | Ag;(B:AU(y: B)SY);0: B’ — B. De (NxaMi), dado que § es fresco, se
tiene la Tire (ca\g)) e Lo F LTC (cla\ B]) : B' = B | Ag; (B: AU (v: B)<!). Fi-
nalmente, se concluye por (app) con m, y luego (NAME) con v, my > T'F o' | A.

o LTC = Az.LTC'. Luego, por (aBs), se tiene B = B’ — B" con myre(c) e
[;(x: B)SYELTC (¢) : B” | A5 (o A)SL (B A)ST U (7 : B)S1). Més atin, sean
g = LcC{e)a \ B] v ¢’ = LCC'{c[a\ B]) donde LCC' = [§]LTC’ con ¢ un nombre
fresco. Entonces, de mrc/(cy por (NAME) y (REN) se obtiene la derivacion m, >¢
[;(z:B)Stq| A (B: AU(y: B)SY);6: B”. Por h.i. existe una derivacion
g e Ty (z: B)SYEq | A (B: AU (v : B)SY);6: B”. Esta derivacion necesa-
riamente termina con la regla (NamE). Luego, se tiene la premisa mire/(cja\g]) B¢
L5 (z: B)SELTC (cla\B]) : B” | A’ (B: AU (v : B)S1), dado que 6 es fresco.
Se concluye por (ABs) y (NAME) con v, oy g I'F 0 | A.

o LTC = ud.LCC'. Luego, por (conT), se tiene la derivacion para la premisa Treer () >
I'1ec(c) | Al (a: A)SL((B: A)STU (v : B)SY);(6: B)SL. Por (REN) con a y
f3, se obtiene mreer(cyjarg) e I FLCC () \ B] | A; (B: AU (v: B)S1);(6: B)<t.
Por h.i. existe oo (cfar\g)) e I H LCC (clar\ B]) | A; (B: AU (v : B)S1);(6: B)=<h.
Finalmente, se concluye por (CONT) y (NAME), oy > ' 0" | A.

o LTC = LTC'[x \ u]. Luego, por (suss), se tienen I' = Ty UTy y A’ = Ag U Ay
con e (o e Lo; (z 2 B))STELTC(¢) : B | Ag; (s A)SY ((B: A)SPU (v: B)SY)
y e T bFu: B | Ay ((B: A)StU (v : B)S!). Considerar ¢ = LCC'{c)[a \ A]
y ¢ = LCC'{c[a\ B]) donde LCC' = [y]LTC'. Entonces, por (NAME) y (REN) se
obtiene m, >g Lo; (v : B))St - q | Ao; (B: AU~ : B). Por h.i. existe una deri-
vacion m, g Do; (¢ : B))ST ¢ | Ag; (B: AU« : B). Esta derivacién necesaria-
mente termina con la regla (NaMe). Luego, se tiene la premisa mirer (cja\g)) B
Lo; (z : B')SELTC (cla \B]) : B | Ag; (B : AU (v : B)S1). Finalmente, se conclu-
ye por (suBs) con 7, y luego (NAME), 7 g I'F o' | A.

o LCC = LCC'[y \° s]. Luego, por (repL), I' = To U, y A* = AqUA;0: B
con Tyeer (o) e Lo FLCC () | Ags (a: A)SY (v S — B)SL((B: A)STU(6: B)Sh) y
T e 1 s: S| Ay ((B: A)STU(6: B)<h). Por (rEN), se obtiene mice (¢)(a\g) e
Do - Lec(c)[a\ 8] | Ao; (B: AU (§: B)SY); (v : S — B)<!. Entonces, por h.i. sobre
LCC’, existe mreer (cfar\g))>e L0 F LCC (cla\ B]) | Ag; (B: AU (6 : B)<h); (v : S — B)St.
Finalmente, se concluye por (REPL) con 7, my >g I'F o' | A.
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o LCC = LCC'[y \ d]. Luego, por (REN), se tiene A* = A’;§: B con la derivacion
Tree (o) e I HLCC (c) | A5 (o : A=Y ((B: A)STU (62 B)SY); (v B)S!. Por (ren),
se obtiene oo (o)(a\g) e T LCC (c)[a \ B] | A5 (B: AU (6 : B)SY); (v: B)S!. Mas
atin, aplicando la h.i. sobre LCC', se garantiza que existe una derivacion mce (cfa\g))>€
[ FLec (cla\B]) | A% (B: AU (6 : B)SY); (y: B)S!. Finalmente, se concluye por
(REN) con vy 0, T e L0 | A.

o ~. Luego, o = [o/] Az.pa.[B') Ay.uB.cy o = [B] Ay.pB.[o/] Ax.pa.c con B # oy
a # f3'. Mas aun, de 7 se tiene el contexto A = A*;a/ : A— BUS : A — B’ con w.>¢
[y(z: ASY(y: AN)S e | A% (ot A— B)Stu (B A — B)SY (a: B)SY(8: B)SL.
Por (cont), (aBS) y (NAME) sobre «, x y o' respectivamente, se obtiene la deriva-
cion m. g [ (y: A)SHE [of] Az.pae | A%0/ : A — BU (B A" — B)SL (B : B')Sh
Del mismo modo, aplicando la misma secuencia de reglas con 3, y y 3’ respectiva-
mente se concluye, 7' >¢ I'F o : T'| A. El caso simétrico es analogo.

e ~,. Luego, 0 =[] pa.cy o' = cla\f]. Més atin, de 7 por (NAME) se tiene A = A*; 5 : A

con Mpya.c>el b pae: A | A% (B A)Sy, por (cont), me>el e | A% (a: A)SY (B A)SL.

Se concluye por (REN), obteniendo mjq\5 >¢ ' F cla\ B] | A. Para el caso simétrico, se
parte de 7.4\ descomponiendo por (REN) para obtener .. Finalmente, se concluye
por (conT) seguido de (NAME).
0 =Tu. Luego, o =tuy o = t'u con t ~ t'. Mas atn, por (app) se tienen I' = I’ UT;
yA =AUA; con g Tobt: A>T | Ay mu>e i Fu: A Ay Por h.i. existe
7y g Dot : A— T | Af. Finalmente, se concluye por (app), 7’ >g I'F o' : T | A’ con
A" = AjU A;. El caso simétrico es analogo.
0 =1¢T. Luego, o =tuy o =tu con u~ u'. Mas atn, por (app) se tienen I' = 'y U Ty
vyA =AgUAy con melogbt: A>T | Agy my e 1 Fu:A| Ay Por h.i. existe
T g T'p F o’ : A | Al. Finalmente, se concluye por (app), 7’ >g ' o' : T | A’ con A’ =
Ao U Al El caso simétrico es analogo.
0 = Az.T. Luego, o = Azt y o’ = Ax.t’ con t ~ t'. Mas atn, por (aBs) se tiene T = A — B
con m>el; (z: A)St -t : B | A. Por h.i. existe 7y >¢ T (z 2 A)St ¢ : B | A’. Finalmente,
se concluye por (aBs), @' >g 'k o : T'| A’. El caso simétrico es anélogo.
0 = pa.C. Luego, 0o = pa.cy o' = pa.d’ con ¢ ~ ¢’. Mas ain, por (CONT) se tiene 7. >¢
Lkec|A;j(a:T)Sh Por hi. existe mo g ' ¢ | A’ (a: T)S!. Se concluye por (cont),
7' > T o : T | A’ El caso simétrico es analogo.
0 = T[z \ u]. Luego, o = t[z \u| y o' = t/[x \ u| con t ~ t'. Mas atn, por (suss) se tienen
F:FOUFI yA:AQUAl COH7TtI>gF0;($:A)S1'—t:T|AOyTl’u|>gF1|—u:A|A1.
Por h.i. existe my >¢ Do; (z: A)St ¢ : T | A). Finalmente, se concluye por (suss), ©’ >¢
I'o :T| A" con A" = AfjUA;. El caso simétrico es analogo.
0 = t[x \T|. Luego, 0o = tfz \u| y o/ = t[x \v'] con v ~ . Mas atn, por (suss) se tienen
F=ToUT; yA=A¢)UA con e lo;(z: A)STHt:T | Aoy muelibu: A| A
Por h.i. existe my >g 1 Fu' @ A| A}, Se concluye por (suss), 7' >g ' o' : T | A’ con
A" = Ag U A]. El caso simétrico es analogo.
0 = [« T. Luego, 0 = [a] ty o' = [a] ' cont ~ '. Mas aun, por (NAME) se tiene A = Ag; o : A
conm>el Ft: Al Ag; (a: A)SL. Por hi. existe mp>el =t 1 A | Aj; (o : A)=L. Se concluye
por (NAME), @' > T'F o' : T | A’ con A’ = Afj; a0 : A. El caso simétrico es anlogo.
0 = Cla\*" s]. Luego, 0 = c[a\* s] y o/ = ¢[a\*" s] con ¢ ~ ¢. Mas atn, por (REPL) se
tienen ' = ToUT1 y A = AgUA ;0 : Acon . >elg e | Ag; (a: S — A)Sh (of - A)Sy
m>el1 Fs: A A (o 1 A)SE Por hai. existe 1o >elo ¢/ | A; (a2 S — A)Sh (of : A)Sh
Se concluye por (RePL), @' >g I'F o' : T'| A’ con A" = AjUAq; ¢’ : A. El caso simétrico es
analogo.
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= 0 =c[a\"'s]. Luego, o = c[a\* s] y o = ¢[a\* s'] con s ~ s'. Més atin, por (REPL) se tienen
F=ToUl; yA=AgUA;;0/ i Aconm.>elg b c| Ag;(a: S — A)SL(of - A)SLy mo>e
1 Fs:A|Ag; (a0 A)SL Por h.i. existe una derivacion g >g 'y s’ @ A | Al (of + A)Sh
Se concluye por (RepPL), @' g T'F o : T | A’ con A’ = AgUA); o’ : A. El caso simétrico es
analogo.

= 0 = Cla\ 8. Luego, o = cla\f] y o = o\ f] con ¢ ~ ¢/. Mas ain, por (REN), A =
Ag;B:A con m.>g ke Ao, (o A)<1 (B : A)SL. Por h.i. existe una derivacién 7. ¢
Lk | Ay (a: A)SE (B A)SL Finalmente, se concluye por (Ren), 7' >g I'Fo : T | A/
con A’ = A{); B : A. El caso simétrico es anélogo.

s 0=T-s Luego,o=1t-syo =t'-scont~t.Mas ain, por (sTK) se tienen T = A- S,
F=ToUl yA=AqUAjconm>eglobt: A|Agy s>y Fs: S| Ay, Por h.i. existe
7y g To B¢+ A| Aj. Finalmente, se concluye por (stx), 7’ >g Tk o : T | A’ con A’ =
Af{ U A;. El caso simétrico es analogo.

= 0=1¢-8. Luego,o=t-sy o =t-s con s~ s'. Mas ain, por (stK) se tienen T = A - S,
I'=Tyuly yA:AoLJAl conm>elgbt: A | Ag yms>ely Fs:S ‘ Aq. Por h.i. existe
e e 'y s’ S| Al. Finalmente, se concluye por (stx), @’ >¢IVF o' : T | A’ con A’ =
Ao U A]. El caso simétrico es analogo.

Dos resultados de correspondencia

Para demostrar la correciéon de ~, respecto a ™., es preciso enunciar anteriormente una serie de
resultados auxiliares.

Lema C.0.47. Sean 0,0’ € Opps tal que o ~, o' con ~, una regla de Fig. 4.13 0 ~pen. Si 0 = LXC{c)
con o ¢ LXC, fc(a/,LXC) y fc(s, LXC) luego o' = LXC'(¢') tal que o ¢ LXC', fc(a/,LXC"), fc(s,LXC') y
C(LXC(cfa \* s])) ~er ELXC ([ \*" 5])).

Demostracion. Por anélisis de casos sobre LXC.

= LXC = . Luego, o = ¢. Hay cinco posibles reglas para comandos:

® ~oprep1- Luego, 0 = LCC(c)[v\?s'] y o' = LCC(¢[y \? §]) con v ¢ LCC, fc(d,LCC) y fe(s’, LCC).
Por a-conversion se asumen también fc(a’,LCC) y fc(s,LCC). Luego, se tienen cuatro casos
posibles:

1. ofa \* s] —p LCCle)[y \* & sﬂ (ie. « = 6,0 ¢ ¢, 6 ¢ LCC y § ¢ ). Luego,
(oo \* s]) = €(Lec(e)[y \ & - 5]). Mas aun, se tiene o/ [\ s] —p LCC{e[y \*' 8 - s]),
por lo que QI( [[ \* s]) = e(Lece[y \ "s' - s])). Luego, por Lem. 4.6.2 (2), se tiene

e(ec(e) [y \a -s]) ~ ewec(c]y\* s ]])) Se concluye dado que ~ C =~ con
LXC'=myd=0.

2. oo\ 5| —ypy LCC(A Y\ & (ice. fng(0) = 1, @ # 6, a ¢ ¢y a ¢ s). Lue-
go, €(ofa\*" s]) = €(LcC (c)[y\ s’j]) Més atn, también se tiene o'[a \* s| —ypy
LeC (c[y \? 8']), por lo que €(o'[a\* s]) = €(LCC{c[y \ s'])). Por Lem. 4.6.2 (2), se
tiene €(LCC (c)[y\ &']) ~ &(LcC (c[y\’ s'])). Se concluye dado que ~ C =, con
LX'=pmycd=0.

3. ofa \* 5] —ypy LCC() [y \0 8] (ice. fna(0) =1, a # 6, a ¢ LCCy a ¢ §'). Este caso es
analogo al anterior.

4. De lo contrario, €(ofa \* s]) = ofa \* €(s)] ~er o' \* €(s)] = €('[a\* s]), pues
0 ~¢y o' implica €(0) =0y €(0’) = 0'. Se concluye con LXC' =@y ¢ = 0.
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® ~oiren- LUego, 0 = LCC{c)[y\d] y o' = LCC{c|v \ d]) con v ¢ LCC y fc(d,LCC). Por c-conversion
se asumen también fc(a’,LCC) y fc(s,LCC). Luego, se tienen cuatro casos posibles:

1. ofa\* 5] =, LCC(c) [y \* s]ja\ o] (i.e. . =6,6¢ cy b §ZILCC). Luego, €(ofa\*" s]) =
erec(e) [y \* ]« \/o/]). Maés atin, también se tiene o’ [a\* s] —, LCC{c[vy \* s][a \ ]},
por lo que €(0'[a\* s]) = €(LCC{c[y \* s][a \ &'])). Luego, por Lem. 4.6.2 (2), se tiene
g(Lec(e) [y \* s][a\ &']) =~ €@cc(c[vy\* s[[a\a])). Se concluye dado que ~ C =~

conLXC'=@Eycd =0.

2. o[ \*' 5] —ypy LCC'(c)[y \ 8] (ie. fng(0) =1, a # & y o ¢ ¢). Luego, C(ofa \* s]) =
¢(Lec' (e )[’y\(ﬂ) Mas atn, también se tiene o'[a \* s] —ypy LCC'{c[y\d]), por lo

que €(0'[a\* s]) = ¢(Lcc’(¢[y\4])). Por Lem. 4.6.2 (2), se tiene €(LCC'(c)[y\d]) ~
(LCC (c[v\d])). Se concluye dado que =~ C ~,, con LXC' =@y ¢ = 0.

3. ofa\* 5] =y LCC() [y \ 0] (i.e. fng(0) =1, a # § y a ¢ LCC). Este caso es analogo al

anterior.

4. De lo contrario, €(ofa \* s]) = ofa \* €(s)] ~er o' \* €(s)] = €('[a\* s]), pues

0 ~¢r o' implica €(0) = 0y €(0') = 0’. Se concluye con LXC' =y ¢ = 0.

o ~,. Luego, o =[] Az.uvy.[0'] Ay.pd.c y o = [6'] Ay.pd.[y'] Ax.ppry.c con 6 # ~" 'y v # ¢'. Por
a-conversion se asumen también x ¢ s,y ¢ s,y £ o/, v ¢ 5,5 £’ y § ¢ s. Luego, se tienen
cuatro casos posibles.

L oofa \* s| =y [o] Azpy.[0) Ay.pdc) s (ie. @ =+, o # 6 y ~ ¢ ¢). Asumir

s = u-s (el caso s = u es ligeramente més simple) y considerar nombres fres-

cos 7", 8" Luego, €(ofa\* s]) = €([o/] (" -([0') Ay.pd.c) [y " s'])]z \ u]). Del mis-
mo modo, €(o'[a\* s]) = €([6'] A\y.ud.[o/] (,wy” Iy \" 8]z \ul). En el caso s = u
simplemente se evita el replacement explicito. Luego, por Lem. 4.6.2, se tiene por un
lado €(o[a\* s]) = €([a’] p1"".16'] (Ayd. Ty X7 5"l \u]) y por otro €(o'a \* s]) =
e([6'] (Ay.pd.[a'] py" ]y " s'])[x \ u]), apelando al item (1) del lema para posicionar la
sustitucion explicita y al item (2) para el replacement. Finalmente, aplicando dos veces
~, y Lem. 4.6.2 (2) para posicionar adecuadamente el renaming explicito introducido
por la regla, se tiene

€(ofa \*" s]) [\ sl \ul)
[/] py".168"] (Ay.ud.€( [y 7" 8'])

([0 iy [8] (Ay-pd.d [y Vs
([6'] (\y-pd.€(¢ [y " S’ﬂ))g \\

e

[ (Ay.p8.€( [y V" sy \a

0] (Ay-pd. o] ™ €[y \T ']

([0 (Ay-pd. | " [y N7 ')\ wl)
¢(o'a\* s])

Se concluye dado que ~ C ~, con LXC' =EF y =0

2. ofa \* 5| =y [Y] Az [o!] Ay.pdc) s (ie. o # ', o = & y & ¢ ¢). Este caso es
analogo al anterior.

3. o[\ 5] =gy [V Az [8) Ay.pdd (ie. fng(0) = 1, a # ~ y a # ¢'). Luego,
Clofa\ s]) = [Y] Awpy.[6') Ay pd.€(¢)) =pp [0 Ay.pab. [y ] Ay €(¢) = €(0 [\ 5])).
Se concluye con LXC' =@y ¢ = 0.

4. De lo contrario, €(o]a\* s]) = o[ \* €(s)] ~er o' \* €(s5)] = €(o'[a\*" s]), pues
0 ~¢r o' implica €(0) =0y €(0') = 0'. Se concluye con LXC' =1y ¢ = 0.

~
=p
~
~
=p

e ~, Luego, o = [0] uy.cy o' = ¢[y\d]. Por a-conversion se asumen v # o y v ¢ s. Luego,
se tienen tres casos posibles.
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1 ofa\*" s] =y [o/](uy.c) s (ie. a = 6 y & ¢ ¢). Luego, se tiene €(ofa\* s]) =
[ €((wy.c) = 8) = [0/] pe€(c[y\* s). Notar que « es fresca en (py.c) = s. Méas atn,
se tiene también o' [a\* s| —y c[v \* s][a\&/]. Se concluye por ~, con LXC' = [ y d=d,
dado que €(ofa\*" s]) =, €(c[y \* s])la\ '] = €(e[y \* s] [\ &']) = €(0'[a \* s])

2. ofa\* s] =y 0] pw.c’/ (i.e. fna(0) =1y o # 0). Luego, €(ofa \* s]) = [6] uv.€(c") ~,
E() [y \0] = €('[a\* s]). Se concluye con LXC' =@y ¢ =0'.

3. De lo contrario, €(ofa\* s]) = ofa \* €(s)] ~er o' \* €(s)] = €(0'[a\* s]), pues
0 ~ey 0 implica €(0) =0y €(0’) = 0'. Se concluye con LXC' =@y ¢ =0'.

o ~ .. Luego, 0 = c[y\d] y o/ = {7\ d}c. Por a-conversion se asumen vy # o’ y v ¢ s. Luego,
se tienen tres casos posibles.

1 ofa\* s] =y ey \* s][a\o/] (i.e.« =8y & ¢ ¢). Luego, €(o]a\*" s]) = &(cy \* s])[ar\
o] ~pen {a\ & }€(c[y\* s]). Mas atin, « ¢ s por a-conversion y o = 0 ¢ ¢ por hipo-
tesis de W. Luego, {a\ o/ }€(c[y\*s]) = €(c[y\* s]). Por otro lado, €(o'[a\* s]) =
e(({y\ale)a\* s]). Pero, como o = 4 ¢ ¢, esto es a-equivalente a €(c[y \*" s]), por
lo que se concluye con LXC' =@y ¢ = 0.

2. ofa\*'s] = ey ¢/ [7\0] (i.e. fng (0) = 1y a # §). Entonces, €(oa \*" s]) = €(¢)[7\0] ~ren

Y\O}1€() = €' a\* s]). Se concluye con LXC' =y ¢ = 0.

3. De lo contrario, €(ofa\* s]) = ofa \* €(s)] ~er o' \* €(5)] = €(0'[a\* s]), pues

0 ~¢r 0 implica €(0) =0y €(0') = 0'. Se concluye con LXC' =y ¢ =0

LXC = LTCu. Este caso es inmediato dado que no hay solapamiento con ninguna regla.
LXC = Az.LTC. Este caso es inmediato dado que no hay solapamiento con ninguna regla.

LXC = u7y.LCC. Luego, la tnica regla aplicable es ~y. Entonces, LCC = [y]LTC con y ¢ ¢y 7y ¢ LTC.

Mas atin, por h1p0t651s fc(a’,LXC) y fc(s,LXC), lo que implica v # o’ y v ¢ s. Se concluye por ~

con LXC' = LTC y ¢ = ¢, €(LXC(c[a\* s])) = py.[7] €(LTC(c[a \* s])) ~p E(LTC(c[a \* s])) =
C(LXC (¢ [a \*" s])).

LXC = LTC[z \u]. Luego, la tnica regla aplicable es ~eysubs- Se tiene entonces LTC(c) = LTT(t) con
x ¢ LTT y fc(u,LTT). Méas atn, o ¢ LXC y fc(s,LXC) implican o ¢ u y x ¢ fv(s) respectivamente.
Hay dos posibles casos:

1. t = LTCy(c). Luego, LXC = LTT(LTCy)[x \ u|]. Mas atn, se tiene o' = LTT(LTC;(c )[z\u])
i.e. LXC' = LTT(LTCy[z \u|) y ¢/ = ¢. Por Lem. 4.6.2 (1), se tiene @(LXC(C[[a \O‘ s))) =
)-

C(LTT{LTC e[\ s]))[z \u]) =~ ELTT(LTC (c[a\* s])[z \ul)) = C(LXC (/[ \*" s])

concluye dado que ~ C ~,

Se

2. ¢ = LCT{t) con = ¢ LCT y fc(u,LCT). Luego, o' = LTC(LCT(t[x \u])): i.e. I_,.XC’ =LTCy
¢ = LCT(t[x \ u]). Por Lem. 4.6.2 (1), €(LXC{c[or \* s])) = CLTCLCT(t)[a \* s])[z \u]) ~
C(LTC(LCT(t[z \ u)) o \*" s])) = €(LXC/(¢[a \*" s])). Se concluye dado que ~ C ~;.

= LXC = [§]LTC. Hay dos posibles reglas a analizar:

e ~,. Se tienen dos posibles instancias de la regla segtn la forma de LXC:

1. LXC = [§] Aw.pd".[@. Luego, ¢ = Y] Ay.uy'.co y o' = [y] Ay.py'.[0] Ax.pd’.co. Mas atin,
a ¢ LXC, fc(a/,LXC) y fc(s,LXC) implican a # 6, o # &', x ¢ fv(s) y &' ¢ fn(s)
respectivamente. Por a-conversion se asumen también y ¢ s, v # o' y 7/ ¢ fn(s). Hay
tres posibilidades para ~:
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a) a = vy~ ¢ co Luego, cfa\* 5] —y [0/] (A\y.py'.co) 5. Asumir s = u - s’ (si
s = u el analisis es ligeramente mas simple) y considerar nombres frescos v”,§".
Luego, €(LXC(c[a \*" s])) = @([(5] )\x.u§’.[a’] (1" co[y' " s']) ]y \ u]). Por otro la-
do, considerar LXC' = © y ¢/ = o/. Anélogamente, se tiene €(LXC'(¢/[ar\*" s])) =
C([a'] (uy".([0] A. ué’ co)[y' \'Y s' ]y \u]). Luego, por Lem. 4.6.2, se tiene por un
lado S(LXC(ela\¢ s1)) = €(15] Ovr8" o] oL/ 7 ly \u) ¥ por el otro

L (¢ [\ s])) ~ &[] py".[6] (Az.pd.co[y' \ s'])]y \ul), apelando al ftem
(1) del lema para posicionar la sustitucion explicita y al item (2) para el replace-

ment. Finalmente, aplicando dos veces ~, y Lem. 4.6.2 (2) para posicionar adecua-
damente el renaming explicito introducido por la regla, se tiene

e(Lxclcfa\ s]) = €([8] (Aw.pd[o] "oy 7 8]y \ ul)

= [0] Az [o/] iy € (o[ 7 5T))y \ €(w)]
= [o] Azopd” Eeoly’ VTSI ey \ €(u)
5](/\xu5’ Cleo[y" \" 1))y \e(w)]) 7" \ o]

=~ Y
=, [y H(/\x pd’ €(eo[y' N 5'))ly \ €(w)]
= ¢ ] ".[8] (b o[y N )y \ u])

[«
~  ¢(LxC < T\ s]))

Se concluye dado que ~ C ~,.

b) a =7y~ € co. Luego, €(cfa\* s]) = c[a\* €(s)]. Més atin, por Lem. 4.6.2 (2), se
tiene €(LXC(cla \* s]) = €(4] Aepadcla \* s1) = €(([6] Azud')a \* s]). Con
siderar LXC' = @ y ¢’ = 0. Entonces, aplicando la regla ~p, se tiene

CLxe(cfa\ s])) =~ €(([6] Az.ud’.c)a \“' sl)
= ([p] A= u5’ (Y Aypr'-co) [ \* €&(s)]
=~ (D] Ay [6] Awpd’co) [\ €(s)]
= eLxc(¢[a\ s]))

Se concluye dado que ~ C ~,.

¢) o # . PorLem. 4.6.2 (2), (LXC( [a\* s])) = &([6] Az.ud".[7] Ay -cof @\ ﬂ)
C([6] A.pud’ . [y] Ay.pycolr \*' s]). Considerar LXC = [y] Ay.py'.[6] Az ,u5’ Oy
co. Luego, se tiene €(LXC'(¢/[a\* s])) =~ [0] Aw.pud”.[y] Ay.pry .cola \* €(s)] ~pp
V) Ay.py 18] Az.pud’ oo\ €(s)] = €(LXC (/[a \* s])). Se concluye dado que ~
C ~er.

2. LXC = [0] Az.pd’.[y] Ay.puy' LCC. Luego, o' = [y] A\y.puy'.[6] Ax.ud’ .LCC{c): i.e. LXC' =
[v] Ay .[6] Aw.ppd’ LCC y ¢ = c¢. Mas atn, o ¢ LXC implica o # 6 y o # ; fe(a’, LXC)
implica o # ¢" y o #+'; y fc(s,LXC) implica x,y ¢ fv(s) y ¢',7" ¢ fn(s). Finalmente,
se concluye por ~p,, €(LXC(c[a /\’l s)) = [0] Ax.pd [y] Ay.puy" . €(LCC(c[a \* s])) ~pp
7] Ag-pir. 16 A8 E(LCC(eo \* s])) = CAXC (o \* s])).

o ~,. Luego, LXC = [§] py.LCC y o' = LCC(c)[y \ d]: i.e. LXC' = LCC[y \ ¢] y ¢ = c. Més atn,
a ¢ LXC, fc(a/,LXC) y fc(s,LXC) implican « # 0, o/ # v y v ¢ fn(s) respectivamente. Se
concluye por o~ ~p, C(LXC(c[a\* s[)) = [6] uy.€(LCC{c[a \* s])) ~, C(LCC(c[a\* s]))[v\d] =
e(Lxe/(¢/[a\* s])).

= LXC = LCC[7y\’ s']. Luego, la tinica regla aplicable es ~eyrep1. Se tiene entonces LCC(c) = LCCo(co)

con v ¢ LCCy, fc(d,LCCy) v fc(s’,LCCy). Mas atn, a ¢ LXC y fc(s,LXC) implican o # 6, o ¢ s’ y
v ¢ fn(s). Hay dos posibles casos:

|| 1
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1. ¢o = LCCy{c). Luego, LXC = LCCq(LCC; ) [7\’s']. Mas atin, se tiene o’ = LCCq(LCC (c) [y \° s']):
i.e. LXC' = LCCo(LCCy [y \’s']) y ¢ = c. Por Lem. 4.6.2 (2), se tiene Q(LXC(c[a \* s])) =
€(LCCo(LCC1 (e[ \* s])) [y \ ']) == €(LCCo(LCC(c[a\* s]) [ V' 8'])) = E(LXC/(¢/[a \* s])).
Se concluye dado que ~ C ~,.

2. ¢ = LCCi{cy) con v ¢ LCCy y fc(s’,LCCy). Luego, o/ = LCC(LCCy{co[y\ 8'])): i.e. LXC' =
LCCy ¢ = LCCy(co[y \’ s'[). Mas atin, por Lem. 4.6.2 (2), se tiene €(LXC(c[or \ s])) =
€(LCC(LCC1 {co) [a \* s])[7 \ '])) = E(LCC(LCC (o7 \ ') [ \* s])) = E(LXC (¢ [a \*" s])).
Se concluye dado que ~ C ~..

= LXC = LCC[y \ 8]. Luego, hay dos posibles reglas a analizar:

® ~iren- Luego, LCC(c) = LCCq(cy) con v & LCCy y fc(d,LCCy). Mas atin, o ¢ LXC, fc(a/, LXC)
y fc(s,LXC) implican « # 6, o/ # v y v ¢ fn(s) respectivamente. Hay dos posibles casos:
1. ¢g = LCCy{(c). Luego, LXC = LCCo(LCCy)[vy\d]. Mas ann, se tiene o’ = LCCy(LCCy (c)[y \ d]):
i.e. LXC' = LCCo(LCC1[y \4]) y ¢ = c. Por Lem. 4.6.2 (2), se tiene €(LXC(c[ar\*" s])) =
e(LeCo(Lec (el \* sI)) 7 \6)) = E(LeCo(Lees (el \* s))ly \d])) = E(LAc(¢[a \* s])).

Se concluye dado que ~ C ~,

2. ¢ = LCCy{cp) con v ¢ LCCy y fc(s’,LCCy). Luego, o' = LCC(LCCy(co[y \I])): i.e. LXC' =
LCCy ¢ = LCCl<co[’ly \d]). Méas aun, por Lem. 4.6.2 (2), se tiene e(Lxc(cfa \* s]})) =
€(LCC(LCCy{co) [ \* s]) [\ 6]) ~ E(LCC(LCCy (coly \ ) \* s])) = ELXC('[a \* s])).

Se concluye dado que ~ C ~,

o ~ .. Luego, o/ = {7\ J}LCC{c): i.e. LXC' = {y\d}LCC y ¢ = {y\J}c. Mas aun, « ¢ LXC,
fc(o/,LXC) y fc(s,LXC) implican o # §, o # v y v ¢ fn(s) respectivamente. Se concluye

POr ren, E(LXC(ca\" s])) = €(LCC(ca\* s]))y \ 8] ren (7 \S}E(LCC(efa\* s)) =
e(Lxc (o \o' s]):

Lema C.0.48. Sean 0,0’ € Oppr tal que 0 ~¢p 0.
1. Sio,0 € Tap, entonces €(0 :: 8) ~er €(0' 1 8).
2. Si 0,0 € Canr, entonces €(ofa\* s]) ~er €(0'[a\* s]).
Demostracion. Se prueban ambos items en simultaneo por induccién en o ~¢ o'. Por definiciéon esto

implica verificar cuatro condiciones: reflexividad, transitividad, simetria y congruencia (i.e. clausura
por contextos):

Reflexividad Luego, o’ = o por lo que €(0 :: s) = €(0 :: 5) y €(o]a\*" s]) = €(o/[a\*" s]). Ambos
resultados son inmediatos por reflexividad de ~,.

Transitividad Luego, existe p € Opps tal que 0 ~er py p ~er 0.

1. Si 0,0 € Tap, entonces p € Taps. Por h.i. se tienen €(0::8) ~er €(p i 8) y €(p i1 8) er
(0’ :: s). Se concluye por transitividad de ~;.

2. Si 0,0/ € Can, entonces p € Capr. Por hii. se tienen €(ofar\* s]) ~er €(pla\* s]) v
C(p[a\* s]) ~er €(0'[a\* s]). Se concluye por transitividad de ~,.

Simetria Luego, o' ~; o.

1. Si 0,0 € Tanr, por h.i. se tiene €(0’ :: 8) ~¢; €(0 :: 8). Se concluye por simetria de ~;.
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2. Si 0,0 € Cppr, por h.i. se tiene €(0'[a \* s]) ~er €(0[a \* s]). Se concluye por simetria de

~
Zer-

Congruencia La congruencia se demuestra por induccion en el contexto de clausura 0 tal que o = 0{p)
y o =0(p’) con p ~, p’, donde ~, es una regla de la Fig. 4.13 0 ~yey.

= 0 = [ Luego, 0o = p ~, p’ = 0. Mas atin, es el caso de 0,0’ € Tpyps. Se tienen solo dos
reglas aplicables a términos:
® ~ocups. Luego, o = LTT(#)[z \v] y o/ = LTT(¢[z \v]) con = ¢ LIT y fc(v,LTT). Por
Lem. 4.6.2 (1), se tiene €(LTT(¢)[z \ v] :: s) = C((LTT(t) :: s)[z \v]) =~ E€(LTT(t[x \v]) :: 5).
Notar que [J :: s constituye un contexto lineal. Se concluye dado que ~ C ~g.
o ~p. Luego, o = py.[y]t y o/ =t con v ¢ t. Mas aun, sea ¢ un nombre fresco, entonces
e((ur-l1) 5 5) = o C((D) 7\ s]) = o8] €(t 5 5) o €(t 5 5).
= 0 =[. Luego, o = p ~, p’ = 0’. M4s atin, es el caso de 0,0’ € Cpps. Por Lem. C. 0.47 con
LXC = [ se tiene o' = LCC(c) tal que @ ¢ LCC, fc(a LCC), fc(s LCC) y €(ofa\* s]) ~er
¢(Lec(c [[ \* s])). Mas atn, por Lem. 4.6.2 (2), €(LCC(c[a \* s])) ~ Q:(LCC( YMa\™ s]) =
¢(o'[a\*" s]). Se concluye dado que ~ C ~,

= 0 =Twv. Luego, o = T(p)v y o/ = T(p/)v. Sean t = T(p) y ' = T( ’}. Se tiene entonces
t ~ey t'. Més aln, o0 ~¢ o' implica €(0) =0y €(0') = 0'. Luego, €(0:: 8) = (tv) :: €(s) ey
(t'v) = €(s) = €(0' i1 s), donde €(s) = €(ug) « ...  €(uy,) para s =ug - ... - Up.

= 0 =1¢T. Luego, o = tv y o = tv' con v ~¢ v'. Mas atin, 0 ~ o implica €(0) = oy
C(0') = 0. Luego, €(o::s) = (tv) :: €(8) gr (EV') 1 €(s) = €(0 = 8).

= 0 = Az.T. Luego, o = Az.t y o/ = Ax.t’ con t ~, t'. Més aln, t ~, t' implica €(t) =ty
€(t') = t'. Se procede por induccién en s:

o 5= u. Luego, €(ow) =tz \ €(w)] ~er ¢z \ €(w)] = (o' w).

e s =u-s'. Luego, €(o::s) = €(t[x \u|::s). Por Lem. 4.6.2 (1) y = C ~, se tiene
C(0::8) ~er €(t:: 8')[x \ €(u)]. Andlogamente, €(0' :: 5) ~¢ €(t' 1 ¢')[x \ €(u)]. Por
h.i. se tiene €(t :: s) ~e €(¢' = s), por lo que se concluye.

» 0 = py.C. Luego, 0 = py.cy o = py.c' con ¢ ~ . Mas atin, €(0s) = ud.€(c[y\’ s])
y €(0's) = pd.€([y\° s]). Por h.i. se tiene &(c[y\ s]) ~er €(c'[7\’ s]), por lo que se
concluye.

= 0=T[z\v|. Luego, o = t[z\v] y - , se
tiene €(0) = €(t[z \v] = )2er (¢ :: s)[z \ v]. Analogamente, €(0") ~ep C(t :: 5)[x \v] Por
h.i. se tiene €(t :: 5) o €(¥ :: ), por lo que se concluye.

o' =t'[x\v] con t ~¢; t'. Por Lem. 462() ~

N

» 0 = ¢z \T]. Luego, o = tfz \v] y o = t[x \ V'] con v ~¢ v'. Mas atin, v ~ v' implica
€(v) = vy €') = v'. Se concluye por Lem. 4.6.2 (1) y =~ C ~, teniendo €(o0 :: s) =
Ctlx \v] 1 8) e €(t 2 8) [ \ V] 2er E(t 2 8)[x \ V'] er €tz \ V] i1 5) = (0 2 ).

= 0= [0]T. Luego, o = [§] T(p) y o’ = [0] T(p'). Sean t = T(p) y t' = T(p’). Se tiene entonces
t ~¢, t'. Se tienen tres casos posibles:

1. a= (5 y a & t. Luego, se tiene también o ¢ t'. Més atn, €(ofa\*" s]) = [/] €(¢ :: s)
(o' \* s]) = [a] €(t' :: s). Por h.i. se tiene €(t :: s) ~r €( = s), por lo que se
concluye

2. ofa\* 5| = ey [6]u (i.e. @ # 8 y a € t). Notar que, dado que t = T(p) y fn,(t) = 1 por
hipotesis de las reglas N, P y W hay solo dos casos posibles:

a) u=T'(p). Luego, se analiza individualmente la regla de reducion aplicada:
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e N. Luego, T = LTC([a]T1) y T = LTC([&/] T1 :: 8) con o ¢ LTC y « ¢ T;. Mas aun,
(o] \O‘ s]) = [9] (T'(p)) [0 ]LTC([ 1 (T1<p> s)). Por otro lado, se tiene
o'[a\*" ] =y [6] T'(p'), por lo que €(o[a\*" s]) = [§] LTC([o/] &(Ty (p') 218)>~POY

h.i. se tiene QI(T1< ) s) ~er C(T1(p') :: 8), por lo que se concluye.

e P. Luego, T = LTC(C[y \* s'ﬂ)/ y T = LTC(C[y\* &' - s]) con o ¢ LTC, o ¢ C
y a ¢ s Mas atn, €ofa\* s]) = [6]€(T'(p)) = [JLTC{E(C(p)[Y\* & - s]).
Por otro lado, se /tiene o'fla\* s| —p [J]T <p> por lo que €(o'[a \a ﬂ) =
[BLTC(E(C(p) 7 \*" ' - s])). Por hui. €(Clp) [y \*' &' - 5]) e €(C) [y " 8" - 5]),

por lo que se concluye.
e W. Luego, T = LTC(C[y \ a]) y T = LTC(C[y \* s][a \ &']) con @ ¢ LTCy o ¢ C. Més

atn, €(ofa\* s]) = [3] €(T'(p)) = [6]LTC(E(C(p)[y \* s])[ev \ a']). Por otro lado,
o'[a\* s =y [6] T'(p'), por lo que Qi( Ta\*" s]) = [ LTC{E(C(p) [y \* s])a \ o).
Por h.i. se tiene €(C(p)[v \* s]) ~er €(C{P') [y \* s]), por lo que se concluye.

b) u = T{(q). Luego, se tiene un contexto lineal LTC tal que LTC = LTX(LXC), T = LTX
y p = LXC(c) con o # 6, @« ¢ LTC y a € ¢. Por a-conversion se asumen también
fc(a/,LTC) y fc(s,LTC), de modo que c[or \* 5| —sypy ¢- Luego, por Lem. C.0.47
con p ~, p' se tiene p’ = LXC'(c) tal que o ¢ LXC', fc(o/,LXC'), fc(s,LXC') y

C(LXC(c[ar \* 5])) ~er (LXC’( /[a\*" s])). Finalmente, se tiene o = [§]T(p) =
[6] LTX(LXC(c)) y o’ = [0] T(p’) = [6]LTX(LXC'(c')), y por Lem. 4.6.2 (2), se obtiene

Clofa\* s]) ~  €([6] LTX(LXC(c]ox \a sI)

)
= [DJLTXR(C(LXC{c[a \* s]))
e [8] LTR(C(LXC (' [or \* 5]))
= o }LTX§LXC< dJa " s])))
= g a\" s])

Se concluye dado que ~ C ~.
3. De lo contrario, €(o[a\*' s]) = ofa \* ( ) ~er oa\* €(s)] = €('[a\* s]), dado
que 0 ~¢ o implica €(0) =0y €(0') =0'.
= 0=C[y\°s]. Luego o=c[y\Vs']yo =c[y\s] con ¢z, ¢/. Més atin, 0 ~, o implica
€(0) =0y €(0') = 0. Luego, se tienen tres casos posibles:
l.a=6ad¢cyad¢s. Luego, se tiene también a ¢ ¢. Mas atn, €(ofa\* s]) =
ey \* 8" €(s)] er Iy \* §-€(s)] = €' [ \* s]), por lo que se concluye.
2. a#dy a ¢ s. Por a-conversion se asumen también o # vy 7 gé fn(s). Luego,
por Lem. 4.6.2 (2) con ~ C ~ se tienen €(ofa\* s]) ~er €(c[a\* ﬂ)[[’y \C sy
(o | \0‘ 5]) ~er €(J\*" s])[y \’ 5']. Finalmente, por h.i. se tiene €(c[a\* s]) ~er
e( o \*" s]), por lo que se concluye.
3. De lo contrario, €(o[a\*" s]) = o] \*" €(s)] ~er o'\ €(5)] = €(0'[ \*" s]).
» 0=c[y\°S]. Luego, 0 = c[y\ s'] y o = ¢[y\ s"] con 8" >~ s”. Més atin, 0 ~¢, o’ implica
€(0) =0y €(0') = 0. Luego, se tienen tres casos posibles:
l.a=46 a¢cya¢s. Luego, se tiene también o ¢ s”. Mas ain, €(oa\* s]) =
ey \* s €(s)] =er [y \* 8- €(s)] = €0 [a\* s]), por lo que se concluye.
2. a#dy ad¢s'. Luego, se tiene también o ¢ s”. Por a-conversion se asumen también
o # 7y~ ¢ fn(s). Se concluye por Lem. 4.6.2 (2) y ~ C ~¢;, teniendo €(o[ar \*" s]) ~er
C(efa\ sy V8] ~er E(cfa\* s]) [\ s"] ~er €0 [ \* 5]). ,
3. De lo contrario, €(oa \* s]) = ofa \* €(s)] ~er o'[a\* €(5)] = (/o \*" s]).
# 0 = C[y\d]. Luego, o = c[y\d] y o = [y \ 0] con ¢ ~¢ ¢. Mas aln, 0 ~¢ o implica
€(0) =0y €(0') = 0. Luego, se tienen tres casos posibles:
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l.a=dyaé¢ c. Luego, se tiene también o ¢ /. Mas ain, Cofa \* s]) = €(c[y \”‘ s[a’\
aly Qf(o’ﬂa \@ s]) = €[y \* s])[a’ \ a]. Finalmente, por h.i. se tiene €(c[y\*" s]) ~er
E(d v\ s]), por lo que se concluye. /

2. ;é d. Luego, por Lem. 4.6.2 /(2) con ~ C ~; valen €(ofa \* s]) ~er €(c]ar\* s])[y\d]

( /e \O‘ s]) ~er €(¢Jar\*" s])[y \ 8]. Finalmente, por h.i. se tiene €(c[ar\*" s]) ~er
( 'l \*" s]), por lo que se concluye.

3. De lo contrario, €(o[a \* s]) = oo\ €(s)] ~er o'[a \* €(s)] = €(/ [ \*" s]).

= 0 =T-s. El resultado es inmediato pues no se satisfacen las hip6tesis de ninguno de los dos

Casos.

= 0 =1¢-8. El resultado es inmediato pues no se satisfacen las hipotesis de ninguno de los dos

Casos.

O

Lema C.0.49. Sea o € Opps. Si 0 ~o; 0, entonces para todo contexto O del sort adecuado se tiene

€(0(0)) ~er €(0(0')).

Demostracion. Por induccién en 0.

= 0 =[. El resultado es inmediato por hipotesis pues, por definicién, o ~, o’ implica €(0) =0y

(o) =0

= 0 = [@. El resultado es inmediato por hipotesis pues, por definicion, o ~, o’ implica €(0) =0y

C)=0.

= 0 = Tu. Luego, €(0(0)) = €(€(T(0)) u) y €(0(0")) = €(€(T(0')) u). Por h.i. se tiene €(T{0)) ~er

&(T(0’)). Luego, se concluye por Lem. C.0.48 (1).

= 0 =1¢T. Luego, se tienen tres casos posible:

0 = T[z \ u]. Luego, €(0(0))
h.i. se tiene €(T(0)) ~er €(T

(T
0 = t[z \ T]. Luego, €(0(0))
h.i. se tiene €(T(0)) ey E€(T(0’

0 = [a] T. Luego, €(0(0)) = [a] €(T(0)) ¥ €(0(0")) = [a] €(T{0'}). Se concluye pues por h.i. se
tiene €(T(0)) ~er €(T(0)).

1. €(t) = L{Az.u). Luego, €(0(0)) = €(L{(Az.u)T(0)) = L{ulz \ €(T(0))]). Del mismo modo,

€(0(0")) = L{ulxz \ €(T(0"))]). Se concluye pues por h.i. se tiene €(T(0)) ~er €(T(0)).

(u]
. €(t) = L{ga.c). Luego, €(0(0)) = €(L{ua.c)T(0)) = L{uc/.C(c[a\* T(0)])). Del mis-

mo modo, €(0(0')) = L(ua’.@(c[[/a \* T(0)])). Por Lem. C.0.28, sz(Q(o)) = sz(tT{(o)) >
sz(L{ua.c) T{(0)) > sz(L{ua' .c[a \* T<0>ﬂ>), por lo que sz(0) > sz(c[a \* T]). Finalmente, se
concluye pues por h.i. se tiene €(c[a \* T(0)]) ~er €(c[a\* T(0)]).

. De lo contrario, €(0{0)) = €(¢) €(T{o)) y €(0(0’)) = €(t) €(T(0’)). Se concluye pues por

h.i. se tiene €(T(0)) ~er €(T(0')).
0 = Az.T. Luego, €(0(0)) = Az.€(T(0)) y €(0(0")) = Az.€(T{0')). Se concluye pues por h.i. se
tiene €(T(0)) ~er €(T(0')).
0 = 10.C. Liuego, €(0(0)) = 1a€(C(o)) ¥ €(0(0/)) = i €(C{o"). Se coneluye pues por h.i. se
tiene €(C(0)) ~er €(C(0")).

€(T{(o)) [z \ u] y €(0(0")) = &€(T(0'))[x \ u]. Se concluye pues por

°H

(o)

)-
>)t[ 2 \ €(T(0))] ¥ €(0(0")) = t[z \ €(T(0'))]. Se concluye pues por

Q||
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= 0 =C[a\"" s]. Luego, se tienen €(0(0)) = €(&(C(0))[a\*" s]) y €(0(0)) = €(€(C(0))[ax \* s]).

Por h.i. €(C{0)) ~er €(C{0')). Finalmente, se concluye por Lem. C.0.48 (2).
» 0=c[a\* S]. Luego, se tienen cuatro casos posible:

1. €(c) = LcC{[a]t) con « ¢ t, a ¢ LCC, fc(a’,LCC) y fc(S{0),LCC). Ma4s atin, se tiene también
fc(S{0’),LCC). Luego, €(0(o >) (LCC([ 1) [a\* 8{0)]) = LCC{[a'] €(t :: S{0))). Del mismo
modo, €(0(0')) = LCC([a/] €(t :: S(0'))). Por Lem. C.0.28, sz(0(0)) = sz(c[a \* S(0)]) >
sz(LCC([a] t)[a \* S(0)]) > sz(LCC([ ]t 2 8(0"))), por lo que sz(0) > sz(t S). Finalmente,
se concluye pues por h.i. se tiene €(t :: S(0)) ey (¢ :: S(0)).

2. €(c) = LeC{d[B\* s]) con o ¢ ¢/, o ¢ LCC, v ¢ s, fc(o/,LCC) y fc(S{o),LCC). Mas an,
se tiene también fc(S{0’),LCC). Luego, se tiene €(0(0)) = Q(LCC([C/HB \* s \* S{0)]) =
LCC(d[B\* s €(8(0))]). Del mismo modo, €(0(0’)) = LCC('[B\* s - &€(S(0'))]). Se conclu-
ye pues por h.i. se tiene €(3(0)) ~er €(S(0')).

3. €(¢c) = Lec(d[B\al) con a ¢ ¢, a ¢ LCC, fc(o/,LCC) v fc(S(o), LCC) Mas atin, se tie-
ne también fc(S(o’),LCC). Por lo tanto, se tiene €(0(0)) = (LCC( B\ a)[a\* 8]) =
Lec(e(d[B \* s{o)])|a \ &’]). Del mismo modo, QI(O(O')) = LCC(E([[B\* S{0")])|cx \a’]). Ade-
més, por Lem. C.0.28, se tiene sz(0(0)) = sz(c[a\* S{(o)]) > sz(LcC{c'[B \ af)[a \* 8]) >
sz(LCC('[B \* S{o)] [ \ &’])), por lo que sz(0) > sz('[5 \* S]). Finalmente, se concluye pues
por h.i. se tiene €(¢'[8\* 8(0)]) ~er €('[B\* S(0)]).

4. De lo contrario, se tienen €(0(0)) = €(c)[a \* €(S(0))] ¥ €(0(c')) = €(c)[a \* €(S(0’))]. Se

concluye pues por h.i. se tiene €(8(0)) ~¢r €(S(0)).

) =

= 0 = Cla\ . Luego, €(0{0)) = €(C{0))lr\ B] v &(0(0
h.i. se tiene €(C(0)) ~er €(C(0')).

€(Cc{o"))[a \ B]. Se concluye pues por

= 0=T-s. Luego, €(0(0)) = €(T(0)) - s y €(0(0')) = €(T(0')) - s. Se concluye pues por h.i. se tiene
)

€(T(0)) ~er €(T(0

)
= 0=1¢-38. Luego, €§§J< 0)) =t-€(S(0)) y €(0(0")) = ¢ - €(8(0')). Se concluye pues por h.i. se tiene

€(8{0)) ~er €(8(0'
O

Lema 4.7.1. Sean o,p € Oy,. Si o0 ~, p, entonces €(0) ~er €(p).

Demostracion. La prueba es por inducciéon en o ~, p. Por definicién esto implica verificar cuatro
condiciones: reflexividad, transitividad, simetria y congruencia (i.e. clausura por contextos):

Reflexividad Luego, p = o por lo que el resultado es inmediato por reflexividad de ~;.

Transitividad Luego, existe ¢ € Oy, tal que 0 ~, ¢y ¢ ~ p. Por h.i. se tienen €(0) ~¢ €(q) y
€(q) ~er €(p). Se concluye por transitivadad de ~,.

Simetria Luego, p ~, oy por h.i. se tiene €(p) ~e, €(0). Se concluye por simetria de ~,.

Congruencia La congruencia se demuestra por induccién en el contexto de clausura 0 tal que o = 0(0’)
y o' =0(p') con o’ ~,  p/, donde ~,, es una regla de la Fig. 4.10.

s 0 = 0. Luego, 0 = 0 ~,, p’ = p. Mas aun, los objetos son necesariamente términos. Se
analiza la regla aplicada:
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o ~, . Luego, o = (Az.dyt)uy p = Ay.(Az.t)u con y ¢ u. Mas aun, se tiene €(0) =
C((Ay.t)[xz\u]) y €(p) = €(\y.t[z \u]). Por Lem. 4.6.2 (1), se tiene @(()\y t)[xz\u]) ~
C(Ay.tlz \u]). Se concluye dado que ~ C ~,

e ~, . Luego, o = (Az.tv)uy p= (Az. t)uv con = ¢ v. Mas atn, €(o) = €((tv)x \u|) y
€(p) = €(t[x \u]v). Se concluye pues, por Lem. 4.6.2 (1), €((tv)[x \u]) ~ €(t[x \ u]v)

y = C e

e ~;,. Luego, o = (Az.pf.la]t)u y p = pp.la] (Az.t)u con B ¢ u. Mas atn, €(0) =
C((pB.[a]t) [z \u]) y ( ) = (B [a] [z\ ]) Se concluye por Lem. 4.6.2 (1) y el hecho
de que =~ C =g, C((uf.[o] 1) [z \u]) =er E(pf.[a] tlx \ u]).

= 0 = . Luego, 0 = o ~,, p’ = p. Més ain, los objetos son necesariamente comandos. Se
analiza la regla aplicada:
+ 2oy Lucsor o = o) (a1 b))y p = (91 hle] el con @ £ v
B¢ u B#dya#p. Mas atn, sean o” y 8” nombres fresco, entonces €(0) =
ey Ma"~([ﬁ’] pB"c[BN o) [a\*" u]) =, €((c[B\ v][8"\ B\ ul[” \o]). A
su vez, sobre p también se tiene €(p) = €([8] uB".([a'] pa .cla\*" u])[8\*" v]) =,
e((cfa\” u][a” \ /DB v][8”\B]). Finalmente, por Lem. 4.6.2 (2), se obtiene
e((e[B N W][B"\ B D\ ulla” \a']) = &((cla\*" ul[a” \&/D[B N v][B”\B]). Se
concluye dado que ~ C ~g,
o~y Luego, 0 = [o] (uael#] \yubc)u y p = [B)Agub[of] (uoec) con y ¢ u,
B ¢ u, B #d ya # p'. Mas ain, sea ¢’ un nombre fresco, entonces €(o) =
e((o’] pa” (3] AynB.0) e\ ul) =, €(([F] Ay.B.0) e\ e’ \a]). Del mismo mo-
do, se tiene €(p) = €[ Ay.pBlo’] ol \” ul) =, €([F] Ag-piBoclo " ulla \ o))
Finalmente, por Lem. 4.6.2 (2), se tiene también €(([8'] Ay.pb.c)[a\*" u]a” \ o/]) ~
C([B Ay.pB.cla\* u][a’ \ ']). Se concluye dado que ~ C ~,
e ~, . Luego, o = [&/] Az.pa.[f'| Ay.pB.c vy p = [B'] A\y.puB.[o/] Ax.pa.e con B # o y
a # . Mas atn, €(o0) = [o/] Az.pa. [ Ay.puB.€(c) y €(p) = [B'] Ay.uB.[o/] Az.pa.€(c).
Se concluye por ~,.
o ~, . Luego, o = [flpa.cy p = {a\B}c. Mas ain, €(o) = [flua.C(c) v €(p) =
a\B}€(c). Se concluye por ~, y ~e. Notar que éste es el tinico caso es que es
necesario apelar a la nueva reglar ~q,.
o ~, . Luego, o = pa.[a]t y p =1t con a ¢ t. Mas aun, €(0) = pa.[a] €(t). Se concluye
por ~j.
= 0="Tu. Luego, o =tuy p=1t'u con t ~, t'. Por h.i. se tiene €(t) ~,, €(t'). Se concluye
por Lem. C.0.49 con 0. Notar que, por Teo. 4.5.2, para todo contexto 0 y objecto o vale
€(0(€(0))) = €(0{0)).
= 0=1¢T. Luego, o =tuy p=tu' con u~, . Por h.i. se tiene €(u) ~ €(u'). Se concluye
por Lem. C.0.49 con 0.

= 0 = A\z.T. Luego, o = Az.t y p = Azt con t ~, t'. Por h.i. se tiene €(t) ~e €(¢'). Se
concluye por Lem. C.0.49 con O.

= 0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy p = pa.c con ¢ ~, . Por h.i. se tiene €(c) ~o €(c'). Se
concluye por Lem. C.0.49 con O.

= 0 = [a]T. Luego, 0 = [a]t y p = [a]t' con t ~, t'. Por h.i. se tiene €(t) ~¢ €(t'). Se
concluye por Lem. C.0.49 con 0.

O
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Lema 4.7.3. Sean o,p € O tipados. Si o = p, entonces (wo)’ = (Wp)’, donde m, y m, son las
correspondientes derivaciones de tipo relacionadas.

Demostracion. Por definicién, 0o —, p implica 0 = 0(l) y p = 0(r) con | —, 7, * € {dB,dM,P,W}. La
demostracion es por inducciéon en 0. Se detallan tnicamente los casos base con 0 = O y 0 = 3, los
restantes concluyen directamente de la h.i. por equivalencia estructural de proof-nets.

= 0 = [. Luego, se tienen dos casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.

1. dB. Luego, 0 = L{Az.t)u y o’ = L{t[z \u]) con fc(u,L). Se procede por induccion en L. Se
ilustra a continuacion el caso base con L = O y = € fv(¢). El analisis para = ¢ fv(t) es
similar. El caso L # [0 se sigue inmediatamente de la h.i. por equivalencia estructural de

proof-nets.
T N
[(F;:I::AFt:B\A)Oj 3 [(F’FH:A\A’)Q) | e,
- 3 ! |
(a:)‘ J; 3 4° : [(F;:I::AFI&:B \ A)‘] } [(F’Fu:/” A’)‘) 3
24°+" B° [ | i 3 v :
I A° !
(%) CP f@w = @ B° . !
Lo 0
?AQL !Ao
A N N = J
?A°" 9 B° 1A°® B° &
N ) J
donde cada lado de la equivalencia estrutural es la expansion de (wo)’ y (wp)‘ respecti-

vamente. Notar que el cut multiplicativo C(®,’®) en (wo)’ es contraido por la traduccion,

resultando en el cut exponencial C(!, d), que se ilustra en (ﬂ'p)’, y en un segundo cut mul-

tiplicavo C(az) entre las formulas B® y BOJ', que es a su vez contraido por la traduccién.

. dM. Luego, 0 = L{pa.c)u y o = L{ua’.c[a\*" u]) con ¢ un nombre fresco. Se procede por
induccién en L. Se ilustra a continuacion el caso base con L = 0 y a € fn(c). El analisis
para a ¢ fn(c) es similar. El caso L # O se sigue inmediatamente de la h.i. por equiva-
¢ ¢
)"y (7o)

lencia estructural de proof-nets. En este caso, (m, son ambos estructuralmente

equivalentes, por definicién, a

((F"C|A;Q:A4)B)O) (F’Fu:A|A’)O |
v |
A |

<

|
|
|
|
|
|
|
|
|
Lo oo

= 0 = 0. Luego, se tienen dos casos posibles segiin la regla de reescritura aplicada al reducir.
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1. N. Luego, o = LCC([a] )| \* 5] y o/ = LCC([a/] ¢ :: s) con a ¢ LCC y a ¢ L. Se procede por

induccién en LCC. Se ilustra en la Fig. C.1 el caso base con LCC = [y o’ ¢ fn(s). El analisis
para los casos base restantes es similar. Los casos con LCC # [ se siguen inmediatamente
de la h.i. por equivalencia estructural de proof-nets. Sea s = ug - ... - u,, comienza con
(T;To;.. T b ([a] )[a \* 8] | A; Ao s Ay B)’ que se expande por definicion a la
primera proof-net de la figura, mientras que la altima proof-net ilustra la expansion de
(F,Fo,...,rnk[ } ..S|A,AQ,.. A.,L,Oé B)

. P. Luego, o = LCC(c[B\* &'])[a \* s] v o/ = LoC(c[B\* " -s]) con a ¢ LCC, o & ¢ y

a ¢ s'. Se procede por induccion en LCC. Se ilustra a continuacion el caso base con LCC = [
B € fn(c) y o ¢ fn(s). El analisis para los casos base restantes es similar. Los casos con
LCC # [ se siguen inmediatamente de la h.i. por equivalencia estructural de proof-nets.

.
((FFc\A;ﬁ:S’%S%B)O) [(FFC|A;[3:S’%SHB)O)
(8) ((F’Fs’:S’|A’)g_)B] ((rws;sm”)@ _ (8) [(F’UF”Fs’-s:S’-S\A’UA”)E,]
) B R I
(8'=S=B)° (§=5=B)°" (S=B)° (S-B)°" B (8'=8—=B) (§—85-B)°" B

Lema 4.7.4. Sean o,p € Opp tipados. Si 0o ~e p, entonces (m,

—a— e e

donde cada lado de la equivalencia estrutural es la expansion de (770)‘ y (ﬂ'p)‘ respectiva-

mente. Vale la pena notar que el cut entre el hilo a en (I" F 5" : S | A’)gﬁB y la conclusién
distinguida de (T Fs: S| A” )% es multiplicativo. Recordar que los stack son interpreta-
dos en ®-trees, cuyo caso base es un nodo axioma. Este cut es contraido al computar la

forma normal multiplicativa de las proof-nets en cuestién, resultando en un nuevo ®-tree
equivalente a (IMUT" k' -s: 8- S| AU A”)%

3. W. Luego, o = LCC(c[B\ a)[a \* s] y o/ = LCC(c[B\* s]ja\a’]) con o ¢ LCC, a ¢ c. Se

ilustra a continuacién el caso base con LCC = [, 8 € fn(c) v & ¢ fn(s). El analisis para
los casos base restantes es similar. Los casos con LCC # [J se siguen inmediatamente de la
h.i. por equivalencia estructural de proof-nets.

¢

[(FI—C\A;B:SHB)OJ ((F)—c|A;ﬂ:S%B)O)

)0

donde cada lado de la equivalencia estrutural es la expansion de (m,)" y (Wp)’ respecti-
vamente. Notar que la tnica diferencia entre ambas proof-nets es la ubicacion original del

nombre borrado «.

O

)‘ = (7rp)’, donde m, y m, son las

correspondientes derivaciones de tipo relacionadas.
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.
THt:S—=B|A)°
(O[) [(FO;'H:,Fn Fs:S ‘ AO;-H;A"L)Q)
Vv Y o
(S — B)® (S — B)°** B°

=
=
-
S
b
K
g
S

) !
(03
(@) N e
14,° 14,°®...® (14,° ® B*")
!
(S — B)® 14:°® (14:° @ ... ® (14,° ® B°M))
N -~ J

14,°® (14,° ® ... ® (14,° ® B°Y))
y

Figura C.1: Caso para la regla N de la prueba del Lem. 4.7.3.
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Demostracion. La prueba es por induccién en o ~,. p. Por definiciéon esto implica verificar cuatro
condiciones: reflexividad, transitividad, simetria y congruencia (i.e. clausura por contextos):

Reflexividad Luego, p = o por lo que el resultado es inmediato por reflexividad de =.

Transitividad Luego, existe ¢ € Opps tal que 0 ~ey ¢ Vv g ~er p. Por h.i. se tienen (770)’ = (wq)’ y

(Wq)’ = (ﬂ'p)’. Se concluye por transitivadad de =.

Simetria Luego, p ~; 0 y por h.i. se tiene <7Tp)’ = (m,)*. Se concluye por simetria de =.

Congruencia La congruencia se demuestra por induccién en el contexto de clausura 0 tal que o = 0(0’)
y p=0(p') con o’ ~, p/, donde ~, es una regla de la Fig. 4.13 0 ~,,. Se detallan Gnicamente los
casos base con 0 = 0 y 0 = [, los restantes concluyen directamente de la h.i. por equivalencia
estructural de proof-nets.

= 0 = [0. Luego, 0 = o ~, p' = p. Mas aun, los objetos son necesariamente términos. Se
analiza la regla aplicada:
® ~rsubs. Luego, o = LTT(¢t)[z \u] y p = LTT(¢[z \ u]) con = ¢ LTT y fc(u, LTT). Se procede
analizando la forma de LTT:
o LTT = [J. Luego, se tiene o = p y el resultado es inmediato por reflexividad de =.
o LTT = LTT'v con = ¢ v y fc(u,v). Se ilustra a continuacion el caso = € fv(t). El

analisis para z ¢ fv(t) es similar. Luego, (m,)* y (7,)* son ambos estructuralmente
equivalentes, por definicién, a
o ¢
(e ry)
3 (7ru)<> 3 3 (7rv)<> 3
e S A |
14,° ?24,°" 4° gt B
N - J
cut, v @
24,9 B° 14°® B°*

L@_J

o LTT = Ay.LTT con y ¢ fv(u). Se ilustra a continuacion el caso z,y € fv(t). El analisis

para los casos restantes es similar. Luego, (7,)* y (7rp)’ son ambos estructuralmente
equivalentes, por definicién, a
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o LTT = pa.LCT. Se analiza la forma de LCT:

o LCT = [B]LTT con o, ¢ fn(u). Se ilustra a continuacion el caso = € fv(¢),
a€fn(t) y B ¢ fn(t). El analisis para los casos restantes es similar. Luego, (wo)’

y (ﬂp)’ son ambos estructuralmente equivalentes, por definicion, a

o LCT = LCT'[B\* s] con z ¢ s y o, B ¢ fn(u). Se ilustra a continuacion el caso

donde ' es fresca. El analisis para los casos restantes es similar. Luego, (Wo)’ y

(7@,)’ son ambos estructuralmente equivalentes, por definicion, a

(TI'LCT'<t>)<>
: (ma)® :
} A° L (@)
14,° ?AIOL
N @, J

o LCT = LCT'[B \ B'] con a, B ¢ fn(u). Se ilustra a continuacion el caso z € fv(t),
a€fn(t) y B ¢ fn(t). El analisis para los casos restantes es similar. Luego, (ﬂo)’

y (Wp)’ son ambos estructuralmente equivalentes, por definicion, a

o LTT = LTT [z \v] con x ¢ v e y ¢ fv(u). Se ilustra a continuacion el caso x,y € fv(t).
El anélisis para los casos restantes es similar. Luego, (wo)’ y (Wp)’ son ambos
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estructuralmente equivalentes, por definiciéon, a

(7TLTT’<t))’
(wr ) 4 (e )
v | . y ¥ |
DA | @ W LA |
14,° 24,50 24, 14,°

e ~p. Luego, 0 = pa.fa]t y p =t con a ¢ t. El resultado es inmediato dado que, por
definicion, se tiene (WW.[Q“)O = (7rt)<>.

0 = @. Luego, 0 = 0o’ ~, p’ = p. Méas aun, los objetos son necesariamente comandos. Se
analiza la regla aplicada:

® ~wepr. Luego, 0 = LCC(c)[a \*' 5] y p = LCC{c[a \* s]) con a ¢ LCC, fc(a/,LCC) y
fc(s,LCC). Se procede analizando la forma de LCC:
o LCC = [@. Luego, se tiene o = p y el resultado es inmediato por reflexividad de =.
o LCC = [B]LTC. Se analiza la forma de LTC:

o LTC = LTC' u con « ¢ u. Se ilustra a continuacion el caso a € fn(c), o ¢ fn(c) y
B # ~. El analisis para los casos restantes es similar. Luego, (,)* v (7Tp)’ son

ambos estructuralmente equivalentes, por definicion, a

(ﬂ'LTC’(c> )O

¢ LTC = Az.LTC' con = ¢ fv(s). Se ilustra a continuacion el caso = € fv(c), o € fn(c)
y o ¢ fn(c). El analisis para los casos restantes es similar. Luego, (770)‘ y (Wp)’
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son ambos estructuralmente equivalentes, por definicion, a

( (mixere))© ] *
(z) !

(@) 74,° B°

(S = A)° B

?AIQL » B<>

¢ LTC = py.LCC’ con « ¢ s. Se ilustra a continuacion el caso «, 8,7 € fn(c), o' ¢
fn(c) y B # ~. El analisis para los casos restantes es similar. Luego, (m,)* y (7p)
son ambos estructuralmente equivalentes, por definicién, a

o LTC = LTC'[z\u] con a ¢ uy = ¢ fv(s). Se ilustra a continuacion el caso x € fv(c),
a € fn(c)y o ¢ fn(c). El analisis para los casos restantes es similar. Luego, (wo)‘
y (Wp)’ son ambos estructuralmente equivalentes, por definicion, a

(TrLTC’<C> )O

® ~ren- Luego, 0 = LCC(c)[a \ B] y p = LCC{c|ax \ B]) con « ¢ LCC y fc(B,LCC). El tnico
caso interesante es cuando o € fn(c) y S € fn(LCC). El resultado se sigue del hecho
que la traduccién del renaming explicito solo agrega un nodo de contraccién entre o y
5, el cual puede ser permutado por equivalencia estructural de proof-nets obteniendo
(ﬂo)’ = (71'1,)’. Los casos restantes son inmediatos puesto que solo se etiquetan hilos
agregando, a lo sumo, un nodo de weakening final.

o ~. Luego, 0 = [/ Az.pe.[f'] Ay.pB.c y p = [B]Ay.ub.[o/] Ax.po.c con a # [y
B # . Se tienen diferentes posibilidades dependiendo de la ocurrencia o no de cada
variable/nombre en el comando c¢. Se ilustran a continuacion solo dos casos donde
x ¢ fv(e),y €fv(c), a € fn(c) y B ¢ fn(c). El analisis para los casos restantes es similar.
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Notar que la rama que involucra a z, o y o es paralela a la de y, 8y 3, y solo se
contraen al final si o/ = 3'.

1. o = ' con o ¢ fn(c). Luego, (ﬂo)’ y (wp)’ son ambos iguales, por definicién, a

24 9 B°

2. o/ # B cona ¢fn(c)y B € fn(c). Luego, (m,)* y (Wp)‘ son ambos iguales, por

definicion, a
[ (Wc)‘ j
@[ (o) W] ®
B, B°

74,°" A° 5 :
?BUOJ_ ~ B<> ?Byol_ 9 B<>
o ’
5
74,9 A° ?B,°" 9 B°

e ~,. Luego, 0 = [o] pf.cy p = c[a\B]. El resultado es inmediato dado que, por definicion,
se tiene (74 #5_6)0 = (Wc[a\m)o.

® ~ron. Luego, 0 = cla\B] y p = [\ B}c. Se concluye por Lem. C.0.25, pues (744 C)Q =
(Wc)o’aﬁ = (Wc[a\ﬂ])o por definicién.

Lema C.0.50. Seant € Tapr y s € Oanr un stack tal que existen derivaciones w; y s asignando tipos
S—sBuyS . L ¢ _ ¢ ¢ _ ¢ li ¢ _ ¢
y S respectivamente. Luego, ()" = (7er))” ¥ (Ts)p = (Te(s)) g implican (T..s)" = (Te(r:s)) -

Demostracion. Por induccién en s.
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= s =u. Luego, t : u=tuy S = A. Mas aun, por Def. 4.4.2, se tiene

3 (Wu). 3 3 (ﬂ'e(u)) 3
Y | Y |
oA | oA |
(mu)p = CP = q) (Te(w))
!AO BOJ_ Bo !AO BOJ_ BO
14°® B = (A — B)°" 14°® B = (A — B)°**

lo que, en particular, implica (wu)’ = (ﬂ'e(u))‘. Luego, se concluye dado que e(t :: u) = e(t) e(u)

(w* ) (@l ) ’ (@ ) () )
I ! ! I

i i = (ﬂ—e(t::u))’

(ﬂ—t::u)’ =

(A—B)° (A—B)°" B° (A—=B)° (A— By B°

IA°® (S' — B)° = (A8 — B)°* IA°® (S — B = (A8 — B)°"

: : ¢ _ ¢ ¢ _ ¢ Q) — . Ny —
lo que implica (7,)" = (Te(w))” ¥ (Ts')p = (Te(sr)) p- Notar que e(t :: s) = e(t) == (e(u) -e(s)) =
(e(t)e(u)) = e(s') = e((tu) :: s'). Luego, de (m)* = (we(t))‘ y () = (we(u))’ se obtiene
(Wtu)’ = (ﬂe(tu))’ por Def. 4.4.2. Finalmente, por h.i. con (ﬂsf)g = we(s/));, se concluye

(ﬂ't;;s)]‘g = (ﬂe(t::s));'

O

Lema 4.7.5.

¢

1. Sea o € Oy,. Luego, (m,)" = (Wg(o))‘, donde T, Y Te(o) son las correspondientes derivaciones de

tipo relacionadas.

L 4

2. Sea 0 € Oppr. Luego, (7,)" = (we(o))’, donde m, Y Te(o) son las correspondientes derivaciones

de tipo relacionadas.
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Demostracion. 1. Por induccién en el nimero n de pasos de reduccién aplicados para computar
€(0): i.e. 0 =% €(0). Recordar que Ty, C Taar por definicion.
= n = 0. Luego, o = €(0) y se concluye por reflexividad de =.
= n > n. Luego, 0 =4 o —>g_1 €(0). Por h.i. se tiene Ty = g (o). Mas atin, por Lem. 4.7.3,
Ty = . S€ concluye por transitiviad de =.

2. Por induccién en o.

= 0 =z. Luego, o = e(0) y se concluye por reflexividad de =.

= 0= tu. Luego, e(0) = e(t) e(u). Por h.i. se tienen (m,)* = (We(t))’ y (m,)* = (We(u))’, por
lo que se concluye

T N [T N
(m)* ( wr ) (ru)® | |
Y | O |
| AO | : A<> :
¢ _ ¢
(m)* = @ = CP = (Te(o))
!Ao BQL B<> !AO Bol B<>
! !
?4° 9 B° 14° ® B** 24°" % B° 14° ® B
@ e

= 0 = Ax.t. Luego, e(0o) = Az.e(t). Por h.i. se tiene (7rt)‘ = (we(t))'. Si x € fv(t), entonces
x € fv(e(t)) por lo que

?AoL ?BO ?AOJ_ ?BO

Sino (i.e. x ¢ fv(t)), se tiene también x ¢ fv(e(t)). Luego, se concluye

?AQL )?Bo

¢

= 0 = pa.c. Luego, e(o) = pa.e(c). Por h.i. se tiene (7.)" = (We(c))’. Si a € fn(c), entonces
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a € fv(e(c)) por lo que

¢ L)
, ,
(m0)" = (a) = (0 = (Te(0))
A° A°

Sino (i.e. o ¢ fn(c)), se tiene también a ¢ fn(e(c)). Luego, se concluye

. ? -(Trc)’ _ ? -(wc))' o
A° A°

¢
(o))

= 0 = t[z \u]. Luego, e(0) = (Az.e(t))e(u). Por h.i. se tienen (m)* = (me)))* v (ma)® =

(’/Te(u))‘. Si x € fv(t), entonces x € fv(e(t)) por lo que

747 % B 14° @ B
N cu) J
Notar que el cut multiplicativo C(®,®) en (we(o))’ es contraido por la traduccion, resultando

en el cut exponencial que se ilustra en (770)’, y en un segundo cut multiplicavo C(az) entre

las formulas B° y B°". Este tltimo es a su vez contraido por la traduccion. Si x ¢ fv(t), se
tiene también x ¢ fv(e(t)) y la situacion es similar

S RN
B RS 3 (Tre(u)) 3
(m)* (@ 3 o |
I v ! o ____ !
oA |
(m0)* = Q% B L = GP = (Te())*
(.L) @ !Ao BQL Bo
?AQL 'AO
N @, ) e o gt

= 0 = [o]t. Luego, e(0) = [a]e(t). Por h.i. se tiene (m)* = (we(t))’. Si a € fn(t), entonces

?AQJ- B<> 7777777777777777
@ GP = (ﬂ—e(o) ) ¢
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a € fv(e(t)) por lo que

Sino (i.e. a ¢ fn(t)), se tiene también « ¢ fn(e(t)). Luego, se concluye

(m)’ (ﬂe(t))’
(7'('0)’ = a = a = (ﬂ-e(o))’
A° A°

= 0 = cfa\ s]. Luego, e(0) = [o/] (na.e(c)) :: e(s). Por h.i. se tiene (ﬂc)‘ = (we(c))‘. Mas
aln, por a-conversion se asume « ¢ s. Se prueba Sz; = e(s)g por induccién en s.

e s =t. Por h.i. se tiene (Tl't)‘ = (we(t))‘. Luego

3 (ﬂ't)’ 3 3 (We(L)) 3
Y | bV |
oA | oA :
(7T9)B - CP = q) - (Tre(s))B
14° Bt B 14° Bet B°®
1A°® B®" = (A — B)°" 1A°® B = (A — B)°"

e s=t-s. Aplicando ambas h.i. se tienen (m;)* = (We(t))’ y (ﬂ'sr)’B = (We(sz)); respecti-
vamente. Luego

: (r)* :
LV |
oA |
(778)3 = E?Q
IA°® (S' > B = (4.5 — B)°" 14°® (S" > B)° = (4.5 — B)°"

Luego, se tienen (WC)’ = (ﬂ'e(c))’ y s; = e(s);. Mas atn, por Def. 4.4.2, de e(ua.c) =

pev.e(c) se obtiene (WW,C)' = (We(#a_c))’. Por Lem. C.0.50 se tiene entonces (7(,q.c)::s)
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(Te((uav.c): 5))‘, y nuevamente por Def. 4.4.2 se obtiene (7o) (ua.c): é))‘ = (Te(ja] (uar-c): é))’ =

(’/Te(o))‘ Se concluye pues, 7ro’ T(a/] (uavc)iis) ’ son ambos estructuralmente equivalentes
a
(A— B)° (A— B+ B°

= 0 = cla\ B]. Luego, e( ) = [8] pa.e(c). Por h.i. se tiene (m.)* = (me(e))*. Si o, 8 € fn(e),
entonces «, B € fn(e(c)) por lo que

e
\@/ Y

Asi mismo, si a € fn(c) y 8 §Z fn(c), esto implica a € fn(e(c)) y B ¢ fn(e(c)). Luego

7rc (Tre(c))’
(m0)® (a) [
A°

Sia¢fn(c)y B € fn(c), se tienen o ¢ fn(e(c)) y S € fn(e(c)), por lo que
? 7Te((‘)
7T(‘
7"-e(o)).
AO

Finalmente, si a, 5 ¢ fn(c), entonces «, 8 §é fn(e(c)) y se concluye

.

7Te

El resultado de bisimulaciéon fuerte

Lema C.0.51. Sean 0,0’ € Oppn tal que 0o ~, o' con ~, una regla de Fig. 4.13. Si o = LXC(c)
con o ¢ LXC, fc(a/,LXC) y fc(s,LXC), luego o' = LXC'(c') tal que a ¢ LXC', fc(a/,LXC’), fc(s,LXC') y

C(LXC(c[a \* s])) ~ E(LXC (¢ [a \* s])).
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Demostracion. Por anélisis de casos sobre LXC.
= LXC = . Luego, o = ¢. Hay cuatro posibles reglas para comandos:

® ~errep1. Luego, 0 = LCC(c)[y\?s'] y o' = LCC(c [y \° 8]) con v ¢ LCC, fc(d,LCC) y fe(s’, LCC).
Por a-conversion se asumen también fc(a’,LCC) y fc(s,LCC). Luego, se tienen cuatro casos
posibles:

1. ofa \* s] —p LCC(e)y \* &' -s] (ie. &« = 6,8 ¢ ¢, 6 ¢ LCCy & ¢ ). Luego,
Clofa\* s]) = Q:(LC(/:<C> [\ s - s]). Mas atin, se tiene o' [a\* s —p LCCc[y \* s - s])),
por lo que (o [[ \* ) = €(Lecle[y\* s - s])). Luego, por Lem. 4.6.2 (2), se tiene

e(Lec(e)y \* ¢ - s]) ~ €Lcc(e]y \* s’ - s])). Se concluye con LXC' =@y ¢ = 0.

2. ofa \* 5] =y LCC()[y \ ] (ie. fna(0) = 1, o # 6, o ¢ ¢y a ¢ ). Lue-
go, Clofa\* s]) = €(Lec(c)[y\ §']). Mas atn, también se tiene oo \*' 5| —ypy
LeC (c[y \? 8']), por lo que €(o'[a\* s]) = €(LCC {c[y \ s'])). Por Lem. 4.6.2 (2), se
tiene €(LCC'(c)[y \° s']) =~ €(LCC(c[y \° s'])). Se concluye con LXC' =@ y ¢/ = o'.

3. ofa \* 5] =ypy LCC() [y \ 8] (i.e. fng(0) =1, a # 6, a ¢ LCCy a ¢ §'). Este caso es
analogo al anterior.

4. De lo contrario, €(ofa\* s]) = ofa \* €(s)] ~ o' \* €(s)] = €(o'[a\* s]), pues
o~ o implica €(0) =0y €(0') = o’. Se concluye con LXC' = y ¢ =0'.

® ~iren- LUego, 0 = LCC{c)[y\d] y o' = LCC{c|y \ d]) con v ¢ LCCy fc(d, LCC). Por a-conversion
se asumen también fc(a’,LCC) y fc(s,LCC). Luego, se tienen cuatro casos posibles:

1. ofa\*" 5] =, LCCle) [y \* ][\ /] (ie. a=6,0¢ cyd §é/LCC). Luego, ¢(oJa\*" s]) =
g(Lec(e) [y \* s [a \/o/]). Maés atn, también se tiene o' [a\* s —; LCC{c[y \* s][a\ /),
por lo que €(0'[a\* s]) = €(LCC{c[y \* s][a \ &’]}). Luego, por Lem. 4.6.2 (2), se tiene
erec(e) [y \* s[a\ o']) ~ €(Lec{e[y \* s][a\ &'])). Se concluye con LXC' =y ¢ = 0.
2. ofa\* s| —ypy LCC ()7 \ 6] (ice. fng(0) =1, a # 6 y o ¢ ¢). Luego, Clofa \* s]) =
¢(Lec' (e )h\(ﬂ) Mas atn, también se tiene o'[a \* s] —ypy LCC'{c[y\d]), por lo
que €(0'[a\* s]) = ¢(Lcc’(c[y\4])). Por Lem. 4.6.2 (2), se tiene €(LCC'(c)[y\d]) ~
(LCC (c[y\ d])). Se concluye con LXC' =@y ¢ = 0.
3. ofa\* 5] —ypy LCC() [y \ 0] (i-e. fng(0) =1, a # 8 y a ¢ LCC). Este caso es analogo al
anterior.
4. De lo contrario, €(ofa\* s]) = o] \* €(s)] ~ o' \* €(s)] = €(o'[a\* s]), pues
o~ o implica €(0) =0y €(0') = 0’. Se concluye con LXC' =y ¢ =0'.

o ~. Luego, o =[] Aw.uy.[6'] Ay.pd.c y o = [6'] Ay.pd.[y'] Ax.ppry.c con 6 # ~" y v # 6. Por
a-conversion se asumen también z € s,y ¢ s,y £ o',y ¢ 5,0 #a’ y & ¢ s. Luego, se tienen
cuatro casos posibles.

L oofa\* s| =y [o] Az [0'] Ay.pdc) = s (ie. o = v, o # & y v ¢ ¢). Asumir
s = u-s (el caso s = u es ligeramente mas simple) y considerar nombres fres-
cos 7", 8" Luego, €(ofa\* s]) = €([o/] (y".([0') Ay.ud.c) [y " s'])|z \ u]). Del mis-
mo modo, €(o'[a\* s]) = €([¢'] Ay.ud.[] (u'y” Iy s’z \u]). En el caso s = u
simplemente se evita el replacement explicito. Luego, por Lem. 4.6.2, se tiene por un
lado €(ofa \* s]) ~ €([a/] uy".[68') Ny.pud.c' [\ ') [z \u]) y por otro €(o'[a \*" s]) ~
e([6') (Ay.pud.[a’] py" e[y \" §'])[z \ u]), apelando al item (1) del lema para posicionar la
sustitucion explicita y al item (2) para el replacement. Finalmente, aplicando dos veces
~, y Lem. 4.6.2 (2) para posicionar adecuadamente el renaming explicito introducido
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por la regla, se tiene

Clofa\ s]) = (o] " [8'] (Ay-psc/ [y " '] \ )
=[]y ]8T Ay pd ([ T s])) 2\ €(w))]
=, ([0'](Aypd.( [y 17 s')) [z \ €(w)]) [y \ ]
=~ [T (Ay-pd. €[y STy \a]) 2\ €(u)
~, [0 Oyl o] iy €Ty V7 8']))  \ €(u)]
= ([0 (Ay-pbfa] " [y N 8T \u])

(
~ (o[ \ s])

Se concluye con LXC' =@y ¢ = 0.

2. ofa \* 5| =y Y] Az [o!] Ay.pde) s (ie. o £+, o = & y & ¢ ¢). Este caso es
analogo al anterior.

3. ofa \* | =y Y] Az [0 ) Ay.pd.c! (ie. fng(o) = 1, @ # vy a # ¢). Luego,
(ofa\*" s]) = [y'] Az.pry. [0 AY-p0.C(c) 2pp [0'] Ay-pd.[y'] Ay &) = €[ [ \* s]).
Se concluye con LXC' =H y ¢ = 0.

4. De lo contrario, €(ofa\* s]) = ofa \* €(s)] ~ o[a \* €(s)] = €(o'[a\* s]), pues
o~ o implica €(0) =0y €(0') = 0o'. Se concluye con LXC' = y ¢’ =0'.

e ~,. Luego, o = [0] pwy.cy o' = ¢[y\d]. Por a-conversion se asumen v # o y v ¢ s. Luego,
se tienen tres casos posibles.

L ofa\* s] =y [o/](uy.c) s (ie. a = 6 y & ¢ ¢). Luego, se tiene €(ofa\*" s]) =
[@]C((py.c) = 8) = [o/] pne.C(cfy \* s]). Notar que « es fresca en (uvy.c) :: s. Mas atn,
se tiene también o’ [a\* s]| = c[v \* s][a\a']. Se concluye por ~, con LXC' = Oy = 0o,
dado que €(ofa \* s]) =, €(c[y \* s])[a \ o] = €(c[y \* s][a\ @']) = €(o/ [\ 5])

2. oo \* 5| =ypy [9] u'y.c’/ (i.e. fna(0) = 1y a # §). Luego, €(o]a \* s]) = [0] uy.€(¢') ~,
E()y\d] = €[ \* s]). Se concluye con LXC' =1y ¢ = 0.

3. De lo contrario, €(o[a\* s]) = ofa \* €(s)] ~ o[a \* €(s)] = €(o'a\*" s]), pues
o~ o implica €(0) =0y €(0') = 0o'. Se concluye con LXC' = y ¢’ =0'.

= LXC = LTCu. Este caso es inmediato dado que no hay solapamiento con ninguna regla.
= LXC = Az.LTC. Este caso es inmediato dado que no hay solapamiento con ninguna regla.

= LXC = py.LCC. Luego, la tnica regla aplicable es ~y. Entonces, LCC = [y] LTC con v ¢ cy v ¢ LTC.
Maés atn, por hlpOteblS fc(o/,1LXC) y fc(ls LXC), lo que implica v # o/z yyé¢s. Se concluye por ~
con LXC' = LTC y d = ¢, CLXC{c[a\" s])) = pvy.[v] €LTC(c[a \* s])) ~p C(LTC{c[ar \* s])) =
C(LXC (¢ [a \*" s])).
= LXC = LTC|[x \u|. Luego, la tinica regla aplicable es ~qysups. Se tiene entonces LTC(c) = LTT(¢) con
x ¢ LTT y fc(u,LTT). Mas ain, a ¢ LXC y fc(s,LXC) implican « ¢ u y x ¢ fv(s) respectivamente.
Hay dos posibles casos:
1. t = LTCy{c). Luego, LXC = LTT(LTC;)[x \ u]. Més aun, se tiene o’ = LTT(LTCl<c>l[a: \ul):
i.e. LXC' = LTT(LTCy1[z \u]) y ¢ = c. Por Lem. 4.6.2 (1), se tiene Q:(LXC<C[[OZ \* s])) =
CLTTLTC (c[a \*' s]))[w \ u]) = (LTT(LTC) (c[a \*" s])[z \u])) = €(LXC (¢ [a \* s])).
2. ¢ = LCT{t) con = ¢ LCT y fc(u,LCT). Luego, o' = LTC(LCT(t[x \u))): i.e. I_/.XC' =LTCy
¢’ = LCT(t[x \ u]). Por Lem. 4.6.2 (1 ), Q:(LXC<C[[CM \0‘ s])) = €(LTC(LCT(t) [a \* s])[x \u]) ~
C(LTC(LCT(ta \ ul)[a \* s])) = €(LXC/(¢[a \* 5

= LXC = [§]LTC. Hay dos posibles reglas a analizar:
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e ~,. Se tienen dos posibles instancias de la regla segtn la forma de LXC:
1. LXC = [§] Aw.pd".@. Luego, ¢ = Y] Ay.uy'.co y o' = [y] Ay.py'.[0] Ax.pd’.co. Mas atin,
a ¢ LXC, fc(a/,LXC) y fc(s,LXC) implican o # 6, o # &', x ¢ fv(s) y & ¢ fn(s)
respectivamente. Por a-conversion se asumen también y ¢ s, v # o' y 7/ ¢ fn(s). Hay
tres posibilidades para ~:
a) « =y~ ¢ co Luego, cfa\* s| =y [0/] Ay.py.co) == s. Asumir s = u - s’ (si
s = u el andlisis es ligeramente mas simple) y considerar nombres frescos ~”, §”.
Luego, €(LXC(c[a\*" s])) = ¢([5] Ax.,us'.[o/] (1" .co[v' V" 8'])|y \u]). Por otro la-
do, considerar LXC' = E y ¢ = o’. Anélogamente, se tiene €(LXC'(¢/[a\*" s])) =
C([o] (" .([0] Az ué' co) [ \7 s')[y \u]). Luego, por Lem. 4.6.2, se tiene por un

lado €(LXC(c[a\* s])) ~ €([§ | Az.pd” '] " o) V" ')y \ul) y por el otro

CLXC (¢ [a\*" s])) =~ €([a'] 7" [8] (\w.pd.co[+' \I" '])[y \ u]), apelando al ftem
(1) del lema para posicionar la sustitucion explicita y al item (2) para el replace-
ment. Finalmente, aplicando dos veces ~, y Lem. 4.6.2 (2) para posicionar adecua-
damente el renaming explicito introducido por la regla, se tiene

e(Lxclcfa\ s) = €([8] (Aw.pd[o] "oy 7 8Ty \ ul)
= 6] (Aw.pd”.[o] py" Eleo [y N 8"])) y \ €(w)]
~p 0] (Az.pud’ . €(co[y' \7 D"\ ]y \ €(u)]
=~ ([5](/\xu5’ oy V" STy \ €(w)) [y \ o]

~, [Ty H(/\x p8"-E(eo[y' " ')y \ €(w)]

= ] ".[8] (A" co [y N s )y \ )

=~ €(LXC’< T\ s]))

b) o =77y~ € co. Luego, €(cfa \* s]) = c[a\* €(s)]. Mas atin, por Lem. 4.6.2 (2), se
tiene €(LXC(c[or \*' ﬂ}) C([0] A.pud o\ s]) ~ €(([0 ])\x 16 .¢)a \* s]). Con-
siderar LXC' = @ y ¢’ = 0. Entonces, aplicando la regla ~, se tiene

LK (o s])) = €((8] Axpdc) [\ s])
= (0] A’ ) Ay ) o\
~ () Ay 0] Mg o)\ €(s)]
= ewxc/(¢ o\ s]))

¢) a# 5. Por Lem. 4.6.2 (2), €(LXC(c[ox ' s])) = €([6] Az pud” . [7] Aoy -coa \ s )
C([6] Az . [y] Ay co o\ s]). Considerar LXC' = [y] Ay.uy'.[0] Ax. ,ué’ Oycd
¢p. Luego, se tiene Q:(LXC//<C/[[04 \* s])) = [9] )\ac.//xé’.[v] Ay oo\ €(s)] ~pp
B At (6] A colo ¥ €(s)] = €(LXC ([ \* s])).

2. LXC = [0] Az.pd’.[y] Ay.puy’ .LCC. Luego, o' = [y] A\y.puy'.[6] Ax.pud’ . LCC(c): i.e. LXC' =
[v] Ay.py'.[6] Ax.pud”. LCC y ¢ = ¢. Méas atn, o ¢ LXC implica o # 6 y « # 7; fe(o’, LXC)
implica o # ¢ y o #+'; y fc(s,LXC) implica z,y ¢ fv(s) y &', ¢ fn(s). Finalmente,
se concluye por ~, €(LXC(c[a\* s])) = [6] \z.pud’.[y] A\y.py' . €LCC{c[a \* 5])) ~pp
] Mg (8] A pud €(Leceon \* s])) = CLEC (o \* s])).

e ~,. Luego, LXC = [6] py.LCC y o’ = LCC(c)[vy \ d]: i.e. LXC" = LCC[y \ d] y ¢ = ¢. Més ain,
a ¢ LXC, fc(o/,LXC) y fc(S,LXIC) implican a # §, o’ # 7YY ¢ fn(s) respectivamente. Se
concluye por ~ ~p, C(LXC(c[a \* s[)) = [6] puy.€(LCC{c[ax \* s])) ~, C(LCC(c[a\* s]))[v\d] =
¢(Lxe/(¢/[a\*" s])).

= LXC = LCC[7y\’ s']. Luego, la tinica regla aplicable es ~eyrep1. Se tiene entonces LCC(c) = LCCo(co)
con v ¢ LCCy, fc(d,LCCy) v fc(s’,LCCy). Mas atn, a ¢ LXC y fc(s,LXC) implican o # 6, o ¢ s’ y
v ¢ fn(s). Hay dos posibles casos:

|| ¢
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1. ¢o = LCCy{c). Luego, LXC = LCCq(LCC; ) [7\’s']. Mas atin, se tiene o’ = LCCq(LCC (c) [y \° s']):
i.e. LXC' = LCCo(LCC1 [y \ s']) y ¢ = c. Por Lem. 4.6.2 (2), se tiene Q(LXC(c[a \* s])) =
€(LCCo (LCCy (c[a \*" s])) [y \* s']) = E(LCCo(LCC1 (e[ \* s[) [y P 8'])) = E(LXC (/[ \* s])).

2. ¢ = LCCy{cy) con v ¢ LCC; y fc(s',LCCy). Luego, o' = LCC(LCCy {(coy \° s'])): i.e. LXC' =
LCC y ¢ = LCCy{co[y \’ &']). Més atn, por Lem. 4.6.2 (2), se tiene €(LXC(c[or\*’ 5]]))

C(LOC(LCCy {eo) [ \* s]) [y \* 8']) = €(LCC(LCC(col[y V' s'])[a \*" s])) = €(LXC (/[ \* s])).

= LXC = LCC[y \ d]. Luego, la tnica regla aplicable es ~eyren. Se tiene entonces LCC(c) = LCCq{cy)
con 7y ¢ LCCp y fc(d,LCCy). Mas atn, a ¢ LXC, fc(a/,LXC) y fc(s,LXC) implican «« # §, o/ # v y
v ¢ fn(s) respectivamente. Hay dos posibles casos:

1. ¢o = LCCy{c). Luego, LXC = LCCu(LCCy)[y \ §]. Mas ain, se tiene o' = LCCy(LCCy{c)[y \d]):
i.e. LXC' = LCCo(LCC1[y\d]) y ¢ = ¢. Por Lem. 4.6.2 (2), se tiene €(LXC(c[ar\*" s])) =
€(LCCH(LCCy e[ \* s])) [\ 6]) = €(LeCo(LeCi (c[a\* s]) [y \d])) = C(LXC/ ([ \*" s])).

2. ¢ = LCCy{cg) con v ¢ LCC; y fe(s’',LCCy). Luego, o' = LCC(LCCy{co[y \d])): d.e. LXC
LCC y ¢ = LCCi{co[y\d]). Mas atn, por Lem. 4.6.2 (2), se tiene €(LXC{c[«w \0‘/ s])) =
C(LOC(LCC: {eo) [ \** sT) [y \ 8]) = €(LCC(LCC1(eoly \ 6]} [ \*" s])) = €(LXC/ (/[ \** s])).

Lema C.0.52. Sean 0,0’ € Oppy tal que o ~ 0.
1. Sio0,0' € Tan, entonces €(0 :: s) ~ €(0 :: s).

2. Si 0,0 € Can, entonces €(ofa\* s]) ~ €(o'[a\* s]).

Demostracion. Se prueban ambos items en simultaneo por inducciéon en o ~ o'. Por definicion esto
implica verificar cuatro condiciones: reflexividad, transitividad, simetria y congruencia (i.e. clausura
por contextos):

Reflexividad Luego, o’ = o por lo que €(0 :: s) = €(0 :: 5) y €(o]a\*" s]) = €(o/[a\*" s]). Ambos
resultados son inmediatos por reflexividad de ~

Transitividad Luego, existe p € Opps tal que o~ py p~ o'.
1. Si 0,0 € Tam, entonces p € Taps. Por h.i. se tienen €(o0::s) ~ C(ps) y €(p:s) ~
€(0’ i1 8). Se concluye por transitividad de ~.
2. Si 0,0/ € Cppr, entonces p € Cppr. Por hi. se tienen €(ofa\* s]) ~ €(pa\* s]) y
Cp[a\* s]) ~ €(0'[a\* s]). Se concluye por transitividad de ~.

Simetria Luego, o' ~ o.

1. Si 0,0 € Tanr, por h.i. se tiene €(0' :: s) ~ €(0 :: s). Se concluye por simetria de ~.

2. Si 0,0" € Capr, por h.i. se tiene €(o/[a\*" s]) ~ €(ofar \*' s]). Se concluye por simetrfa de

~

Congruencia La congruencia se demuestra por induccion en el contexto de clausura 0 tal que o = 0(p)
y o =0(p’) con p ~, p/, donde ~, es una regla de la Fig. 4.13.

= 0 = [ Luego, 0o = p ~, p’ = 0. Mas atin, es el caso de 0,0’ € Tpjs. Se tienen solo dos
reglas aplicables a términos:
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® ~orsubs. Luego, o = LTT(t)[z \v] y o = LTT(¢[x \v]) con & ¢ LTT y fc(v,LTT). Por
Lem. 4.6.2 (1), se tiene €(LTT(t)[x \ v] :: 8) = C((LTT(t) :: s)[z \v]) = C(LTT{t[z \v]) :: 5).
Notar que [J :: s constituye un contexto lineal.
e ~y. Luego, o = puy.[y]t y o/ =t con v ¢ t. Mas ain, sea § un nombre fresco, entonces
C((py-[Y] 1) =2 8) = ud.€(([Y] ) [y \ s]) = pud.[0] €(t 2 8) ~2g €(t :: 5).
0 = [©. Luego, 0o = p ~, p’ = o’. Més aiin, es el caso de 0,0’ € Cpps. Por Lem. C.0.51
con LXC = [ se tiene o' = LCC(c) tal que a ¢ LCC, fc(o/, LCC) fc(s,LCC) v C(ofa \* s]) ~
¢(Lec(c [[ \* s])). Mas atn, por Lem. 4.6.2 (2), €(LcC(c[a \* s])) ~ €(Lcc(c)[a\* s]) =
¢(o'fa\*" s]).
0=Twv. Luego, o =T(p)vy o =T(p')v. Sean t =T(p) y t’ = T( '). Se tiene entonces t ~ t'.
Maés atn, o ~ o' implica €(0) = 0oy €(0') = o'. Luego, €(o::s) = (tv) == €(s) =~ (t'v) =
C(s) =€(0' = s), donde €(s) = €(ug) « ... C(uy,) para s =ug ... - Un.
0=1¢T. Luego, o =tvy o =tv' con v~ v'. Més ain, o ~ o implica €(0) =0y €(0') = 0'.
Luego, €(0 :: s) = (tv) =: €(s) =~ (tv') :: €(s) = €(0 = s).
0 = Az.T. Luego, o = Azt y o = Az.t’ con ¢t ~ t'. Més atn, ¢t ~ ¢’ implica €(¢t) =ty
€(t") = t'. Se procede por induccién en s:
e s =u. Luego, €lou) =tz \ €(u)| ~ t'[z \ €(u)] = €(0' u).
e s = u-s. Luego, €(o::s) = €(t[x \u] :: '). Por Lem. 4.6.2 (1), se tiene €(o0 :: s) ~
€t ¢')[z \ €(u)]. Andlogamente, €(0o’ ::s) ~ &€(t' :: §')[z \ €(u)]. Por h.i. se tiene
C(t 2 s) =~ €(t' :: s), por lo que se concluye.
0 = uy.C. Luego, 0 = py.cy o = py.c/ con ¢ ~ ¢'. Mas atin, €(os) = ud.€(c[y\°s]) y
€(0' s) = ud.€(c'[y \? s]). Por h.i. se tiene €(c[y \° s]) ~ €(c'[y \5 s]), por lo que se concluye.
0 = Tz \v]. Luego, 0o = t[z \v] y o/ = #/[z \v] con t ~ ¢'. Por Lem. 4.6.2 (1), se tiene
C(o) = €(tlx \v] :: 8) >~ €(t:: s)[x \ v]. Andlogamente, €(0’) ~ €(t' :: s)[x \ v]. Por h.i. se
tiene €(t :: s) =~ €(t' :: s), por lo que se concluye.
0 = tlz \T|. Luego, o = tlx \v] y o/ = tlx \ V'] con v ~ v'. Mas atn, v ~ v’ implica
C(v) =v y €(v'") =v'. Se concluye por Lem. 4.6.2 (1), teniendo €(o :: ) = €(t[x \v] :: 8) =~
C(t::s)[z\v] = €t = s)[x \v'] = C(tlx \v'] i1 s) = €0 2 9).
0 = [0] T. Luego, o = [§] T(p) v o' = [0] T(p'). Sean t = T(p) y ' = T(p’). Se tiene entonces
t ~ t/. Se tienen tres casos posibles:

l.a=0ya¢t Luego, se tiene también a ¢ t'. Mas aim, €(ofa \* s]) = [a/] €(t :: s)
¢ a\* s]) = [@/]€(t ::s). Por h.i. se tiene €(t::s) ~ €(t :: s), por lo que se
concluye

2. ofa\* 5| = ey [6]u (i.e. @ # 0 y a € t). Notar que, dado que t = T(p) y fn,(t) = 1 por
hipotesis de las reglas N, P y W hay solo dos casos posibles:
a) u=T'(p). Luego, se analiza individualmente la regla de reducién aplicada:

e N. Luego, T = LTC([a]T1) y T = LTC([&/] T1 :: 8) con o ¢ LTC y « ¢ T;. Mas ain,
Clofa\* s]) = [6]€(T'(p)) = [I] LTC([a’] (T (p) :: s)). Por otro lado, se tiene
o'[a\*" s] =y [0] T'(p'), por lo que €(o'[a\*" s]) = [6]LTC([/] €(T1(p') :: 5)). Por
h.i. se tiene €(T1(p) :: s) >~ €(T1(p’) :: 8), por lo que se concluye.

o P. Luego7 T = LTC(C[y \* ’ﬂ) y T = LTC(C[y\* &' - s]) con o ¢ LTC, a ¢ C
y a ¢ s’ Mas atn, €ofa\* s]) = [0]&(T'(p) = [5] LTC(C(C(p) [y \*' & - ])).-
Por otro lado, se tlene o \* s] =, [0]T(p'), por lo que €(o'[a\* s]) =
BILTC(E(C() [y \o' o' - s]))- Por hii. €(Cp)y\* - s]) = €(clp)ly \*' s’ - s1),

por lo que se concluye.
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e W. Luego, T = LTC(C[y \ o]} y T = LTC(C[y \* s] [ \ &']) con @ ¢ LTC y o« ¢ C. Mas

aim, €(ofa \* s1) = B €(T{p)) = [6]LTO(E(C() 1 \* s]) [ \a]). Por otro ladb,

o [0\ 5] =y [8]T (9"}, por lo que €(o/ [ \* s]) = (6] LTC(E(C(p') [y \* s])[er\ o).
Por h.i. se tiene €(C(p) [y \* s]) = €(CP")[y \* s]), por lo que se concluye.

b) u = T{(q). Luego, se tiene un contexto lineal LTC tal que LTC = LTX(LXC), T = LTX
y p = LXC(c) con a # 6, @ ¢ LTC y a € ¢. Por a-conversion se asumen también
fc(o/, LTC) y fc(s, LTC), de modo que ¢fa \* s| —ypy ¢. Luego, por Lem. C.0.51
con p ~, p' se tiene p’ = LXC'(¢/) tal que a ¢ LXC', fc(a/,1LXC’), fc(s,LXC) v

(LXC< [a\* s])) ~ €(LXC (/[ \* s])). Entonces, o = [§] T(p) = [0] LTX(LXC(c)) y
o' = [8] T(p') = [§] LTX(LXC'(¢')). Finalmente, por Lem. 4.6.2 (2), se obtiene
Clofa\* s]) =~ e([0]LTX(LXC

cfa\ s[))
[0] LTX(E(LXC(c[a \s1))
[6] LTX(€(LXC' (¢ [)
¢ ]LTXéLXC( o\ s])))

~ )

\/\/\

[0
o'\ s]

3. De lo contrario, €(ofa \*" s]) = o[ \* €(s)] ~ o'[a\* €(s)] = €(o/[a\*" s]), dado que

o~ o implica €(0) =0y €(0') = 0.
= 0=C[y\ s]. Luego, o = c[y \’ &' y o' = /[y \? &'] con ¢ ~ ¢’. Mas atin, 0 ~ o implica
C(o) =0y €(0) = 0. Luego, se tienen tres casos posibles:

l.a=6ad¢cyad¢s. Luego, se tiene también a ¢ ¢. Mas atn, €(ofa \* s]) =
ey \* - €s)] =y \* ¢ - €(s)] = €0 [a\* s]), por lo que se concluye.

2. aa#d0y a ¢ s'. Por a-conversion se asumen también o/ vy ¢ fn(s). Luego,
por Lem. 4.6.2 (2) se tienen €(ofa \* s]) ~ €(c[a\* s ﬂ'y 5]y €(o [[a\o‘ s) ~
e(¢Ja\* s])[y\? s']. Finalmente, por h.i. se tiene €(c[a \* s]) ~ €('[a\*" s]), por lo
que se concluye.

3. De lo contrario, €(oJa \* s]) = o[a \* €(s)] ~ o'[a \* &(s)] = €(o'[a \* s]).

» 0=c[y\S]. Luego, 0o = c[y\? '] y o/ = c[y\ s"] con s’ =~ s”. Més atin, o ~ o implica
€(o) =0y €(0') = 0. Luego, se tienen tres casos posibles:

l.a=6 a¢cyad¢s. Luego, se tiene también a ¢ s”. Mas atn, €(oJa \* s]) =
ey \> & - €(s)] = e[y \* ¢ - €(s)] = € [a\* s]), por lo que se concluye.

2. a0 # 5y a ¢ s Luego, se tiene también o ¢ s”. Por a-conversién se asumen tam-
bién o' # vy v & fn(s). Se concluye por Lem. 4.6.2 (2), teniendo €(ofa \* s]) ~
elelo s\ ] =~ (ela\” s])y V"] ~ €(o/la\* s]). |

3. De lo contrario, €(ofa\* s]) = ofa\* €(s)] =~ o'[a\* €(s)] = €(o'[a\* $]).

= 0=C[y\4d]. Luego, o = c[y\ | y o/ = [y \ ] con ¢ ~ ¢’. Méas ain, o ~ o implica €(0) =0
y €(0’) = o’. Luego, se tienen tres casos posibles:

1. a =0y a ¢ c Luego, se tiene también a ¢ ¢. Mas ain, €(o]a \*" s]) = &(c[y \* s])[o’
ol y €0 [a\* s]) = ¢(d[y\* s])[a’ \ a]. Finalmente, por h.i. se tiene €(c[y\* s]) ~
E(d[y\* s]), por lo que se concluye.

2. o # 6. Luego, por Lem. 4.6.2 (2) se tienen €(ofa\* s]) ~ ( [a\* sy \ o] v
&(o'a\* s]) ~ €([a\* )y \ 6. Finalmente, por hi. €(cfa\* s]) ~ €('a \*" ),
por lo que se concluye.

3. De lo contrario, €(oa \* s]) = ofa \* €(s)] ~ o'[a \* €(s)] = €('[a \* §]).

= 0 =T-s. El resultado es inmediato pues no se satisfacen las hip6tesis de ninguno de los dos
casos.
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= 0 =t-8. El resultado es inmediato pues no se satisfacen las hipotesis de ninguno de los dos
casos.

O

Lema 4.8.1. Sea o € Oppr. Si 0 ~ 0, entonces para todo contexto 0 del sort adecuado se tiene
€(0(0)) ~ €(0(a")).

Demostracion. Por induccién en 0.

0 = O. El resultado es inmediato por hipétesis pues, por definiciéon, o ~ o implica €(o) =o'y
¢o) =0

0 = @. El resultado es inmediato por hipétesis pues, por definiciéon, o ~ o implica €(o) =o'y
¢ =0

0 = Tu. Luego, €(0(0)) = €(&€(T{0))u) y €(0{0')) = €(&€(T(0')) u). Por h.i. se tiene €(T(0)) =~
&(T(0’)). Luego, se concluye por Lem. C.0.52 (1).

0 =t T. Luego, se tienen tres casos posible:

1. €(t) = L{Az.u). Luego, €(0(0)) = €(L{(Az.u) T(0)) = L{ulzx \ €(T(0))]). Del mismo modo,
€(0(0)) = L{u[z \ €(T(0))]). Se concluye pues por h.i. se tiene €(T(0)) ~ €(T(0')).

2. €(t) = L{pa.c). Luego, €(0(0)) = QI( (poe) T(0)) = L{ua’.€(ca\* T(0)])). Del mis-
mo modo, €(0(0')) = L{ua’.€(c [[ \* T(0")])). Por Lem. C.0.28, sz( ,< 0)) = sz(tT{o)) >
sz(L{pov.c) T(0)) > sz(L{pe/ .c[a \* T(o 0)[)), por lo que sz(0) > sz(c[[oz \* T]). Finalmente, se
concluye pues por h.i. se tiene €(c[a\* T(0)]) =~ €(c[a \* T(0')]).

3. De lo contrario, €(0{(0)) = €(t) €(T(0)) v €(0(0")) = &(¢t) €(T(0’)). Se concluye pues por

h.i. se tiene €(T(0)) ~ &€(T(0')).

0 = Az.T. Luego, €(0(0)) = Az.€(T(0)) y €(0(0)) = Az.€(T{(0')). Se concluye pues por h.i. se
tiene €(T(0)) ~ €(T(d')).
0 = pa.C. Luego, €(0(0)) = pa.€(C{o)) y €(0(0')) = pa.€(C{0’)). Se concluye pues por h.i. se
tiene €(C(0)) ~ €(C(0')).
0 = T[x \ u]. Luego, €(0(o
h.i. se tiene €(T{0)) ~ &(

) = tlx \ €(T{0))| y €(0(0")) = t[z \ €(T(0'))]. Se concluye pues por

0 = [a]T. Luego, €(0(0)) = [a] €(T(0)) vy €(0(0')) = [a] €(T(0')). Se concluye pues por h.i. se
tiene €(T(0)) ~ &€(T{(0")).

0 = Cla\*" s]. Luego, se tienen €(0(0)) = €(€(C(o))[a \* s]) y €(0(c)) = €(€(C(0'))[a \* s]).
Por h.i. €(C{0)) ~ €(C(0’)). Finalmente, se concluye por Lem. C.0.52 (2).

0 = c[a \* 8]. Luego, se tienen cuatro casos posible:

1. €(c) = LCC([a] t) con a ¢ t, a ¢ LCC, fe(, LCC) y fe(8(0),LCC). Més atin, se tiene también
fc(S{0’),LCC). Luego, €(0(o >) (LCC([ 1) [a\* 8{0)]) = LCC{[a'] €(t :: S{0))). Del mismo
modo, €(0(0')) = LCC([a/] €(¢t :: S(0}))). Por Lem. C.0.28, sz(0(0)) = sz(c[a\* S{o)]) >
sz(LcC([a] t)[a \* S(0)]) > sz(LCC([ ]t 2 8(0"))), por lo que sz(0) > sz(¢ :: S). Finalmente,
se concluye pues por h.i. se tiene €(¢t :: S(0)) ~ €(¢ :: S(0')).
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2. €(c) = LCC([B\* s]) con a ¢ ¢, a ¢ LCC, @ ¢ s, fc(a/,LCC) y fc(S{o),LCC). Mas atin,
se tiene también fc(S 0'),LCC). Luego, se tiene €(0(0)) = Q(LCC(/C’[[ﬁ \* sV e\ 8(0)]) =
LeC(c'[B\* s - €(S{0))]). Del mismo modo, €(0(0’)) = LCC(c'[B\* s - &€(S{0"))]). Se conclu-
ye pues por h.i. se tiene €(S(0)) ~ &€(S(0')).

3. €(c) = LCC(d[B\a]) con o ¢ ¢, a ¢ LCC, fc(a/,LCC) y fc(S{0),LCC). Méas atn, se tie-
ne también fc(S(o'),LCC). Por lo tanto, se tiene €(0(0)) = €(LCC(c/[3\al)[a\* S]) =
Lec(e(d[B \* s{o)])|a \ &’]). Del mismo modo, €(0(0'>) = LCC(&('[ B \* 8(0")]) [ \0/]). Ade-
més, por Lem. C.0.28, se tiene sz(0(0)) = sz(c[a\* S{0)]) > sz(LCC{c'[B \ af)[a \* 8]) >
sz(LCC('[B \* S{0)] [ \ &’])), por lo que sz(0) > sz(c'[5 \* S]). Finalmente, se concluye pues
por h.i. se tiene €('[B\* S{0)]) =~ €([8\* 8(0)]).

4. De lo contrario, se tienen €(0(0)) = €(c)[a \* €(8(0))] y €(0(c')) = €(¢)[a \* €(8(0'))]. Se
concluye pues por h.i. se tiene €(S(0)) ~ €(8(0')).

= 0 = Cla\ A]. Luego, €(0(0)) = €(C{0))[a \ 8] ¥ €(0(0")) = €(C{0'))[ax \ B]. Se concluye pues por
h.i. se tiene €(C(0)) ~ €(C(0")).

o~~~

= 0=T-s. Luego, €(0{(0)) = €(T{(0)) - s y €(0(0")) = €(T(0')) - 5. Se concluye pues por h.i. se tiene
€(T(0)) = €(T{0")).

= 0=1¢-8. Luego, €(0(0)) =t-€(S{0)) y €(0(0")) =t - €(S{0')). Se concluye pues por h.i. se tiene

€(S(0)) = €(s{0")).

O
Lema C.0.53. Sean 0,0’ € Oans yu,u' € Tan tal que o~ 0 yu~u'.
1. Luego, €({x \u}o) ~ €({z \u}o).
2. Luego, €({z \u}o) ~ €({z \u'}o).
Demostracion. 1. La prueba es por induccion en o ~ o’. Por definicién esto implica verificar cuatro

condiciones: reflexividad, transitividad, simetria y congruencia (i.e. clausura por contextos):

Reflexividad Luego, o’ = o por lo que €({z \u}o) = €({z \u}0’). El resultado es inmediato
por reflexividad de ~.

Transitividad Luego, existe p € Opaps tal que 0o =~ py p ~ o'. Por h.i. se tienen €({z \u}o) ~
C{z\ulp) y €({z\u}p) ~ €({x \u}o). Se concluye por transitividad de ~.

Simetria Luego, o' ~ o. Por h.i. se tiene €({x \u}o') ~ €({z \u}o). Se concluye por simetria
de ~.

Congruencia La congruencia se demuestra por induccién en el contexto de clausura 0 tal que
0o=10{(p) y o =0(p) con p ~, p’, donde ~~, es una regla de la Fig. 4.13.

= 0 =[. Luego, o = p ~, p' = 0o’. Mas aiin, es el caso de 0,0’ € Tpps. Se tienen solo dos
reglas aplicables a términos:

® ~evsubse Luego, o = LTT(t)[y \v] y o/ = LTT(t[y \v]) con y ¢ LTT y fc(v,LTT).

Sin perdida de generalidad, se asume y ¢ fv(u) y fc(u,LTT). Luego, {z\u}jo =

LTT(¢) [y \ V'] y {z\u}o’ = LTT/(#[y \v']) con y ¢ LTT' y fc(v',LTT’), donde ¢’ =

x\ujt, LTT = {2 \u[LTT y v' = {z \u}v. Se concluye por Lem. 4.6.2 (1), pues

S(LTT (#) [y \']) ~ CLTT (¢ y \o'])).

e ~y. Luego, o = pa.fa]t y o' =t con a ¢ t. Sin perdida de generalidad se asume

a ¢ u, por lo que {z \u}o = pa.[a] {x \u}t. Finalmente, se concluye €({z \u}o) =
pofa] €z \ut) ~p €({x \uit) = €({z \u}o).
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= 0 =[. Luego, o = p ~, p’ = 0’. Mas aun, es el caso de 0,0’ € Cpjs. Se tienen cuatro
reglas aplicables a comandos:

® “~wrep1- Luego, 0 = LCC(c)[a \* 5] y o/ = LcC(c[a \*' s]) con a ¢ LCC, fc(a/, LCC)
y fc(s,LCC). Sin perdida de generalidad, se asume o ¢ fn(u) y fc(u,LCC). Lue-
go, {z\ujo = LCC{)a \™ §] v {z\u}o = LCC{c'[a\* §']) con o ¢ LCC' y
fc(s’,LCC’), donde ¢/ = {z \u}t, LCC' = {z \u}LCC y s’ = {x \ u}s. Finalmente, se
concluye por Lem. 4.6.2 (2), pues €(LCC' () [ar \* §']) =~ €(LCC' (' [a\* §'])).

® ~eyren- LUEEO, 0 = LCC(c)[a\B] y o' = LCC{c|ax \ B]) con ¢ LCCy fc(B,LCC). Sin per-
dida de generalidad, se asume « ¢ fn(u) y fc(u, LCC). Luego, {x \ u}o = LCC'{¢')[a\f]
v iz \ujo =LCC{c[a\fB]) con a ¢ LCC’, donde ¢ = {x \u}c, LCC' = {z \ u}LCC.
Se concluye por Lem. 4.6.2 (2), pues €(LCC'(¢/) [ \ B]) ~ €(LCC'(¢'[a \ B])).

o ~.. Luego, o = [&/] Az.po. [/ Ay.pB.c y o = [B'] Ay.uB.[o/] Az.pa.c con B # o' y
«a # 3. Sin perdida de generalidad, se asume también z ¢ u, y ¢ u, « ¢ u'y 8 ¢ u.
Luego, {z \u}o = [/] Az.pa.[f] Ay.uB.c v {z\u}o' = [B'] \y.uB.[¢/] Az.pa.c’ con
¢ = {z \ u}c. Finalmente, se concluye €({z \u}o) = [&/] Az.pow.[f'] Ay.pB.€(¢") ~pp
(B Ay.pf. o] Az.pa.€(d) = €({z \ u}o).

e ~,. Luego, o = [f] pa.cy o = c[a\ f]. Sin perdida de generalidad, se asume o ¢ u.
Entonces, {z\u}o = [flua.d y {x\u}o = [a\f] con ¢ = {z\u}c. Finalmente,
se concluye €({z \u}o) = [B] pa.€(c’) ~, €()[a\ ] = €({z \u}o).

= 0 = Tw. Luego, o = T{p)v y o/ = T(p')v. Sean t = T(p) y ¢’ = T(p'). Se tiene en-
tonces t ~ t'. Por h.i. se tiene €({z\u}t) ~ €({x \u}t'). Finalmente, se apela al
Lem. 4.8.1 para concluir €({z \u}o) = €({x \ujt {z \u}jv) = C(C({z \u}t) {z\ujv) ~
CC({z \uit) {z\utv) =€({z \u}o).

= 0 = ¢T. Luego, o = tv y o = tv' con v =~ v'. Por h.i. se tiene €({z\u}v)
€({z \u}v'). Se concluye por Lem. 4.8.1, pues €({z \u}o) = €({x \ujt C({x \u}v))
C{z\ujtC({x\up)) =€({z\u}o).

= 0 = Ay.T. Luego, o = Ayt y o/ = Ay.t’ con t ~ t'. Por h.i. se tiene €({z \ u}t)
C({z \u}t'), por lo que se concluye €({x \u}o) = Ay.€({z \u}t) = Ay.€({z \u}t)
C({x \u}o).

= 0 = pa.C. Luego, 0 = pa.cy o = pa.c’ con ¢ >~ ¢. Por h.i. se tiene €({z \u}c)
C({z\ujc), por lo que se concluye €({z\u}o) = pa.C({z \u}jc) ~ pa.C({z\u}c)
C({z\u}o).

= 0=T[y\v]. Luego, o =t[y \v] y o’ =t'[y\v] con t = t'. Por h.i. se tiene €({z \u}t) ~
C({z\ut') y se concluye €({x \ujo) = €({z\ujt)[y \ C({zx \ujv)] ~ c({z\ujt)[y\
C{z\uv)] =<C({z\u}o).

= 0=1¢[y\T]. Luego, o = t[y \v] y o' = t[y\v'] con v ~ v'. Por h.i. se tiene €({z \ u}jv) ~
C({x\u}v') y se concluye €({z \ujo) = €({x \u}t)ly \€({x \u}v)] = €({x \u}t)ly\
C{z\up)] =C({z\u}o).

= 0 = [o]T. Luego, o = [a]t y o = [a]r’ con t ~ t'. Por h.i. se tiene €({z \u}t) ~
C({z \u}t'), por lo que se concluye €({z \u}o) = [a] €C({z \u}t) ~ pa.€({z\u}t') =
C({x\u}o).

» 0 = Cla\* s]. Luego, 0 = c[a\* s] y o = [a\* s| con ¢ ~ ¢. Por h.i. se tie-
ne €({x\ujc) =~ €({z\ujc). Mas atn, dado que la sustitucion no puede generar
nuevos NPW-redexes con «, se concluye €({z \u}o) = €({z\u}c)[a\* C({zx\u}s)] ~
Cz\uid)[a\* €({z\u}s)] =C({z\u}o).

2 0 = cfa\* 8]. Luego, 0 = ¢fa\* s] y o = cfa\* §'] con s ~ 5. Por h.i. se tie-
ne €({x\u}s) ~ €({z\u}s'). Mas ain, dado que la sustitucion no puede generar

1 1R

IR
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nuevos NPW-redexes con a, se concluye €({z\u}o) = €({z \u}ec)|a\* €({z\u}s)] ~
C(lz\ube) o\ ¢({z\u}s)] = ¢({z \u}o).

= 0=Cla\f]. Luego, 0 = c[a\B] y o' = ¢'[a\S] con ¢ ~ . Por h.i. se tiene €({z \ u}c) ~
C({z\ujc), por lo que se concluye €({z \u}jo) = €({z\ujc)a\f] ~ €({z \u}d)a
Bl =€{z\uo).

"= 0=T-s Luego, 0o =t-syo =t -scont~t. Por hi setiene €({z\u}t) ~
€({z \u}t'), por lo que se concluye €({z \u}o) = €({x \ujt)-C({x \u}s) ~ €({x \u}t)-
C{z\u}s) = €({x \u}o).

= 0=1¢t-8 Luego,o =t-syo =1t-s con s~ s. Por h.i. se tiene €({z\u}s) ~
C({x \u}s'), porlo que se concluye €({z \u}jo) = €({z \u}t)-C({x \u}s) = €({z \ult)-
C{z\u}s') =C({z\u}o).

2. Por induccién en o.
= 0=ux. Luego, {z\ujo=uy {z\v'}o=1'. Se concluye dado que v ~ u' implica €(u) = u
y €(u') = u'. Por lo tanto, €({x \u}o) = u~ v = ({z \u}o).
= 0=y #x. Luego, {z\ujo=yy {z\u'}o=1y. Se concluye por reflexividad de ~.

= 0 = tv. Luego, {z\ujo = {z\ujt{z\ujvy {z\u}o = {z\v|t{x\u}v. Por h.i. se
tienen €({x\u}t) = C({z\u'}t) y €({z\ujv) = €({z\v'}v). Finalmente, se concluye
por Lem. 4.8.1, pues €({z\ujo) = C{z\ujt{z\ujv) = C(C({z\u}t)C({z\ujv)) ~
Ce({z \u'}t) C€({z \u' }v)) = €({z \u'}o).

= 0 = Ay.t. Luego, {z\ujo = Ay {z\ujt y {z\uv'}o = Ay {x\u'}t. Por h.i. se tiene
C({z\ujt) ~ C({z\v'}t) y se concluye €({z \u}o) = Ay.C({x \u}t) ~ Ay.C({zx \u'}t) =

C({z\u'}o).

= 0 = pa.c. Luego, {z\ulo = pa{z\ujcy {z\v'}o = pa.{z\u'}c. Por h.i. se tiene
C{z\ujc) ~ €({x\u'}c) y se concluye €({z \u}o) = pa.C({z\ujc) ~ pa.C({zx\u'}c) =
C({z\u'}o).

= 0 = t[ly \v]. Luego, {x\u}o = {x\ultly \ {z\ujv] y {z\u'}o = {z\u}t[ly \ {z\u }v].
Por h.i. se tienen €({z \u}t) ~ €({z\v'}t) y €({z \u}v) =~ €({z \v }v). Finalmente, se
concluye pues €({z\u}o) = €({z\u}t)[y \C({z \uv)| =~ C({z\u }t)[y \ C€({z \u'}v)|] =
C({z\u'}o).

= 0 = [a]t. Luego, {z\ujo = [a] {z\u}t y {z\u'}o = [a] {x \u'}t. Por h.i. €({z\ujt) ~
C({z\u'}t), por lo que se concluye €({z\u}o) = [o]C€({z\u}t) ~ [o]C€({zx\u'}t) =
C({z\u'}o).

= 0 = cla\* s]. Luego, {z\ujo = {z\ulcfa \* {z\u}s] y {z\v'}o = {z\u}c[a \*
x \u'}s]. Por h.i. se tienen €({x\ujc) ~ €({z\u'}c) y €({z\u}s) ~ €({z\u'}s). Mas
aun, la sustitucion no puede/generar nuevos NPW-redexes con a, por lo que se concluye
C({z\u}jo) =C({z\ujo)[a\* €({z\u}s)] ~ €({z \ v }o)[a\* C({z \u'}s)] = €({z \u}o).

= 0 =cla\fB]. Luego, {x \ulo={x\ulcla\B] y {z\u'}o={xz\u'}c[a\pB]. Por h.i. se tiene

C({z\u}e) = €({z \ v }c). Mas ain, la sustitucion no puede generar nuevos NPW-redexes con

a, por lo que se concluye €({z \u}o) = €({z \u}c)[a\f] = €({z \v' }c)[a\B] = €({z \ u}o).

= 0 =1t-s. Luego, {x \ujo={x\ujt-{z\ulsy {x\uv'}o={z\u}t - {z\u'}s. Por h.i. se

tienen €({z \u}t) ~ €({z \v' }t) y €({z \u}s) ~ €({z \v'}s). Finalmente, se concluye pues
C{z\ujo) =C({z\ujt) - C({x\u}s) = €({z\u' |t) - €({z \u'}s) = €({x \u}o).

O

Lema C.0.54. Sean 0,0',s,s € Opps con s y ' stacks tal que o~ o' y s~ .
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1. Luego, €({a\* s}o) ~ €({a\* s}o).
2. Luego, €({a\* s}o) ~ ¢({a\* s }o).

Demostracion. 1. La prueba es por induccion en o ~ o’. Por definicién esto implica verificar cuatro
condiciones: reflexividad, transitividad, simetria y congruencia (i.e. clausura por contextos):

Reflexividad Luego, o’ = o por lo que €({a\* s}o) = ¢({a\* s}0). El resultado es inme-
diato por reflexividad de ~.

Transitividad Luego, existe p € Opps tal que o >~ py p ~ o'. Por h.i. se tienen €({« \0‘, sjjo) ~
C{a\ sip)y €({a\* sp) ~ €({a\* s}o’). Se concluye por transitividad de ~.
Simetria Luego, o’ ~ o. Por h.i. se tiene €({a\* s}o’) ~ €({a\* s}o). Se concluye por

simetria de ~.

Congruencia La congruencia se demuestra por induccién en el contexto de clausura 0 tal que
0=0(p) y o/ =0(p') con p ~, p, donde ~, es una regla de la Fig. 4.13.

= 0 =[. Luego, o = p ~, p' = 0o’. Més aiin, es el caso de 0,0’ € Tpps. Se tienen solo dos
reglas aplicables a términos:
® ~yrsubs- Luego, o = LTT(t)[y\v] y o/ = LTT(t[y \ v]) con y ¢ LTT y fc(v, LTT). Sin per-
dida de generalidad, se asume y ¢ fv(s), fc(s,LTT) y fc(o/, LTT). Luego, {a \* sjo =
LTT/(t >[y\ Ny {a\* sho = LTT(¢'[y \v']) con y ¢ LTT y fc(v',LTT’), donde
' =Ja\* s}t LTT = {a\* sJLTT y o' = {a\* s}v. Se concluye por Lem. 4.6.2
(1), pues €(LTT' () [y \v/]) = ELTT (¢'[y \ ).
o ~. Luego o=py[ylty o = = con 7 ¢ t. Sin perdida de generalidad se asume
v # o Ml ¢ s, por lo que [ \* s}o = pa.[a] a\" sit. Finalmente, se concluye
&( a\"“so)—ua.[] Cla\" sht) ~p €(fla\* s)t) = ¢( oz\aso).
= 0 = . Luego, 0 = p ~, p' = o’. Méas atun, es el caso de 0,0" € Cpjs. Se tienen cinco
reglas aplicables a comandos:
® ~errep1- Luego, 0 = LCC(c)[y \° §'] y o' = LcC(e[y \’ s']) con v ¢ LCC, fc(5,LCC) y
fc(s’,LCC). Sin perdida de generalidad, se asume v # o/, v ¢ fn(s) y fc(s,LCC). Hay
dos casos posibles:
a) 6 = a. Luego, se tienen o\ sho = LSy \* " -s] y {a\* s)o =
LCC/ (¢ [y \* " - s]) con v ¢ LCC y fe(s”,LCC’), donde ¢ = {o\* s)e, LCC/ =
o\ s)LcC y 5” = fa\* s} Entonces se concluye por Lem. 4.6.2 (2), pues
C(Lee () [y \*' s - s]) =~ LeC (¢ [y \*' 8" - s]).
b) 0 # a. Luego, {a\* s}o = LT/ (¢)[y \? s”ﬂ y Lo\ sho = Lec/ (¢ [y \° s"])
con v ¢ LCC" y fe(s”,LCC’), donde ¢ = {a\* s}e, LCC' = {a\* s}LCCy s =
o \al sjts’. Como en el caso anterior, se concluye por Lem. 4.6.2 (2), dado que
e(rec’ () [y \V s”]) = Lec('[y \V ).
® ~oiren Luego, 0 = LCC{c)[y \ d] y o/ = LCC{c[y\d]) con v ¢ LCC y fc(4,LCC). Sin
perdida de generalidad, se asume v # o', v ¢ fn(s) y fc(s,LCC). Hay dos casos
posibles:

a) & = a. Luego, se tienen {a\* sjo = LeC()[y \Ps][B\ o] y {a\* s}’ =
Lec/ (d [y \? sﬂ 8\ ]) con B un nombre fresco y v ¢ LCC’, donde ¢/ = o \*' s}¢,
LeC’ = {a\* s}JLCC. Entonces, se concluye apelando al Lem. 4.6.2 (2), pues se
tiene €(LCC!() [y \7 s][8 \ o']) = €(rec(¢/[y \ s][B \ a'l)).

b) § # . Luego, [a\* s 0= = LCC(/)[vy \ I y a\* s}o = LeC(¢/[y\d]) con
v ¢ LeC’, donde ¢ = {a \* s}¢, LCC = [a \* s)LCC. Como en el caso anterior,
se concluye por Lem. 4.6.2 (2), pues €(LCC'(¢'}[y \ d]) = €(LCC' (/[ \ I]}).
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o ~. Luego, o = [y] Ax.py.[0'] Ay.pd.c y o' = [0'| Ay.pud.[Y'] Ax.py.c con § # 'y
v # ¢. Sin perdida de generalidad, se asume también x ¢ s, y & s, v £ o/, § # &/,
v ¢ syd¢s. Hay cuatro casos posibles:

a) 7 = ayd = a Luego, {a\* sho = [&/] Az.puy.[a TAy.ps.c):s) sy

o\ sho = [o] Ay.pb.[o!] Az.py.¢) = s) s con @ = {a\* s)je. Asumir s =
u-s’ (el caso s = u es ligeramente mas simple) y considerar nombres frescos v/, 6”.
Luego, €({a\*" s}0) = €([a’] (1y"-([o/] (ud".¢'[5 0" s'Dly \ul) [y " ']l \ ul),
donde las sustituciones explicitas resultan de contraer los dB-redexes sobre u; y
los replacements explicitos son consecuencia de resolver los dM-redexes sobre s’
seguidos de los P-redexes resultantes. Si s = wu, no hay dM-redexes a contraer,
y solo se tienen las sustituciones explicitas. Andlogamente, €({a \* sjjo’) =

€([o] (o™ (o] (ur".c'[y Vs Dl \ul)[8 V" s'])ly \u]). Més atn, tomar ¢’ =

I\ s ﬂ[[5\5 ’]. Entonces, por Lem. 4.6.2, por un lado se tiene €({a \* s}jo) ~

¢([a’] py".[a’] (6" ") [z \ ][y \ u]), mientras que por otro vale €({a\* s}o) ~
([ 6” [] (uy".¢") [z \ully \u]); apelando al item (1) del lema para posicio-
nar las sustituciones explicitas y al item (2) para los replacements. Luego, se
concluye aplicando dos veces ~, y Lem. 4.6.2 (2) para posicionar adecuadamente
el renaming explicito introducido por la regla

C(fa\* sjo) E([a'] py" [] (ud" ")
T o] (pd”.€(c")) [z
'] (16" &(c")) 2\ €(u)]
(po". ()" \a]) [z
T (pd". [ " &) 2\ E(u)]
([o] po".[] (pry".") [ \ ][y \])
C(fa\* s}o)

ﬂsags

o Jde R R

b) v =ayd #a. Luego, [a\* s}o=[a ]()\x/yy[é’])\yuéc) sy fa\* s}o =

[0] Ay.pd.[a] ()\:v./w.c') 5 con ¢ = {a\* s}jc. Del mismo modo que en el caso
anterior, sea 5 = u- s’ con 7" un nombre fresco. Luego, se tiene €({a \* o) =
C([o'] (uy ([5’] Ay.ud.c) v\ s'])[z \u]). Més atn, por otro lado se tiene tam-
bmnc(avyso)—gquyﬂa[]myuﬁ " §'])[z \u]). En el caso s = u
simplemente se evita el replacement explicito. Por Lem. 4.6.2, de un lado se
tiene €(fa\* s}o) ~ €([o/] " [6') Ny.pub.c [y \7 §'])[z \u]) mientras que del
otro €(fa\* s}o') =~ €([6"] (Ay.ud.[e/] v . [y " s'])[x \ u]), apelando al ftem
(1) del lema para posicionar la sustitucion explicita y al item (2) para el repla-
cement. Finalmente, se concluye aplicando dos veces ~, y Lem. 4.6.2 (2) para
posicionar adecuadamente el renaming explicito introducido por la regla

C(fa\ sho) = €[]y 8] (Ay.pd.d [y 8T\ u))
(] sy 0T Ay po. E(y \T D)) 2\ E(w)]

= ([T Aypd.&([y 1 s']) [z \ €(u)) [y \ o]
]

~ [0 (Ay.po.€(c'[y \7 sHh" \a/])z\ &(u)
=, [ (Ay-pd [0y €Ty V7 1)) [\ €(u)]
= (" (Ay.pd.[a ]/W' Iy 8T\ ul)
~ ¢({a\¥ s}o)
¢) v #ayd = a. Este caso es analogo al anterior.
d) v #£ayd #a Luego a\* sho = [¥] Ay [0 Ay.ud.c y a\o‘is o =
[6) \y.ud.[y] Az.py.¢ con ¢ = [\ s e Se concluye entonces, Q( a\* sfo) =

(Y1 Az.py.[0"] Ay.pud.€(c )—pp[5]Ayu5[ TA2g.€(c) = €(fa\ 5)o).
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o ~,. Luego, 0 = [§] wy.cy o = c[y\J]. Sin perdida de generalidad, se asume y # o/
y v ¢ s. Hay dos casos posible:
a) 6§ = a. Luego, a\ sho = [a] (uy.d) =5y {a\¥ s)o = v\ s]][’y’ \ o]
con ¢ = {a\* sfcy +' un nombre fresco. Mas aun, se tienen €({a\* sjo) =
¢([a’] py' .|y \" s]), donde el replacement explicito resulta de contraer los dM-
redexes sobre s seguidos de los (posibles) P-redexes resultantes. Luego, se concluye
C(fa\ sfo) =[]y €[y V' s]) = €[y " s \ o] = €(fa\* s)10).
b) & # a. Luego, {a\* sho=[0] py.d y {a\* s}o = [y\6] con ¢ = {a\* s)e.
Se concluye entonces €({a\* s}0) = [0] uy.€(c') =, €()[y\J] = €(fa \*" s}0").
0 = Tu. Luego, 0o =T(p)uy o = T(p') u. Seant = T(p) y t’ = T(p'). Se tiene entonces t ~
t'. Por h.i. se tiene €({a \* s)t) ~ €({a \* s}t'). Finalmente, se apela al Lem. 4.8.1 y
se concluye €({a\* s)o) = €(fa\* s)t [a\* sju) = C(€(fa\* s)t) [a\* s)u) ~
eC(fa\ sit) [a\ sju) = c({a\* s}d).
0 =tT. Luego, 0 = tu y o = tu' con u ~ u'. Por h.i. se tiene ¢({a\* s)ju)
¢(fa\* s)u'). Nuevamente, se apela al Lem. 4.8.1 y se concluye €({a\* s} 0)
Cla\ shte({a\* sju)) ~ ¢({a\* sjte({a\ shu)) =ec(fa\* s)o).
0 = Az.T. Luego, o = Azt y o = Az.t’ con t ~ t'. Por h.i. se tiene €({a\* s}t)
C({a\* s)t') y se concluye €({a\* s}o) = Az.C(fa\* s)t) ~ Az.€(fa\* s}t
(o \* s)o).
0 = 47.C. Luego, 0 = py.c y o/ = py.c’ con ¢ ~ ¢. Por h.i. se tiene €({a\* s)c)
C({a\* s}c) y se concluye €({a\* s)o) = py.€({a\* she) ~ py.C({a\* s)c)
C(fa\™ s)o).
0 = T|x\u]. Luego, o = t[z\u] y o’ = t'[z\u] con t ~ ¢. Por h.i. se tiene €({a\* s)jt)
C(fa\* s)t') y se concluye pues €([a\* s)o) = €(fa\* s)t)[z\ ¢({a\* sju)
C(fa\ sht)z\e(fa\* sju)] = €(fa\* s)o).
0 = ¢[z\T]. Luego, 0 = t[z\u] y o’ = t[z\u'] con u ~ u'. Por h.i. se tiene €({ o \* s}ju)
C(fa\* shu') y se concluye pues €(fa\* s}o) = €(fa\* s)t)z\ (Lo \* s)u)]
C(fa\ sht)z\e(fa\* shu)] = €(fa\* s}o).
0 = [a]T. Luego, o = [o]t y o = [a]r’ con t ~ t'. Por h.i. se tiene €({a\* s)jt)
€(fa\* s)t'). Se concluye por Lem. 4.8.1, €({a\* s}o) = ¢([/] €(fa \* s)t) == s)
e([a]e(fa\ sht)) = s) = €(fa\* s)o).
0 = [y]T con v # a. Luego, o = [y]t y o/ = [y]r' con t ~ t'. Por h.i. se tiene
C(fa\* sht) ~ ¢({a\* s)t') y se concluye pues €({a\* s}o) = [y] €({a\* s)t) ~
py.C(la\* sit) = e({a\* s}o).
0 =C[y\*s]. Luego, o = ¢[y\* §'] vy o/ = [y \* s'] con ¢ =~ . Por h.i. se tiene
C(fa\* she) ~ €(fa\* s}¢). Mas ain, la operacion de (meta-)replacement no ge-
nera nuevos NPW-redexes con 7. Luego, se tiene €({a\* s}o) = €({a\* s}he)[y \*
Cla\¥ s)s')-€(s)] ~ e(fa\* shd)[y\* e(fa\* s)s')-€(s)] = €({a\* s}0) por
lo que se concluye.

R 1R IR IR IR

1R

0=C[y\°s'] con § # . Luego, 0o = c[y\ s’ y o/ = /[y \? s'] con ¢ ~ ¢. Por h.i. se
tiene €({a\* s)je) ~ €({a\* s}¢). Dado que la operacion de (meta-)replacement
no genera nuevos NPW-redexes con 7, se concluye €({a\* s}o) = €({a\* s}e)[y
Cla\ shs)] ~e({a\ si) vV e({la\¥ s)s)] = C({a\* s)o).

0 = ¢[y\* 8]. Luego, 0 = ¢[y\*s'| y o/ = ¢[y\* §"] con s’ ~ s”. Por h.i. se tie-
ne €(fa\* s)s') ~ ¢(fa\* s}s”). Mas atn, la operacion de (meta-)replacement no
genera nuevos NPW-redexes con . Luego, se tiene €({a\* s}o) = €({a\* s)e)[y \*
e(fa\ s}s) - €s)] = E(fa e s)a)ly\¥ e(fa e s)s") - €(s)] = €(fa\* s}o) por
lo que se concluye.
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0 =c[y\° 8] con § # a. Luego, o = c[y\’ s'] y o' = ¢[y\? "] con s’ ~ s”. Por h.i. se
tiene €({a\* s}s') ~ ¢({a\* s)}s”). Dado que la operacion de (meta-)replacement
no genera nuevos NPW-redexes con v, se concluye ¢({a\* s}o) = €({a\* s)c)[y \°
Cla\ shs)] ~e(fla\ she)y V e(fa\ s)s")] = e(fa\* s)o).

= 0 = C[V\ al. Luego, o = ¢y \a]y o = [y \a] con ¢ ~ . Por h.i. se tiene
C(la\™ she) ~ ¢ o \* s}¢). Se concluye por Lem. 4.8.1, dado que C(fa\" s}o) =
e(e(a\* s)o)ly V' sl \o']) = e(€(fa\” s}V sl \a')) = €(fa\*" s}o)
con 7/ un nombre fresco.

=0 fC['y\(ﬂ con § # a. Luego, o = cly\d]y o *0[7\6] con ¢ ~ . Por h.i. se tiene
¢ a\o‘ she) ~ ¢(fa\ s c) y se concluye €({a\* s}o) = ¢({a\* s}e)[y\ 4] ~
C(fa\* she )y \d] = €(fa\* s}o).

" 0=T- 5. Luego,o=t-§ yo =t -5 cont~t.Por hi se tiene €({a\* st
(Lo \* s)t'), por lo que se concluye €({a\* s)o) = €(fa\* s)t)-€(fa\* s}s)
Cla\ sit)-e(fa\Y s)s) =e({a\* s}o).

m 0=t-S. Luego,o=t-5 yo =t-5 cons ~ s Por h.i. se tiene €({a\* s}s)

C({a\* s}s"), por lo que se concluye €({a\* s)o) = €({a\* s)t)-€({a\* s}s)

C(fa\¥ sht)-e(fa\* s)s") = ¢({a\* s}o).

2. Por induccién en o.

/

o= x. Luego, {« \O‘l sfo=xy {a \a/ s"JJo = y. Se concluye por reflexividad de ~

0 =tu. Luego, {a\* sjo={a\* sjt{a\¥ sjuy {a\* s o= {a\* &}t {a\* & }u.
Por h.i. se tienen €({a\* sjt) ~ €({a\* s'Jt) v €({a\* sju) ~ ¢({a\* s }u). Fi-
nalmente, se concluye por Lem. 4.8.1, pues ¢({a\* s}o) = €(fa\* s)t{a\* sju) =
eC(fa\* sit)e(fa\* sju)) ~ c(@€(fa\ s jt)e(la\r s ju) =(fa\* s }o).
0= Az.t. Luego, [a\* sjjo= Az {a\* sity [a\* &'}o=Az.{a\* s}t Por h.i. se tiene
C(fa\" sjt) ~ e({a\* s )jt), por lo que se concluye €({a \* s}o) = Az.¢(fa\* s)t) ~
Ae.C([a\ s )t) = ¢(fa\ s o).
0 = py.c. Luego, {a\* sho = py.{a\* shey {a\* o = py.{a\* §')c. Por h.i. se
tiene €({a\* s)c) ~ €(fa\* s'}¢) y se concluye €({a\* s}o) = py.€(fa\* s)c) ~
u'y.Q( a\Y s'e) =¢({a\" s'}o).
t[z \ u]. Luego, se tienen o \* sjo = {a\* sitlz \ {a\* sju] v {a\* s

! \O‘l tlz\{a\* s'}ul. Por h.i. con ambos términos vale €({a \* s)t) ~ ¢({a \*
vy €({a\* sju) ~ €({a\* s'Jju). Finalmente, se concluye dado que €({a\* s}0)
C(la\ sht)z\e(la\ shu) ~ e(fa\* s })z\C({a\* ' ju) = ¢(fa\ o).
o = [a]t. Luego, {a\* sjo = [/](Ja\* s}t)=sy {a\* s'Jo = [a/] (Ja\* ' }t) s
Mas atmn, por Lem. 4.8.1 con s ~ ¢, se tiene €({a\* s}o) ~ €([a/] (Ja\* s}t) :: s'). Por
h.i. se tiene €({a\* s)t) ~ €({a\* s'}t). Se concluye por Lem. 4.8.1 nuevamente, dado
que €(Ja\* sho) ~ €([o/] (o \* s)t) = ¢') ~ &([o/] (Ja \*¥ ' Jt) = &) = €(fa \* 5 Jo).
0 = [7]t con v # . Luego, {a\* sho = [a] [a\* s)ty [a\¥ §'}o = [a] [a\* &
Por h.i. se tiene c(la\" s t), ~ e(fa\™ s t), por lo que se concluye €({a\* s}o)
[a] €({a\* s}t) ~ [a] C({a\* §'}t) =C({a\* '} o).
0o = c[h \* $"]. Luego, o\ sho = (Ja\* sje)[y \* a\"‘/ls s8]y a\o‘: o =
({a\> o)y \* {a\* §'}s” - s']. Por h.. se tienen €({a\* sjc) ~ C({a\* s'jc) v
C(la\* s)s") ~ ¢({a\* s'}s"). Mas atn, la operacion de (meta-)replacement no genera
nuevos NPW-redexes con 7. Luego, €({a \* s}o) = €(fa\* s)e)[y \* €(fa\* s)s")-s] ~
C(fa\* s Jo)y \* e(fa\* s'}s") - s'] = €(fa\* s)o’) por lo que se concluye.

~+
~

t.
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= 0=c[y\s"] con § # a. Luego, o\ sljo= (fa\* s}e)[y\V {a\* s)s’] y {a\* s'}o=
(Ja\* ' Je)[y\ {a\* s’} s"]. Por h.i. con ambos objectos se tiene tanto €({a \*" s}j¢) ~
C(fa\* s'Je) como €(fa\* s})s”) ~ ¢({a\* §'}s”). Dado que la operacion de (meta-
)replacement no genera nuevos PW-redexes, se concluye €({a\* sjo) = €({a\* s}e)[y\?
Clla\ shs)] ~ e(fa\ s Je)[y V¥ e(fa\ s'}s")] = ¢({a\ s}o).

» 0 = ¢y )\ al. Luego, se tienen {a\* sjo = (fa\* s}e)[y\ s]y/ \ /] y {a\* §'}o =
Lo\ s'Je) [y ][4 \ @] con 4/ un nombre fresco. Mas atin, por Lem. 4.8.1 con s ~ s,
se tiene €({a \* s}o) ~ €(({a\* s}e)[y\" ']y \ &/]). Por h.i. se tiene €({a \* s)c)
¢(fa\* §'}jc). Finalmente, se concluye por Lem. 4.8.1 nuevamente, pues €({a \* s}jo)
C((fa\ she)ly V' Il \o']) = e((fa\* s o) [y " ¢'][Y \ o)) = €({a \* &'} o).

= 0= c[y\d] con d # a. Luego, se tienen o \* sjo = (Ja\* sje)y\d v {a\* s'}o =
({a\* s'}c)[y \ 8]. Por h.i. se tiene €({a\* s}c) ~ €({a\* s'}c). Mas atn, la opera-
cion de (meta-)replacement no genera nuevos NPW-redexes con . Luego, €({« \“/ slto) =
Cfla\ she)y\ o] ~ e(fa\* s Je)y \ 6] = ¢({a\* s}o') por lo que se concluye.

s 0=t-s. Luego, [a\* sjo={a\* sit-fa\¥ shsy [a\* §'Jo={a\* s }t-{a\* &}s.
Por h.i. se tienen €({a\* sjt) ~ ¢(fa\* ¢ }t) y €(fa\* s)s) ~ €({a\* s'}s). Final-
mente, se concluye pues €({a\* s}o) = ¢({a\* s}it) - €(fa\* s)s) ~ C({a\* s'}t) -
e\ s')s) =e¢({a\* s o).

R

O

Lema 4.8.2. Sean u,s,0 € OAM en C-forma normal tales que o ~ 0/ u =~ ’U,I S S/ con u ’LLI
» 9 ) )
términos Yy s, S/ stacks. LU@gO,

1. €({z\ujo) ~ €({z\u}o) y €({z\u}o) ~ €({z \u }o).
2. €(fa\¥ sho) ~ e(fa\* s)o) y e(fa\* sho) ~ e({a\* s'}o).

Demostracion. Por Lem. C.0.53 y C.0.54 respectivamente. O

Teorema 4.8.3. Sea 0 € Oppr. Sio~p yo~ 0, luego existe p' tal que p~ p' yo ~p'.

Demostracion. La prueba es por induccién en o ~ p. Por definicién esto implica verificar cuatro
condiciones: reflexividad, transitividad, simetria y congruencia (i.e. clausura por contextos):

Reflexividad Luego, p = o por lo que basta tomar p’ = o’ para concluir por reflexividad de ~.

Transitividad Luego, existe ¢ € Opps tal que 0 ~ gy q ~ p. Por h.i. con 0 ~ q y o ~ o, existe
q" € Oppr tal que ¢ ~ ¢ y o' ~ ¢'. Por h.i. nuevamente, ahora sobre ¢ ~ p y ¢ ~ ¢/, existe
p' € Oppr tal que p~ p' y ¢’ = p'. Se concluye con o' ~ p’ por transitividad de ~.

Simetria/Congruencia La simetria y congruencia se demuestran simultaneamente por inducciéon en
el contexto de clausura Q tal que o = Q{q) y p = Q{¢’) con ¢ ~, ¢’, donde ~, es una regla de la
Fig. 4.13. Mas atn, o ~ o' implica o = 0(l) y o/ = 0(r) con [ —, r, * € {S,R*}. Se consideran
todas las posibles formas de Q y O:

s Q = 0. Luego, 0 = q ~, ¢’ = p. Mas ain, es el caso de o,p € Taps. Se tienen solo dos reglas
aplicables a términos:
® ~orsubs. Luego, o = LTT(t)[x \u] y p = LTT(t[z \u]) con = ¢ LTT y fc(u,LTT). Hay tres
casos posibles:
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1. S-redex en la raiz.

0=LTT(t)[x \u] exsws LTT{t{zx\ul)=p

5§ 5§

o = €({z \u}LTT(t)) = CELTT{{z\u}t))=p

2. S-redex superpuesto con LTT. Luego, se tiene LTT = LTT(LTTs[y \v]) con o' =
LTT: ({y \v}LTT(t))[x \ u] = LTT1(LTTH(¢'))[x \ u] y p’ = LTT1 (LTTH(¢' [z \ u])) dado
que fc(u, LTT) implica y ¢ u. Se concluye por Lem. 4.6.2 (1):

o= LTT; <LTT2 <t> [y \'U]> [Z‘ \U] exsubs  LTTg <LTT2 <t[$ \UD [y \’UD =Dp

5§ 5§

o' = C(LTT ({y \v}LTTo(t))[z \u]) =~ CE(LTT1{{y \v|LTTa(t[z \u])))=p'

3. R*-redex superpuesto con LTT. Luego, se tiene LTT = LTC(LCT[a\*' s]) con o/ =
LTC({ e \* s}LCT(¢))[x \ u] = LTC(LTC'(¢')}[z \ u| y p’ = LTC(LTC'(¢'[x \ u])) dado
que fc(u, LTT) implica « ¢ u. Se concluye por Lem. 4.6.2 (1):

0 =LTCLCT(H) [\ s]) & \u]  ~egsws LTC(LCT(t[z \u|)[ar\*' s]) =p

R'é/ R'é/

o = C(LTC({a\* sJLCT({t) [z \u]) ~ ELTC({a\ s)LCT(t[x \u]))) =p

o ~y. Luego, 0 = pa.[a]t y p =1t con a ¢ t. Este caso es inmediato dado que todas las
posible reducciones son internas.

s Q = @. Luego, 0 = ¢ ~, ¢’ = p. Mas atin, es el caso de 0,p € Cpps. Se tienen cinco reglas
aplicables a comandos:
® “~wepr. Luego, 0 = LCC(c)[a \*' 5] y p = LcC{c[a \* s]) con a ¢ LCC, fc(a/,LCC) ¥
fc(s,LCC). Hay tres casos posibles:

1. R®-redex en la raiz.

0=L1CC(A)[a\* 8] ewem  LCC(c[a\* s]) = p

R'}/ R'é

o =¢e¢(fa\" sjLcc(e)) = erec(fa\ she) =p/

2. S-redex superpuesto con LCC. Luego, se tiene LCC = LCT(LTC[z \u|) con o =
LCT({z \ u}LTC(c))[a \* s] = LCT(LTC(¢))[a \* s] y p’ = LCT(LTC/(¢/[ar\*" s]))
dado que fc(s,LCC) implica x ¢ s. Se concluye por Lem. 4.6.2 (2):

0 =LCT(LTC(c) [z \ul) [ \* 5]  ~exrepr LCT(LTC(c[a\* s])[z \u]) =p
5§ 5§

o' = ¢(LCT({z \uLTC(cH) [\ s])  ~  €LCT({z \u|LTC({c[a \* s]))) = p/

3. R*-redex superpuesto con LCC. Luego, se tiene LCC = LCC;(LCCo[y \° s']) con o’ =
LCCy ({7 \? 8’ JLCCa{e))[a\* s] = LCCy (LCChH{c")) [a\* 5] y p’ = LCC1(LCCL(c'[a \* s]))
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dado que fc(a,LCC) implica v # «, y fc(s,LCC) implica « ¢ s. Se concluye por
Lem. 4.6.2 (2):

0= LCC1 (LCCo () [y V¥ s'I) [ \*' 5] exrepr  LCC1(LCCa(c[a\*' s])[y\ s']) = p
R'é R'é

o = E(LCCy {{~\ 8" JLCCy(c)) [ \O‘/ s|)  ~  eLec (v \ s'JLCCy(c]a \"/ s|)) =p

® ~iren. Lego, 0 = LCC(c)[a \ ] ¥ p = LCC{c[ax \ B]) con a ¢ LCC y fc(5,LCC). Hay dos
casos posibles:

1. S-redex superpuesto con LCC. Luego, se tiene LCC = LCT(LTC[z \u|) con o =
LCT{{z \ u}LTC(c))[ax \ B] = LCT(LTC'(¢)) [\ B] y p’ = LCT(LTC'{¢' [\ B])). Se con-
cluye por Lem. 4.6.2 (2):

0 =LCT(LTC(c) [z \u)[a \ B]  ~exrepr LCT(LTC(clar\fB])[z \u]) =p

5§ i

o = C(LCT({z \uLTC(c))[a \B]) =~ C(LCT{{z \u[LTC{c[a\B]))) = p’

2. R*-redex superpuesto con LCC. Luego, se tiene LCC = LCC1(LCCa[y \’ s]) con o' =

LCC1 ({7 \ s LCC2(c))[a \ B] = LCCi(LCCh(c'))|a \ B] ¥ p’ = LCCi(LCCH{c'[ar\ 1))
dado que fc(a, LCC) implica v # «. Se concluye por Lem. 4.6.2 (2):

0 =LCC1 (LCC2()[v \ s) [\ B]  ~ewrepr  LCC1(LCCa{cla\ B)[7\ s]) = p
R'é R’i

o' = €(LeCi{{7 \ sJLCC2(c))[a\B]) =  €(LeCi({y\ s}LCCx{clar\B]))) =p'

o ~. Luego, o = [/ Az.pa[f | Ay.uB.c y p = [B]Ay.pB.[o/] Az.pa.c con B # o'y
a # 3. Este caso es inmediato dado que todas las posible reducciones son internas.

o ~,. Luego, o =[] pa.c y p = c[a\ B].Este caso es inmediato dado que todas las posible
reducciones son internas.

= Q=Tu. Luego, o =T(q)u y p = T(¢') u. Hay dos casos de reduccion posibles:

1. T(g) ~> t. Luego, o ~» €(tu) = o’. Por h.i. existe ¢’ tal que T(¢') ~ t' y t ~ t'. Mas
aun, se tiene p ~ €(t'u) = p’. Por Lem. 4.8.1 con ¢t ~ t' y el contexto Jwu se tiene
o= C(tu) ~ €(t'u) =p', por lo que se concluye.

2. u~ u'. Luego, o ~ €(T{g)u') =0’ y p~ &(T(¢') u') = p’. Se concluye por Lem. 4.8.1
con T(q) ~ T{q') y el contexto OJu’, o' ~ p'.

= Q=1¢T. Luego, 0 =tT(q) y p =t T(¢’). Hay dos casos de reduccion posibles:

1. T(g) ~ u. Luego, o ~» €(tu) = o'. Por h.i. existe v’ tal que T(¢') ~» v’ y u ~ vu'. Mas
aun, se tiene p ~» €(twu’) = p’. Por Lem. 4.8.1 con u ~ ' y el contexto ¢t se tiene
o= ¢€(tu) ~ &(tu') = p, por lo que se concluye.

2.t~ t'. Luego, o ~ €' T(q)) = o' y p ~ €' T(¢')) = p’. Se concluye por Lem. 4.8.1
con T(q) ~ T{(q') y el contexto t' [, o' ~ p'.

= Q = Az.T. Luego, 0o = Ax.T(q) y p = A\z.T(¢') con T{q) ~» t. Luego, o ~ Az.t = o’. Por
h.i. existe t’ tal que T(q’) ~ t' y t =~ ¢'. Mas ain, se tiene p ~ Az.t’ = p’. Se concluye dado
que o = Ax.t ~ Azt =p.
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= Q = pa.C. Luego, o = pa.Clq) y p = pa.C{(q’) con C(q) ~ c. Luego, 0o ~ pa.c = o'. Por
h.i. existe ¢’ tal que C(¢') ~ ¢’ y ¢ = ¢/. Més aun, se tiene p ~ ua.c’ = ¢’. Se concluye dado

que 0o’ = pa.c ~ pa.c =p'.
= Q =Tz \u|. Luego, o = T(¢)[z \u] y p = T(¢')|x \ u|. Hay tres casos de reduccion posibles:
1. 0 ~g €({z \u}T{(q)). Luego, se tiene p ~»g €({z \u}T(¢’)). Por Lem. C.0.53 (1) con
T{(g) ~ T{(q’) se tiene o' = €({xz \u}T(g)) ~ €({z \u}T(¢')) = p’ por lo que se concluye.
2. T(g) ~» t. Luego, o ~» €(t[x \u]) = o'. Por h.i. existe t' tal que T(¢') ~ ¢’ y t ~ /. Mas

1)

[
atn, se tiene p ~» €(t'[x \u]) = p’. Por Lem. 4.8.1 con t ~ t' y el contexto O[x \ u] se
tiene o = €(t[x \ u]) =~ €(t'[z \u]) = p’, por lo que se concluye.
3. u ~ u'. Luego, o ~ €(T{g)[x \u']) =0 y p ~ €(T{¢')[z\v]) = p’. Se concluye por
Lem. 4.8.1 con T{(q) ~ T(¢') y el contexto O[z \ ], o’ ~ p'.

Nye
= Q=t[z\T]. Luego, o = t[z \T{(q)] y p = t[z \ T(¢')]. Hay tres casos de reduccion posibles:

1. 0 ~gs €({z\T(g)}t). Luego, se tiene p ~»s €({z\T(¢')}t). Por Lem. C.0.53 (2) con
T(g) ~ T(q’) se tiene o' = €({z \T{q)}t) ~ €({z \T{¢') }t) = p’ por lo que se concluye.

2. T{q) ~ u. Luego, o ~ €(t[z \u]) = 0. Por h.i. existe v’ tal que T(¢') ~ v y u ~ u'.
Mas atin, se tiene p ~ €(t[z \v']) = p’. Por Lem. 4.8.1 con u ~ «’ y el contexto t[z \ O]
se tiene o = €(t[z \u]) ~ €(t[x \u']) = p’, por lo que se concluye.

3. t ~ . Luego, 0 ~» €(T{g)[x \t']) = o' y p ~ E€(T(¢) [z \t']) = p’. Se concluye por
Lem. 4.8.1 con T{q) ~ T{q') y el contexto ¢'[z \OJ, o’ ~ p'.

= Q = [a]T. Luego, o = [@]T(q) vy p = [a]T{¢') con T{q) ~~ t. Luego, o ~ [a]t = o'. Por
h.i. existe t’ tal que T{¢') ~ t’ y ¢t ~ t'. Mas atn, se tiene p ~ [a]t’ = p’. Se concluye dado
que o' =[]t ~ [a]t =D

= Q = Cla\* s]. Luego, o = C(g)[er \* s] y p = ¢(¢')|er \*’ s]. Hay tres casos de reduccion
posibles:

1. 0 ~pe €(Ja\* 5)C(q)). Luego, se tiene p ~ge €(fa\* s C< "}). Por Lem. C.0.54 (1)
con C(g) ~ C(¢') se tiene o' = €({a\* 5)C(g)) ~ €(fa\* s}C(¢)) = p’ por lo que se
concluye.

2. C(g) ~ c. Luego, 0 ~ €(c[a\* s]) = o’. Por h.i. existe ¢ tal que C(¢/) ~ ¢/ y ¢~ ¢.
Mas ain, se tiene p ~» &€(d[a\* s]) = p’. Por Lem. 4.8.1 con ¢ ~ ¢ y el contexto
o\ ] se tiene o = €(c[a \* s]) ~ €[ \*" s]) = p', por lo que se concluye.

3. s~ 5. Luego, 0 ~ €(C{g)[a\* s']) = o' y p ~ €(C(¢")[a \* §']) = p'. Se concluye por
Lem. 4.8.1 con C(g) ~ C(¢') y el contexto B[a\* §'], o' ~ p'.

s Q = s[a\* 8]. Luego, o = ¢[a \* ¢(g)] v p = c[a \* ¢(¢')]. Hay tres casos de reduccion
posibles:

1. 0 ~pe €(La\* Clg)Jjc). Luego, se tiene p ~ge (L \* ¢(¢')}¢). Por Lem. C.0.54 (2)
con Cg) ~ C(¢') se tiene o' = €({a\* C(g)Jje) ~ €({a\* ¢(¢')}}¢) = p por lo que se
concluye.

’

2. C{q) ~ s. Luego, 0 ~ €(c[a \* s]]) = o'. Por h.i. existe s’ tal que C(g ) ~ s ys~s.
Mas aun, se tiene p ~ €('[a \O‘ s]) = p’. Por Lem. 4.8.1 con s ~ s’ y el contexto
cla\* O] se tiene 0 = €(cfa\* s]) ~ €([a\* s]) =p’, por lo que se concluye.

>\a Clg))) =0 yp~ Q( T\ ¢(¢')]) = p'. Se concluye por

Lem. 4.8.1 con C(g) ~ C(¢’) y el contexto ¢[a \* O], o ~ p'.

Q= Cia'\ 3. Luego, 0 = Olg)la\ 8]y p = C(g')a\ Bl con Clg) = . Luego, 0 == cla\ ] = 0.
Por h.i. existe ¢’ tal que C{q’) ~ ¢ y ¢ = ¢/. M4s atn, se tiene p ~ ¢'[a\ 3] = ¢’. Se concluye

dado que o' = cla\f] = e\ B] =P .

3. ¢~ . Luego, o0 ~ €(d[a
(¢
@
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= Q=T-s. Luego, o =T(q)- sy p=T{(q) - s. Hay dos casos de reduccion posibles:
1. T(g) ~ t. Luego, 0 ~ t- s = o'. Por h.i. existe t' tal que T(¢') ~ t' y t =~ ¢. Mas atin,
se tiene p ~ t' - s = p’. Se concluye dado que o' =t-s~t' -s=7p'.
2. s~ s'. Luego, 0~ T{q)-s' = 0" y p~ T(¢')-s" = p’. Se concluye dado que T{g) ~ T(¢’)
implica o ~ p'.
m Q=1¢-8S. Luego, o =t-5(q) y p=1t-35(¢'). Hay dos casos de reduccion posibles:
1. S{q) ~ s. Luego, 0 ~ t - s = 0'. Por h.i. existe s’ tal que S{¢') ~ s’ y s =~ s’. Mas aun,
se tiene p ~ t- s = p’. Se concluye dado que o' =t-s~t-s =p'.
2. t~t'. Luego, 0o~ t'-8{q) =o' y p~ t'-S{¢’) = p’. Se concluye dado que S{q) ~ S{¢’)

implica o' ~ p'.

O
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